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 روش تركيب از شده ارائه روش. شود مي ارائه كنترل مسائل براي پيوسته تقويتي يادگيري جديد روش يك مقاله اين در: چكيده
 ناميده "فازي مربعات كمترين سياست تكرار" و شده حاصل صفر مرتبه سوگنوي فازي سيستم يك با " مربعات كمترين سياست كرارت"

 هر براي) تالي( نامزد عمل ترين مناسب يافتن هدف،. شود مي گرفته نظر در نامزد عمل تعدادي فازي قاعده هر براي اينجا در. است شده
 تعريف اي گونه به عمل– حالت پايه توابع قواعد، به مربوط نامزد هاي عمل و فازي قواعد آتش شدت بردار از استفاده با. باشد مي قاعده
 و شده تعريف عمل -حالت پايه توابع از استفاده با  .نمايند مي برآورده را مربعات كمترين سياست تكرار روش قضاياي شرايط كه اند شده
 تحليل. شود مي ارائه قواعد تالي وزن پارامترهاي سازي تازه براي جديد روش يك مربعات، كمترين سياست تكرار الگوريتم از گيري بهره

-حالت ارزش تابع تخمين و واقعي عمل-حالت ارزش مقدار تابع اختلاف براي خطايي كران شود، مي آورده الگوريتم اين براي كه رياضي
 كيفيت نيز و بالاتر آموزش سرعت از حاكي قايق، معروف مساله در سازي شبيه نتايج. كند مي تعريف شده، ارائه الگوريتم از حاصل عمل

 شده، ارائه روش ديگر مزاياي از. است فازي سارساي يادگيري و فازي كيوي يادگيري روش دو به نسبت  پيشنهادي روش بهترِ عملكرد
 .است آموزش نرخ تعيين به نياز عدم

 .فازي سيستم عمل،-حالت ارزش تابع تقريب ، مربعات كمترين سياست تكرار تقويتي، يادگيريكلمات كليدي: 

A Novel approach in Fuzzy Reinforcement Learning 
Farzaneh Ghorbani,Vali Derhami, Hossein Nezamabadipour 

 
Abstract: In this paper, we present a novel continuous reinforcement learning approach. The 

proposed approach, called "Fuzzy Least Squares Policy Iteration (FLSPI)", is obtained from 
combination of "Least Squares Policy Iteration (LSPI)" and a zero order Takagi Sugeno fuzzy 
system. We define state-action basis function based on fuzzy system so that LSPI conditions are 
satisfied. It is proven that there is an error bound for difference of the exact state-action value 
function and approximated state-action value function obtained by FLSPI. Simulation results show 
that learning speed and operation quality for FLSPI are higher than two previous critic-only fuzzy 
reinforcement learning approaches i.e. fuzzy Q-learning and fuzzy Sarsa learning. Another 
advantage of this approach is needlessness to learning rate determination. 

 
Keywords: Reinforcement learning; least squares policy iteration, state-action function approximation, 
fuzzy system. 
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1- 0Bمقدمه 
به  ازيمانند عدم ن يتيتقو يريادگيمطلوب  يها يژگيوتوجه به  با

و  ستيدر دسترس ن يآموزش يها دادهكه  يدر مسائل يآموزش يها داده
 ها روش نياسكالر، ا گناليس كيآموزش، تنها با استفاده از  نيهمچن

 اما ،هستند قدرتمند ،يتيتقو يريادگي يها روشمورد توجه هستند. 
حالت و عمل  يفضا ياستاندارد بر رو يتيتقو يريادگي يها روش

 يفضا ايبزرگ  يدر مسائل با فضا ها روش ني. اكنند يمعمل  ،گسسته
 است مشكل فضاها نيا يساز گسسته رايز ،شوند يمدچار چالش  وستهيپ
 يدر فضاها مشكل نيا .دارد اديز يفضا و زمان به ازين آموزش، و

 ازابعاد،  يتنگنارفع مشكل  يدارد. برا نامP0F1 Pدابعا يتنگنا اي نينفر بزرگ،
 شده استفاده يتيتقو يريادگي يها روش با تابع يها زننده بيتقر بيترك

و  يفاز يها ستميمانند س ييها زننده بيتقر  بيترك زا ها روش نيا. است
 استفاده .نديآ يمبه وجود  يتيتقو يريادگي يها روشبا  يعصب يها شبكه
 يتيتقو يريادگي يها روش  موفق يكاربردها زمره در ها زننده بياز تقر

 تابع اطلاعات يجدول يدارنگه به ازين كه نيا ليدل به اول. دارند قرار
 اطلاعات به ازين كه نيا دوم. دنندار اديز حافظه لذا و عمل-حالت ارزش

 عملكردشان و است ساده ها آن از استفاده ضمن در. ندارند طيمح قيدق
 ساده ييزدا اشكال و ليتحل لحاظ از لذا باشد، يم شفاف و واضح

 .]1[ باشند يم
با  يفاز يتيتقو يريادگي يها روش يمقاله بر رو نيما در ا تمركز

و  ]7-2[ يفاز يويك يريادگي يها تميالگورتنها است. -نقاد يمعمار
 يريادگيارائه شده در  يها تميالگوراز جمله  ]8[ يفاز يسارسا يريادگي

 لياز لحاظ ارائه تحل ها روش نيهستند. ا تنها-نقاد يبا معمار يفاز يتيتقو
به نرخ آموزش دچار چالش  يو وابستگ وستهيپ يمثبت در فضاها ياضير

مذكور  يها چالشكه  ميهست يمقاله به دنبال ارائه روش نيهستند. ما در ا
 باشد. يبهتر ييكارا يدارا ،قبل يها روشرا برطرف نموده و نسبت به 

 مثبت، ياضير ليتحل يدارا كه يتيتقو يريادگي يها روش از يكي 
 استيس تكرار ،است مناسب ييكارا و آموزش نرخ به يوابستگ عدم

LSPI( مربعات  نيكمتر P1F

2
P (]10،9،1[ و استفاده  يساز ادهيپ يبرا .باشد يم

مذكور،  هاي است اما در مقاله يضرور هيتوابع پا فيتعر ،LSPIاز  يعمل
 تميالگور كي LSPI مشخص نشده است.  هيتوابع پا فيتعر وهيش

 يابيارز) الف: (است مرحله دو يدارا تكرار هر در كه است يتكرار
 محاسبه يجار استيس يبرا را عمل-حالت ارزش تابع مقدار است،يس
 مرحله عمل-حالت ارزش تابع از استفاده با است،يس بهبود) ب( و كند يم

 حالت يفضا يرو بر LSPI  روش. كند يم فيتعررا  ديجد استيس قبل
 ليتحل به استناد با LSPI ياضير ليتحل. است شده ارائه يمتناه عمل و

 
 

1 Curse of dimensionality 
2 Least Squares Policy Iteration (LSPI) 

P2F) استيس تكرار ياضير

3
PPI) ]11[  در  .است شده انيبLSPI   نحوه

 به را روش نيا ،]12[ مرجعنشده است.  انيب هيتوابع پا قيدق فيتعر
P3Fبرخط LSPI صورت

4
P ، است، كرده اصلاح ينامتناه حالت يفضا يبرا 

 چيه نشده است و انيب قيبه صورت دق هيتوابع پا زيروش ن نيدر ا اما
 )ينامتناه يروش (در فضا نيا يبرا ييهمگرا نيتضم و ياضير ليتحل

 .ندارد وجود
زننده جامع  بيتقر كيبه عنوان  يفاز يها ستميمقاله از س نيا در

 استفاده  LSPI عمل در روش-تابع ارزش حالت بيتقر يبرا ]13-15[
 يمربعات فاز نيكمتر استيروش تكرار س فيشده و منجر به تعر

( P4F

5
PFLSPI) توابع  فيتعر يبرا يفاز يها ستميواقع از س در. شده است

 مورد يفاز ستميس گر،يد يسو ازاستفاده شده است.  LSPIدر  هيپا
 دارد قواعد يهايتال ميتنظ به ازين  كه است يستميس ،FLSPI در استفاده

 استفاده يفاز ستميس نيا يها يتال ميتنظ يبرا LSPI از  گفت توان يم  و
 .است شده

 يصورت بخـش بنـد   نيمقاله خواهد آمد به ا نيا ادامه در كه چه آن
و  يبه طور كل يتيتقو يريادگيكوتاه بر  يمرور دومشده است: در بخش 

مــورد اســتفاده در  يهــا روشاز  يكــيبــه عنــوان  LSPI تميســپس الگــور
كـه   FLSPIبـه روش   سـوم بخـش   درانجام شده اسـت.   يتيتقو يريادگي

در  چهـارم . بخـش  شـود  يم ـ پرداخته شده ارائه مقاله نيا در ارب نياول يبرا
و در  اسـت  FLSPIبـا اسـتفاده از    قيمسـاله قـا   يساز هيشب جيبردارنده  نتا

 آمده تميالگور نيا يريحاصل از به كارگ جيو نتا يجمع بند پنجم،بخش 
 است.

2- 1Bتقويتي يادگيري 
 يزمـان  قـدم  هـر  در ،يتيتقو يريادگي با عامل بر يمبتن ستميس كي در

t، ،يحالت فعل عامل 𝑠𝑡 حالـت   يفضا ازS   را از  يمشـاهده نمـوده و عمل ـ
 اعمـال  طيمح ـ بـه  و انتخـاب  π اسـت يس اسـاس  بـر  ،A يعمل متناه يفضا

 بـا   Sحالـت   يفضـا  از 𝑠𝑡+1 دي ـجد حالـت  به طيمح آن، يپ در. كند يم
ــال  ــال انتقـ 𝒫(𝑠𝑡احتمـ , 𝑎𝑡 , 𝑠𝑡+1) ــه ــلو  رفتـ ــ عامـ ــو گناليسـ  يتيتقـ

ℛ𝑡+1 = ℛ(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) 16[ كنديم افتيدر را[. 
,𝜋(𝑠كه با  استيس 𝑎)  احتمـال انتخـاب عمـل     ،شـود  يم ـنشان دادهa  در

 مهيجر و پاداش اساس بر يتيتقو يريادگي در كار يمبنا. باشد يم sحالت 
در طــول  يافتيــدر يهــا پــاداشمجمــوع  كــردن حــداكثر هــدف، و اســت

را انتخـاب كنـد    يعمل ـ رديگ يم ادي عاملاساس  ني. بر اباشد يم يريادگي
ــبــا  يكــه او را بــه حــالت تحــت  sحالــت  ارزش ارزش برســاند. نيتــر شيب

   :]16[ شود يم فيتعر ريتوسط تابع ز π استيس
)1(          𝑉𝜋(𝑠) = 𝐸𝜋[∑ 𝛾𝑡ℛ𝑡|𝑠𝑡 = 𝑠]∞

𝑡=0    0 ≤ 𝛾 ≤ 1 

 
 

3 Policy Iteration (PI) 
4 Online 
5 Fuzzy Least Squares Policy Iteration 
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.]Eπنرخ كاهش و  𝛾 كه بـه طـور مشـابه، تـابع      .باشد يم ياضير ديام    [

در  كنــد يمــمشـخص   كــه sو حالــت  aعمـل   يعمــل بــرا-حالـت  ارزش
 في ـتعر ري ـصـورت ز  بـه چـه انـدازه اسـت،     aانجام عمل  ارزشs  حالت

 :]16[ شود يم

)2( 𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) = 𝐸𝜋[�𝛾𝑡ℛ𝑡|𝑠𝑡 = 𝑠,𝑎𝑡 = 𝑎]
∞

𝑡=0

 

 مربعات كمترين سياست تكرار-2-1

PI( استيس تكرار روش P5F

1
P( ]17[ يتيتقـو  يريادگي يها روشاز  يكي 

 دي ـتول لهيوس ماركوف به ميتصم رهيزنج هر يرا برا نهيبه استياست كه س
 كي ـ ،PI. آورد يم ـدسـت   بـه گسسـته   يفضـا  در هـا  اسـت يساز  يدنباله ا
آن دو مرحلـه وجــود دارد:   امm اســت كـه در تكــرار  يتكـرار  تميالگـور 

ــارز ــابع  اســت،يس يابي ــدار ت ــ اســتيرا از س 𝑄𝜋𝑚مق محاســبه  𝜋𝑚 يفعل
 :كند يم

)3( 
𝑄𝜋𝑚(𝑠, 𝑎)  = ℛ(𝑠, 𝑎) 

+𝛾 � 𝒫(𝑠, 𝑎, 𝑠′) � 𝜋(𝑠′, 𝑎′)𝑄𝜋𝑚(𝑠′, 𝑎′)
𝑎′∈𝐴𝑠′∈𝑆

 

 𝑄𝜋𝑚يرا رو 𝜋𝑚+1 افتـه يبهبـود   صـانه يحر اسـت يس است،يس بهبود
 :كنديم فيتعر

)4( 𝜋𝑚+1(𝑠) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑎∈𝐴

𝑄𝜋𝑚(𝑠, 𝑎) 

اسـت   ييبالا ييكارا يدارا يحالت و عمل متناه يروش در فضا نيا
 .]11[شده است  فيآن تعر يبرا ييخطا كرانو 

 به دست آورد: رياز حل معادله ز توان يم را 𝑄𝜋𝑚 قيمقدار دق 
)5( 𝑇𝜋𝑚𝑄 = 𝑄 

 ري ـو بـه صـورت ز   باشـد  يم ـ π اسـت يس تحـت عملگر بلمـن   𝑇𝜋 كه
 :]1[ شود يم فيتعر

)6( 
(𝑇𝜋𝑄)(𝑠, 𝑎) = ℛ(𝑠, 𝑎) 

+𝛾 � 𝒫(𝑠, 𝑎, 𝑠′) � 𝜋(𝑠′, 𝑎′)𝑄(𝑠′, 𝑎′)
𝑎′∈𝐴𝑠′∈𝑆

 

بزرگ،  يدر فضاها يتيتقو يريادگي گريد يها روشروش مانند  نيا
 .باشد يم ابعاد يتنگنادچار مشكل 

مربعات را با استفاده از روش  نيكمتر استيس تكرارروش  ]1[ مرجع
روش  ني ـا .است نموده ارائه ،ابعاد يتنگنارفع مشكل  يبرا استيس تكرار

 ،𝑄عمـل  -حالـت  ارزش تابع قيدقمحاسبه  ياست كه به جا ييها روشاز 

 
 

1 Policy Iteration 

 يبـردن خطـا   نياز ب ،LSPI ي. مبنادينما يمرا محاسبه  �𝑄 يعني آن بيقرت
  .آن تحت عملگر بلمن است P6F2Pريتصو و �𝑄حاصل از 

 بي ـتقر يوزن دار بـرا  يخط ـ بيترك كي از توان يم يحالت كل در
 :كرداستفاده  ريز به صورتعمل -حالت ارزش تابع

)7( 𝑄�𝜋 = 𝜱𝑾 

عمـل   -حالـت  هيتوابع پا سيماتر 𝜱و  ها وزن سيماتر 𝑾 آن در كه
 :هستند

)8( 𝜱 =

⎝

⎜⎜
⎛ ∅(𝑠1, 𝑎1)𝑇…

∅(𝑠𝑖 , 𝑎𝑖)𝑇
…

∅(𝑠|𝑆|,𝑎|𝐴|)𝑇⎠

⎟⎟
⎞

 

 كه يطور به

)9( ∅(𝑠, 𝑎) = �
∅1(𝑠, 𝑎)

…
∅𝑘(𝑠, 𝑎)

�. 

𝑘  كه ≪ |𝑆||𝐴| هي ـتعداد توابع پا، ∅𝑗  يم ـعمـل   – حالـت  هي ـتوابـع پا 
 .باشند

 تـوان  يم ـ كـه  شـده  گرفتـه  جهينت محاسبات انجام از پس LSPI ]1[ در
𝑄�𝜋 به دست آورد: )10( دلهارا از حل مع 

)10( 𝑄�𝜋 = 𝜱(𝜱𝑇𝜱)−1𝜱𝑇𝜋𝑄�𝜋 

 اني ـب مجال كه مبسوط محابات انجام از(پس بالا  رابطه يساده ساز از
 :]1[ ديرس ريز جينتا به توان يم )،ستين مقاله نيا در ها آن

)11( 𝐴𝑊 = 𝑏 

)12( 
𝐴𝑛𝑒𝑤 = 𝐴𝑜𝑙𝑑 + ∅(𝑠, 𝑎) �∅(𝑠, 𝑎)

− 𝛾∅�𝑠′,𝜋(𝑠′)��
𝑇

 

)13( 𝑏𝑛𝑒𝑤 = 𝑏𝑜𝑙𝑑 + ∅(𝑠, 𝑎)ℛ 

 𝑎كـه عمـل    ياست وقت ـ ′𝑠به حالت  𝑠انتقال از حالت  پاداش ℛ كه
بـه   كـه   bو بـردار  A سينرخ كاهش اسـت و مـاتر   ،𝛾 انتخاب شده باشد.

 مـورد  Wمحاسـبه بـردار وزن    يبـرا  شـوند،  يمحاسـبه م ـ  يصورت تكرار
 .رنديگ يم قرار استفاده

 
 

2 Projection 
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3- 2Bمربعات كمترين سياست تكرار 
 (FLSPI)فازي

 زننـده  بي ـتقر عنـوان  بـه  يفـاز  يهاستميس از استفاده با بخش نيا در
. شــود يمــ ارائــه (FLSPI) يفــاز مربعــات نيكمتــر اســتيس تكــرار روش

FLSPI، دي ـنما يم ـ اسـتفاده  صـفر  مرتبـه  سوگنو يفاز ستميس از .R  قاعـده 
 :شود يم فيتعر ريز شكل به ستميس

𝑅𝑖: 𝐼𝑓 𝑥1 𝑖𝑠 𝐿𝑖1 𝑎𝑛𝑑… 𝑎𝑛𝑑 𝐼𝑓 𝑥𝑛 𝑖𝑠 𝐿𝑖𝑛 ,𝑇ℎ𝑒𝑛 

 (𝑜𝑖1 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑤𝑒𝑖𝑔𝑡ℎ 𝑤𝑖1 𝑜𝑟… 𝑜𝑟 𝑜𝑖𝑚  𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑤𝑒𝑖𝑔𝑡ℎ 𝑤𝑖𝑚)  

𝑠 كـــه = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) يورود ياز فضـــا يبـــردار n-و يبعـــد 
𝐿𝑖 = 𝐿𝑖1 × … × 𝐿𝑖𝑛، يفضا n-يهـا  مجموعهمحدب است و  يبعد 

 يبـرا  ممكن يها عمل تعداد ،mهستند.  كتاي كزامر يدارا امi قاعده يفاز
. باشـد  يم ـ 𝑤𝑖𝑗بـا وزن   امiقاعـده   يبرا نامزدعمل  نيام𝑜𝑖𝑗، jو  عدهقا هر

 بوده مساله به وابسته عملها مقدار و عملها تعداد ،تيعضو توابع مشخصات
 .شوند يم نييتع طراح تجربه به توجه با و

با توجه بـه وزن هـر عمـل و اسـتفاده از روش انتخـاب       امiقاعده  يبرا
عمل مورد نظر است) انتخاب  سياند +𝑜𝑖𝑖+ )𝑖عمل  صانه،يعمل شبه حر

 :شود يممحاسبه  ريبه صورت ز ييو عمل نها شود يم

)14( 𝑎𝑡(𝑠𝑡) = �𝜇𝑖(𝑠𝑡)𝑜𝑖𝑖+
𝑅

𝑖=1

 

  .است s يورود يبه ازا امiشدت آتش نرمال شده قاعده  ،𝜇𝑖(𝑠) كه
 يبــرا ،بــرخطبــه صــورت  𝑤𝑖𝑗  بيــتقر  ســتميآمــوزش س از هــدف

   است. نهيبه استيبه س دنيرس
 يفـاز  يها مجموعه يها مقدمآتش هر قاعده از حاصل ضرب  شدت

شدت آتش نرمال شده قواعـد، توابـع    توابعاستفاده از  باو  ديآ يمبه دست 
 :ميينما يم فيتعر ريز صورت هب راعمل -حالت هيپا

)15( 
𝜑(𝑠, 𝑎)

= �0. . . 𝜇1(𝑠). . .0���������
𝑚

0. . .𝜇2(𝑠). . .0���������
𝑚

… 0. . . 𝜇𝑅(𝑠) … 0���������
𝑚

�
𝑇

 

 يبـه ذكـر اسـت تعـدادعملها     لازم .باشـد  يم  ها عملتعداد  mدر آن،  كه
 نيـي تع كـاربر  تجربـه  و مسـاله  اسـاس  بـر  ،توسط كـاربر  پارامتر نيانامزد و 

 .شود يم
 خلاصه كرد: ريبه صورت ز توان يمرا  FLSPI تميالگور روال

 را مشاهده كن. 𝑠0 هياول حالت -1

 بـا  را هـا  عمـل  از يكـي  قاعده، هر نامزد هاي عمل مجموعه در -2
P7Fصانهيحر شبه عمل انتخاب روش و وزنشان مقدار به توجه

۱
P  انتخـاب 

  .كن

 
 

1 ε-greedy 

را تكـرار   ري ـمراحل ز يا دهينرس زودياپ يكه به انتها يزمان تا -3
 :كن

a. نهايي عمل) 14( رابطه از استفاده با 𝑎𝑡 كن محاسبه را. 
b. اعمـال   با𝑎𝑡  حالـت  ،طيبـه مح ـ  𝑠𝑡+1 ومشـاهده كـن    را 

 كن. افتيرا در 𝑟𝑡+1پاداش 

c. ماتريس A كن روزرساني به زير رابطه از استفاده با را: 
)16( 

𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 + ∅(𝑠𝑡 ,𝑎𝑡) �∅(𝑠𝑡 ,𝑎𝑡) − 𝛾∅�𝑠𝑡+1,𝜋(𝑠𝑡+1)��
𝑇

  
d.  بردار b كن روزرساني به زير رابطه از استفاده با را: 
   )17(     𝑏𝑡+1 = 𝑏𝑡 + ∅(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)𝑟𝑡+1 

e. 𝑡 ← 𝑡 + 1 
 رابطه -4

  )18(  
1

𝑡 − 1
𝐴𝑡𝑊𝑘 =

1
𝑡 − 1

𝑏𝑡  

𝑘و  كن حل 𝑊𝑘به دست آوردن  يبرا را     ← 𝑘 + 1. 

𝑠𝑡قرار بـده   ،ستين برقرار توقف شرط كه يزمان تا = 𝑠0 مراحـل  و 
 را تكرار كن. 4 تا 2

) كـاربر  توسـط  شده فيتعر يخطا(با  هدف به دنيرس اي توقف شرط كه
 است.   شود،يم فيتعر كاربر توسط كه يخاص تكرار تعداد اي و

در  )،17( و) 16( روابـط توسـط   ،b بـردار  و A سيماتر يروز رسان به
هـر   در)، 18( رابطـه  توسـط  Wبـردار وزن   يو به روزرسـان  يهر قدم زمان

مطرح شـده در   يهمان پارامترها ،bو  A يپارامترها .شود يمانجام  زودياپ
مـورد اسـتفاده    Wمحاسبه بـردار وزن   ي) هستند كه برا15) تا (13روابط (

 ريي ـتغ زود،ي ـاپ كي ـدر طـول   اسـت يس گـر، يعبـارت د  بـه  .رنـد يگ يقرار م
اسـتفاده   كيزودياپ ريموارد غ يبرا تميالگور نيكه ا يصورت در. كند ينم

بردار، بعـد از   نيا ،زودياپبردار وزن بعد از هر  يبه روز رسان يشود، به جا
بـه   دنيشرط توقف رس ـ .شود يم يبه روز رسان يقدم زمان يمشخصتعداد 

 .باشد يم يتعداد تكرار مشخص ايقابل قبول  يخطا كيهدف با 
در واقـع بـه روز    Wبـردار   ياست كه بـه روز رسـان   يادآوريبه  لازم

 .شود يم ديجد استيو منجر به استخراج س باشد يم �𝑄 يرسان

4- 3Bپيشنهادي روش رياضي تحليل 
 يبـرا  كـران  فيتعر به منجر كه شود يم مطرح يمباحث بخش، نيا در

 بـا  .شود يم ملع – حالت تابع نهيبه مقدار وعمل -التتابع ح بيقرت يخطا
 .داريم را زير قضيه ،]13[استفاده از مرجع 

مجموعـه از توابـع    كي ـ Z): اگـر  رشـتراس يوا-استون هيقض( 1 تبصره
 باشد و اگر Xمحدب  يفضا يرو وستهيپ

نسبت به جمع و ضرب اسـكالر و ضـرب    يعنيجبر باشد  كي Z) الف
 بسته باشد.
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 را جدا كند: X ينقاط رو Z) ب
∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑥1 ≠ 𝑥2;  ∃𝐹 ∈ 𝑍 𝑠. 𝑡 𝐹(𝑥1) ≠ 𝐹(𝑥2) 

 صفر نشود: Xاز  ينقطه ا چيه يرو Z) ج
∀𝑥 ∈ 𝑋;  ∃𝐹 ∈ 𝑍 𝑠. 𝑡 𝐹(𝑥) ≠ 0 

 كي ـدلخـواه،   ε>0و هـر   X يرو G(x) وسـته يهر تـابع پ  يبرا آنگاه
𝐹 ∈ 𝑍 كهيطوروجود دارد به 

‖𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)‖∞ < 𝜀 

دلخــواه، تــابع      ε>0و هــر  Q وســتهيهــر تــابع پ  يبــرا -1 لــم
𝑄� = ∑ 𝜇𝑖(𝑠)𝑤𝑖𝑖+

𝑅
𝑖=1 كهيطوروجود دارد به 

�𝑄� − 𝑄�
∞

< 𝜀 

ــات ــا X -اثب ــارت   يرا فض ــرب دك ــل از ض ــا يحاص ــت  يفض حال
) ℝ𝑚محـدب از   ييرفضـا يعمـل (ز  ي) و فضاℝ𝑛محدب از  ييرفضاي(ز

است كـه   ℝ𝑛+𝑚محدب از  ييرفضايز Xصورت  نيدر ا د،يريدر نظر بگ
n حالت و  يبعد فضاm ني. همچن ـباشـد  يعمل م يبعد فضا Q ني ـا يرو 

همـه توابـع    يبـه عنـوان فضـا    Z في ـاست. اكنون بـا تعر  وستهيپ يفضا تابع
𝑄� = 𝜱𝑊  كهW بردار است و  كي𝚽  شـود،  ي) مشخص م8( رابطهبا 

 ارضا شود تا اثبات كامل شود: 1هيقض طياست شرا يكاف
 :ميكن يم فيتعر

𝑄� :𝑋 → 𝑌 ,𝑦 = 𝑄�(𝑠, 𝑎) ,𝑋 ⊆ ℝ𝑛+𝑚 ,𝑌 ⊆ ℝ 

 نظـر  در ،3شـده در بخـش    في ـقاعده بـه بـه صـورت تعر    R نيهمچن
 :ميريگ يم

𝑅𝑖: 𝐼𝑓 𝑠1 𝑖𝑠 𝐿𝑖1 𝑎𝑛𝑑… 𝑎𝑛𝑑 𝐼𝑓 𝑠𝑛  𝑖𝑠 𝐿𝑖𝑛 ,𝑇ℎ𝑒𝑛 

(𝑜𝑖1 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑤𝑒𝑖𝑔𝑡ℎ 𝑤𝑖1 𝑜𝑟… 𝑜𝑟 𝑜𝑖𝑚  𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑤𝑒𝑖𝑔𝑡ℎ 𝑤𝑖𝑚) 

 :ميكن يم فيشكل تعر نيرا به ا y اكنون

)19( 𝑦 = 𝑄�(𝑠, 𝑎) = �𝜇𝑖(𝑠)𝑊𝑖𝑖+

𝑅

𝑖=1

 

 و ام iوزن مربوط به عمل انتخـاب شـده در قاعـده     +𝑊𝑖𝑖در آن  كه
𝜇𝑖(𝑠) قاعده شده نرمال آتش شدت i يورود يبه ازا ام s :است 

)20( 𝜇𝑖(𝑠) =
𝛼𝑖(𝑠)

∑ 𝛼𝑗(𝑠)𝑅
𝑗=1

 

 باشد: يم s يورود يبه ازا ام iشدت آتش قاعده  𝛼𝑖(𝑠) كه

)21( 𝛼𝑖(𝑠) = �𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)
𝑛

𝑙=1

 

𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)  تيدرجه عضـو 𝑠𝑙  در𝑙 شـده  في ـتعر تيعضـو  تـابع  نيام ـ 
 :ميدار لذا. باشد يم

)22( 𝑄�(𝑠, 𝑎) =
∑ 𝑊𝑖𝑖+ ∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝑛

𝑙=1
𝑅
𝑖=1

∑ ∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝑛
𝑙=1

𝑅
𝑖=1

 

را  1 تبصـره شـرط قسـمت (الف)   ري ـز رابطـه بـا اسـتفاده از دو    اكنون
 :ميكن يم يبررس

)23( 
��𝑝𝑖𝑏𝑖

𝑖

���𝑐𝑗
𝑗

� + ��𝑞𝑗𝑐𝑗
𝑗

� ��𝑏𝑖
𝑖

�

= ��(𝑝𝑖 + 𝑞𝑗)(𝑏𝑖𝑐𝑗)
𝑗𝑖

 

)24( ��𝑎𝑖
𝑖

���𝑏𝑗
𝑗

� = ��𝑎𝑖𝑏𝑗
𝑗𝑖

 

را در نظـر   Zقاعـده از   𝑅2بـا   𝑄�2قاعـده و   𝑅1با  𝑄�1تابع دلخواه  دو
 :ديريبگ

𝑄�1(𝑠, 𝑎) =
∑ 𝑊𝑖𝑖+ ∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝑛

𝑙=1
𝑅1
𝑖=1

∑ ∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝑛
𝑙=1

𝑅1
𝑖=1

 

𝑄�2(𝑠, 𝑎) =
∑ 𝑊𝑗𝑗+ ∏ 𝜇𝑗𝑙 (𝑠𝑙)𝑛

𝑙=1
𝑅2
𝑗=1

∑ ∏ 𝜇𝑗𝑙(𝑠𝑙)𝑛
𝑙=1

𝑅2
𝑗=1

 

 :ميدار) 23( رابطهاستفاده از  با
𝑄�1(𝑠, 𝑎) + 𝑄�2(𝑠, 𝑎)

=
∑ ∑ (𝑊𝑖𝑖+ + 𝑊𝑗𝑗+)(∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝜇𝑗𝑙 (𝑠𝑙))𝑛

𝑙=1
𝑅2
𝑗=1

𝑅1
𝑖=1

∑ ∑ (∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝜇𝑗𝑙 (𝑠𝑙))𝑛
𝑙=1

𝑅2
𝑗=1

𝑅1
𝑖=1

 

,𝑄�1(𝑠 جهينت در 𝑎) + 𝑄�2(𝑠, 𝑎) ∈ 𝑍  پـس .Z      نسـبت بـه جمـع بسـته
 است.

 :داشت ميخواه) 24( رابطهبا استفاده از  حال
𝑄�1(𝑠, 𝑎).𝑄�2(𝑠, 𝑎)

=
∑ ∑ (𝑊𝑖𝑖+ .𝑊𝑗𝑗+)(∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝜇𝑗𝑙(𝑠𝑙))𝑛

𝑙=1
𝑅2
𝑗=1

𝑅1
𝑖=1

∑ ∑ (∏ 𝜇𝑖𝑙(𝑠𝑙)𝜇𝑗𝑙(𝑠𝑙))𝑛
𝑙=1

𝑅2
𝑗=1

𝑅1
𝑖=1

 

,𝑄�1(𝑠 جهيدر نت و 𝑎).𝑄�2(𝑠, 𝑎) ∈ 𝑍 يعني Z      نسـبت بـه ضـرب بسـته
جبـر   كي ـ Zنسبت به ضرب اسكالر هم بسته است. لذا  Zاست. به وضوح 

 است.
 دي، فرض كن1 تبصرهقسمت (ب)  يبررس يبرا

𝑣 = (𝑠1, 𝑎1), ℎ = (𝑠2,𝑎2) ∈ 𝑋 

𝑣بردار دلخواه باشند كه  دو ≠ ℎ، را در  قاعـده بـا دو   يفـاز  سـتم يس
 است: ريبه شكل ز تيدو تابع عضو يكه دارا ديرينظر بگ

𝜇1𝑙 (𝑥𝑙) = exp (−
1
2

(𝑥𝑙 − 𝑣𝑙)2) 

𝜇2𝑙 (𝑥𝑙) = exp (−
1
2

(𝑥𝑙 − ℎ𝑙)2) 

 :يهايتال نيهمچن و

𝑜11 = 𝑎1 2⁄  , 𝑜12 = (𝑎2 2⁄ ) exp �
1
2
‖𝑣 − ℎ‖2� 

𝑜21 = (𝑎1 2⁄ ) exp �
1
2
‖𝑣 − ℎ‖2�  , 𝑜22 = 𝑎2 2⁄  
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 :يها وزن با
𝑊11 = 𝑊12 = 0 ,𝑊21 = 𝑊22 = 1 

اول، قاعــده دوم  سيقاعــده اول انــد ،𝑎1 يمنتخــب بــرا يهــا سيانــد كــه
 دوم سيانـد  دوم قاعـده  و دوم سيانـد  اول قاعده ،𝑎2 ياول و برا سياند

 .باشد يم
 :نديآ يم دست به ريز صورت به ها آتش شدت

𝛼1(𝑥) = �𝜇1𝑙 (𝑠𝑙)
𝑛

𝑙=1

= exp (−
1
2
‖𝑥 − 𝑣‖22) 

𝛼2(𝑥) = �𝜇2𝑙 (𝑠𝑙)
𝑛

𝑙=1

= exp (−
1
2
‖𝑥 − ℎ‖22) 

 :ميدار لذا

𝑄�(𝑠1, 𝑎1) =
exp (− 1

2 ‖𝑣 − ℎ‖22)

1 + exp (− 1
2 ‖𝑣 − ℎ‖22)

 

𝑄�(𝑠2, 𝑎2) =
1

1 + 𝑒𝑥𝑝 (− 1
2 ‖𝑣 − ℎ‖22)

 

𝑄�(𝑣) جهينت در ≠ 𝑄�(ℎ) پس .Z ينقاط رو X كنديرا جدا م. 
ــرا ــ يب ــاف  يبررس ــمت (ج) ك ــار  يقس ــا تع ــت ب ــل   فياس ــمت قب قس

𝑊𝑖𝑗 > ــرا 0 ــه  يبـ ــاjو  iهمـ ــ. در اهـ ــه ازا  نيـ ــورت بـ ــر  يصـ   ،xهـ
𝑄�(𝑥) ≠  ■   .شوديصفر نم Xاز  ينقطه ا چيه يرو Z. پس 0

 تـوان  يهر تابع دلخواه م ياست كه برا نيا شود يم جهينت 1لماز  آنچه
كـه بـا هـر     افـت ي FLSPI تمياستفاده شده در الگـور  يفاز ستمياز س يتابع

 بزند. بيتقرآن را  يدقت دلخواه

 :ميدار xو اسكالر دلخواه  π يستايا استيس يبرا  -2 مل
)25( 𝑇(𝑄 + 𝑥𝑒)(𝑠, 𝑎) = 𝑇𝑄(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑥 

)26( 𝑇𝜋(𝑄 + 𝑥𝑒)(𝑠, 𝑎) = 𝑇𝜋𝑄(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑥 

 .است هماني e آن در كه
است،  𝛾با نرخ كاهش  P8F۱Pيكاهش مساله كي مساله  نيا چون -اثبات

 ■ .شودياثبات كامل م ]11[با استناد به مرجع 

 :ميدار  π يستايا استيس يبرا  -3 لم

)27( �𝑇𝑄 − 𝑇𝑄��
∞
≤ 𝛾�𝑄 − 𝑄��

∞
 

)28( �𝑇𝜋𝑄 − 𝑇𝜋𝑄��∞ ≤ 𝛾�𝑄 − 𝑄��
∞

 

 
 

1 Discount problem 

اسـت،   𝛾با نرخ كـاهش   يمساله كاهش كيمساله   نيا چون -اثبات
 ■  .شودياثبات كامل م ]11[با استناد به مرجع 

تكـرار از   نيام ـkشـده توسـط    دي ـتول استيس 𝜋𝑘 ديكن فرض -4 لم
𝜀𝑘و  FLSPI تميالگور ≥  كهيطوردلخواه باشد به 0

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄𝜋𝑘�
∞
≤ 𝜀𝑘، 

 صورت نيا در

)29( 𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) ≤ 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) +
2𝛾𝜀𝑘
1 − 𝛾

 ,∀(𝑠, 𝑎) 

 ميكن يم فيتعر -اثبات
𝑒𝑘 = 𝑠𝑢𝑝

(𝑠,𝑎)
(𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)) 

 نيبنابرا
𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) ≤ 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝑒𝑘  ,∀𝑠, 𝑎 

𝑇𝜋𝑄𝜋چون  اما = 𝑄𝜋 ) 26و با استفاده از:( 
𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) = 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎)
≤ 𝑇𝜋𝑘+1(𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝑒𝑘)
= 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑒𝑘  

همـه   اسـت، يس بي ـتقر شيبه نمـا  ازيعدم ن ليدل به LSPIدر  يطرف از
 :ميدار kهر  يبرا. لذا ]1[عملگر صفر هستند  يخطاها

 𝑇𝜋𝑘+1𝑄
𝜋𝑘 = 𝑇𝜋𝑘𝑄

𝜋𝑘 .  
 بنابراين:

𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)
≤ 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑒𝑘
− 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)
= 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) − 𝑇𝜋𝑘+1𝑄�
𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)

+ 𝑇𝜋𝑘+1𝑄�
𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)

+ 𝛾𝑒𝑘  

 :نوشت توان يم) 28( از استفاده با جهينت در
𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) − 𝑇𝜋𝑘+1𝑄�
𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝑇𝜋𝑘+1𝑄�

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)
− 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑒𝑘
≤ 𝛾�𝑄�𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)�
+ 𝛾�𝑄�𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)� + 𝛾𝑒𝑘
≤ 2𝛾𝜀𝑘 + 𝛾𝑒𝑘  

 :ميدار لذا
𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑎)

(𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) − 𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎)) ≤ 2𝛾𝜀 + 𝛾𝑒𝑘  

⇒ 𝑒𝑘 ≤ 2𝛾𝜀𝑘 + 𝛾𝑒𝑘 

⇒ 𝑒𝑘 ≤
2𝛾
1−𝛾

𝜀𝑘.  ■ 

تكـرار   نيام ـ kشـده توسـط    دي ـتول اسـت يس 𝝅𝒌 دي ـكن فرض -5 لم
𝜺𝒌و  FLSPI تميالگور ≥    كهيطوربه دلخواه باشد 𝟎

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄𝜋𝑘�
∞
≤ 𝜀𝑘  
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   ديفرض كن نيهمچن و
𝑓𝑘 = 𝑠𝑢𝑝

(𝑠,𝑎)
(𝑸𝝅𝒌(𝑠, 𝑎) − 𝑸∗(𝒔,𝒂)) 

 :داشت ميخواه صورت نيا در
)30( 𝑓𝑘+1 ≤ 𝛾𝑓𝑘 + 𝛾𝑒𝑘 + 2𝛾𝜀𝑘 

 ميدار فرض به توجه با -اثبات
𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) ≤ 𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝑓𝑘 ,    ∀(𝑠, 𝑎) 

 ني) و ا25( از استفاده با پس ،]11[است  ينزول ريغ يعملگر T اما
∗𝑇𝑄كه  = 𝑄∗ : 

𝑇𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) ≤ 𝑇(𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝑓𝑘) = 𝑇𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑓𝑘
= 𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑓𝑘  

ــ از ــر  يطرفـــــ 𝑎|اگـــــ − 𝑏| < 𝜀،  ــاه 𝑎آنگـــــ < 𝑏 + 𝜀  و
𝑏 < 𝑎 + 𝜀 .25( و هيقض فرض در مطلب نيا از استفاده با:( 

𝑇𝜋𝑘+1𝑄
𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) ≤ 𝑇𝜋𝑘+1�𝑄�

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝜀𝑘�
= 𝑇𝜋𝑘+1𝑄�

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝜀𝑘
= 𝑇𝑄�𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝜀𝑘
≤ 𝑇(𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝜀𝑘) + 𝛾𝜀𝑘
= 𝑇𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝜀𝑘 + 𝛾𝜀𝑘
≤ 𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑓𝑘 + 2𝛾𝜀𝑘  

 نيبنابرا
𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) = 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎)
≤ 𝑇𝜋𝑘+1(𝑄𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝑒𝑘)
= 𝑇𝜋𝑘+1𝑄

𝜋𝑘(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑒𝑘
≤ 𝑄∗(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑓𝑘 + 2𝛾𝜀𝑘 + 𝛾𝑒𝑘  

⇒ 𝑄𝜋𝑘+1(𝑠, 𝑎) − 𝑄∗(𝑠, 𝑎)
≤ 𝛾𝑓𝑘 + 𝛾𝑒𝑘 + 2𝛾𝜀𝑘,∀(𝑠, 𝑎) 

⇒ 𝑓𝑘+1 ≤ 𝛾𝑓𝑘 + 𝛾𝑒𝑘 + 2𝛾𝜀𝑘.  ■ 

,𝜋1 ديكن فرض -1 هيقض … ,𝜋𝑘  دي ـتول يهـا  اسـت ياز س يدنبالـه ا 
 صورت: نيباشد، در ا FLSPIشده توسط 

)31( 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄∗�
∞
≤

1 + 𝛾2

(1 − 𝛾)2
𝜀 

𝜀در آن  كه = 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝𝜀𝑘
𝑘→∞

. 

 ميدار 4 لم از استفاده با -اثبات
𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑓𝑘 ≤ 𝛾𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑓𝑘 + 𝛾𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑒𝑘 + 2𝛾𝜀 

 :ميدار 3 لم از استفاده با اكنون

𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑒𝑘 ≤
2𝛾

1 − 𝛾
𝜀 

 نيبنابرا

(1 − 𝛾)𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑓𝑘 ≤ 𝛾
2𝛾

1 − 𝛾
𝜀 + 2𝛾𝜀 =

2𝛾
1 − 𝛾

𝜀 

⇒ 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

𝑓𝑘 ≤
2𝛾

(1 − 𝛾)2
𝜀 

𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

‖𝑄𝜋𝑘 − 𝑄∗‖∞ ≤
2𝛾

(1 − 𝛾)2
𝜀 

 يطرف از
�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄∗�

∞
= �𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄𝜋𝑘 + 𝑄𝜋𝑘 − 𝑄∗�

∞
≤ �𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄𝜋𝑘�

∞
+ ‖𝑄𝜋𝑘 − 𝑄∗‖∞ 

⇒ 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄∗�
∞

≤ 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄𝜋𝑘�
∞

+ 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

‖𝑄𝜋𝑘 − 𝑄∗‖∞

≤ 𝜀 +
2𝛾

(1 − 𝛾)2
𝜀 

⇒ 𝒍𝒊𝒎𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

�𝑄�𝜋𝑘 − 𝑄∗�
∞
≤ 1+𝛾2

(1−𝛾)2
𝜀. ■  

قـرار گرفتـه اسـت.     ليبخش مورد تحل نيطور خلاصه دو مهم در ا به
شـده   فياست كه مجموعه توابع تعر نيا شود يحاصل م 1آنچه كه از لم 

دلخواه را  وستهيهر تابع پ بيقدرت تقر ،FLSPI تميالگور يفاز ستميدر س
عمـل را بـا    -هر تابع ارزش حالـت  تواند يم FLSPIتر،  روشن انيدارند. به ب

آمـده   5تـا   1 يهـا  بزند. در ادامـه، آنچـه كـه در لـم     بيدقت  دلخواه، تقر
. باشـد  يم ـ 1 هياست، در جهت آماده كردن مقدمات مربوط به اثبـات قض ـ 

عمـل،  -تـابع ارزش حالـت   نياختلاف  تخم يبرا ييكران خطا ه،يقض نيا
كـران   ني ـ. ااسـت  نمـوده  في ـتعر نـه، يعمل به-نسبت به تابع ارزش حالت

عمـل  -تـابع ارزش حالـت   نيامk نيدقت تخم يعني ،𝜀𝑘حد دنباله  بهخطا، 
حـد   ني ـشدن ا كيوابسته است. با نزد FLSPI تميشده توسط الگور ديتول

تـابع ارزش   نيشده و تخم ـ كيبه صفر نزد زيمزبور ن يبه صفر، كران خطا
تـابع ارزش   نـه يبـه مقـدار به   تم،يالگـور  نيشده توسط ا ديعمل تول-حالت
 . شود يم كيعمل نزد-حالت
 

5- 4Bسازي شبيه 
 در را روش ني ـا ،FLSPI روش ييكـارا  شينمـا  يبخش، بـرا  نيا در

 هـر  از شـروع  با قايق هدايت هدف، .ميا كرده يساز ادهيپ ]2[ قيقا مساله

 بـه  قـوي  خطـي  غيـر  آب جريـان  با اي رودخانه چپ سمت در موقعيت

 yو   xپيوسـته  حالت متغير دو داراي مسأله اين. است راست سمت اسكله
 در اسـكله  مركـز  . اسـت  200 تـا  0 دامنـه  در) قـايق  دماغـه  (مختصـات 

 يفضـا  .باشـد  يم ـ 5 بـا  برابـر  آن عـرض  و دارد قرار) 100،200( موقعيت
اسـت. هـدف    ينسـبت بـه محـور افق ـ    قيسكان قا يايمساله، زوا نيعمل ا

 مناسـب ) عمل( هيگرفتن زاو اديمساله،  نيدر ا يتيتقو يريادگياستفاده از 
 آن بــه مربــوط آب اني ـجر بــا رودخانـه  در قيقــا تي ـ(موقع حالــت هـر  در

 .باشد يم(پاداش)  يتيتقو گناليس از استفاده با)، تيموقع
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 نظـر  در y و x ورودي يرهايمتغ بندي تقسيم براي فازي مجموعه پنج
 كنترلگـر  خروجـي . داشـت  خواهيم فازي قاعده 25 لذا.  است شده گرفته
 زاويـه ( عمـل  دوازده قاعـده  هـر  تـالي  يبـرا . باشـد  يم ـ قايق حركت زاويه

 A :اســـــــت گرديـــــــده لحـــــــاظ گسســـــــته) حركـــــــت

= {−100,− 90,− 75,− 60,− 45,− 35,−15,0,15,45,75,90} 
 نظـر  در متفـاوتي  گسسـته  يهـا  عمـل  مجموعه قاعده هر براي توان يم البته

(  وزن اوليه مقادير همچنين. شوند يم فرض يكسان اينجا در ليكن گرفت،
w (بـا  گـر  كنتـرل . اسـت  شـده  لحـاظ  صـفر  برابـر  و يكسـان  ها عمل براي 

 از هـدف . كنـد  يم توليد را پيوسته خروجي گسسته، يها عمل اين تركيب
 .است قواعد تالي براي مناسب عمل كردن پيدا يريادگي

 هـر . اسـت  اجـرا  100 از شده انجام ارزيابي متوسط آزمايش هر نتايج
 ،يريادگي ـ بخـش  بـراي . باشـد  يم آزمون و يريادگي بخش دو شامل اجرا
 نقطـه  5000 شامل دسته هر. شود يم توليد تصادفي موقعيت دسته 100 ابتدا

 تعـداد  اگـر . باشد يم) x=10,y=random( قايق حركت شروع تصادفي
 طـرف  بـه  رسـيدن  و آغـاز  نقطـه  از شروع رويداد يك از منظور( زودهاياپ

 بـه  قايق كه متوالي دفعات تعداد يا شود بيشتر 5000 از) است ساحل ديگر
. ابـد ي يم ـ پايان يريادگي بخش برسد 40 به است رسيده شكست غير ناحيه

 پخـش  y و x=10 بـا  نقطـه  40 از شـروع  با رويداد 40 شامل آزمونبخش 
 .است 200 تا 0 رنج در مساوي فواصل با شده

  بـا  1 ولدر جـد  تميالگـور  ني ـا يمجـزا  ياجـرا  100از  حاصل جينتا 
 ني ـا درشـده اسـت.    سـه يمقا ]FSL ]8و  FQL يها روش يها جهينت نيبهتر

 اري ـانحـراف مع  ، (Avg. LDI)يريادگي ـدر  زودي ـاپتعداد  متوسطجدول، 
 .Avg) شيآزمـا فاصـله در   نيانگيم ، (std. LDI) يريادگيدر  هازودياپ

DEI) ، نرخ شكستP9F

۱
P  زمان اجـرا   نيانگيم نيو همچن شيآزمادر(Avg. 

time)  .شيآزمـا  ني ـاسـتفاده در ا  مـورد  يوتريكـامپ  سـتم يس آمده اسـت 
حافظـه   تي ـگابايگ 8و  intel core i7 (2.20GH)پردازشـگر   يدارا

 .  باشد يم
 يبهتـر  اريبس ـ جهينت FLSPIشود، يممشاهده  1كه در جدول  همانطور

 و FQL بـه  نسبت بيترت به FLSPIمثال،  يدارد. برا FSLو  FQLنسبت به 
FSL، آموزش زمان نظر از (LDI)، 2 يريادگي ـ تي ـفينظرك از برابر، 8/2 و 

(DEI)، 8/2 بهتـر  برابـر  4/2 و 7/5 شكسـت،  نـرخ  لحـاظ  از و برابر  5/1 و 
 بـه  نسـبت  FLSPI كـه  شـود  يم مشاهده زين اجرا زمان لحاظ از .است شده

FQL  وFSL است ترعيسر برابر 9/2 و 8/5 بيبه ترت. 

 

 

 

 
 

1 Failure Rate 

 سازي شبيه نتايج مقايسه:  1جدول

Avg. 
Time 
(Sec) 

Failure 
Rate 

Std. 
(LDI) 

Avg. 
LDI 

Avg. 
DEI Method Initial parameters  

83.81 6.7 1084 733 8.69 FQL 𝛅 = 𝟎.𝟎𝟏 
𝛂 = 𝟎.𝟎𝟏 

41.97 2.825 1065 1010 4.45 FSL 𝛅 = 𝟏 
𝛂 = 𝟎.𝟏 

14.45 1.17 76.04 360.9 3.06 FLSPI 

آمده است.  2و  1ي ها شكلدر   FSLو  FLSPIهيستوگرام يادگيري 
اجراي متمايز، هيچ  100، به ازاي FLSPIدر  شود يمهمانطور كه ديده 

مورد واگرايي وجود ندارد. و در همه اجراها، يادگيري  با تعداد اپيزود 
 صورت گرفته است. 670كمتر از 

هاي قاعده اول در اپيزودهاي متوالي، از اين  تغييرات وزن 3در شكل 
 شود يمنشان داده شده است. همانطور كه ديده   FLSPIپياده سازي براي 

 توان يمتكرار بسيار كم شده است و  300بعد از حدود  ها وزنتغييرات 
 ها وزن لذا. هستند تغيير بدون تقريبا تكرار 1000 حدود از بعد كه گفت

 . شوند مي همگرا سريع خيلي  FLSPI  در

 آزمايشي داده 40 روي FLSPI الگوريتم آزمايش نتيجه نمونه، براي
 صورت به يادگيري شود مي ملاحظه كه همانطور. است آمده 4 شكل در

 به فضا نقاط همه ازاي به يادگيري واقع در. است افتاده اتفاق مطلوبي
 .باشد مي كامل صورت

 
 FLSPI: هيستوگرام يادگيري براي 1شكل 
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 FSL براي يادگيري هيستوگرام: 2 شكل

 
 FLSPIهاي قاعده اول  : تغييرات وزن3شكل 

 
 تست هاي پس از آموزش، روي داده FLSPI: نتيجه الگوريتم 4شكل 

 

5- 5B6-گيري نتيجه  
 از اسـتفاده  بـا  فـازي  تقـويتي  يادگيري جديد روش يك مقاله اين در

LSPI شـده  ارائـه  الگـوريتم . شـد  ارائه FLSPI  تعريـف  نحـوه . شـد  ناميـده 
 شـرح  FLSPI در وزن پارامترهـاي  رسـاني  بروز و عمل، -ارزش پايه توابع
 .شد داده

 در شـده  بيـان  قضـاياي  بـه  مربـوط  شـرايط  FLSPI كه شد اثبات ابتدا
LSPI براي قضايا آن نتايج لذا و نموده آورده بر  را FSLPI اسـت  صادق .

 مقـدار  بـا  شـده  زده تقريـب  عمل ارزش تابع خطاي كه شد اثبات همچنين
 بدسـت  مقالـه  اين در كه است كراني مقدار از كمتر و بوده محدود واقعي
 شـده  شـناخته  مسـاله  در آن عملكـرد  ،FLSPI ارزيـابي  جهت. است آمده
 FSL و FQL هـاي  نـام  به تنها-نقاد فازي تقويتي يادگيري روش دو با قايق

 نـرخ  به آن وابستگي عدم شده، ارائه روش هاي مزيت ديگر از. شد مقايسه
 قابـل  هـاي  ويژگـي  از واگرايـي،  وجـود  عـدم  همچنـين . باشد مي يادگيري

 در هـا  وزن همگرايي  كه داد نشان سازي شبيه نتايج.باشد مي FLSPI توجه
 اجـراي  زمـان   كـه  ايـن  ضـمن  در. افتد مي اتفاق سريع خييلي الگوريتم اين
 بلادرنـگ  هـاي  الگـوريتم  بـه  نيـاز  كـه  مسـائلي  بـراي  را آن الگوريتم، اين

 .كند مي مناسب دارند،
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