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 (13/3/1331، تاریخ پذیرش مقاله 13/2/1332)تاریخ دریافت مقاله 

ی غیرخطی مقید برای سیستم تعلیق فعال خودرو با در نظر گرفتن محدودیت دینامیک عملگر هیدرولیكی یک قانون کنترل بهینه در این مقاله،: چکیده

در نیروهای فنر، میرایی و عملگر هیدرولیكی در نظر گرفته شده  شود. در استخراج این قانون کنترلی جدید، اثرات غیرخطیبه صورت تحلیلی توسعه داده می

 ورودی کنترلی سیستم، جابجایی قرقره شیر هیدرولیک است که درعمل محدود بوده و باید قید آن در استخراج قانون کنترلی لحاظ شود. در روش است.

ی سیستم شدهبینی های پیشداری از پاسخبین و با تشكیل شاخص عملكردی که ترکیب وزنی پیشی کنترلی مذکور با استفاده از ایدهپیشنهادی، ابتدا مسئله

تاکر بصورت  -ی کنشود. سپس این مسئله بهینه سازی با استفاده از قضیهسازی غیرخطی مقید تبدیل میغیرخطی و ورودی کنترلی است به یک مسئله بهینه

باشد. سازی راحت میای حل و پیادهآید. قانون بدست آمده به شكل بسته بوده و بری مقید برای سیستم تعلیق بدست میتحلیلی حل شده و قانون کنترل بهینه

گیرد. نتایج ی پیشنهادی با استفاده از شبیه سازی مدل خودرو روی یک جاده با ورودی تصادفی مورد ارزیابی قرار میدر نهایت، عملكرد کنترل کننده

های سیستم تعلیق اعم باشد. ضمن اینكه دیگر پاسخمی دهنده کاهش چشمگیر شتاب بدنه و بهبود راحتی سفر با استفاده از ورودی کنترلی محدود شدهنشان

 باشند.از جابجایی تعلیق و جابجائی تایر نیز در وضعیت مناسبی می

 .سیستم تعلیق فعال، کنترل بهینه مقید، دینامیک غیرخطی، عملگر هیدرولیكیکلمات کلیدی: 

Analytical Design of Constrained Nonlinear Optimal Controller for 

Vehicle Active Suspension System considering the Limitation of Hydraulic 

Actuator  

Bahman Abdi, Medi Mirzaei, Sadra Rafatnia, Ahmad Akbari Alvanagh 

 

Abstract: In this paper, a constrained nonlinear optimal control law is analytically developed 

for vehicle active suspension system considering the limitation of hydraulic actuator. In the design 

of the controller, the nonlinear characteristics of spring and damper forces and hydraulic actuator 

are considered. The control input is the displacement of the hydraulic valve spool which is bounded 

in practice and its constraint should be considered in the design process. In the proposed method, 

the control problem is firstly transformed to a constrained nonlinear optimization problem by 

performing a performance index defined as a weighted combination of predicted responses of 

nonlinear suspension system and control input. Then, this equivalent constrained optimization 

problem is solved using Kuhn-Tucker theorem to find the constrained optimal control law. The 

derived control law is in the closed form which is easy to solve and implementation. The controller 

performance is evaluated through computer simulation of the vehicle suspension model excited by a 

random road input. The obtained result indicate a remarkable decrease of the body acceleration 
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which leads to the ride comfort. Meanwhile, other suspension responses including suspension and 

tire deflections are in suitable ranges.   

 

Keywords: active suspension system, constrained optimal control, nonlinear control, hydraulic 

actuator. 

 مقدمه -1

اهداف اصلی سیستم تعلیق خودرو، جداسازی بدنه خودرو و 

باشد. مسافران از اغتشاشات جاده همزمان با حفظ تماس تایرها با جاده می

جابجایی تعلیق نیز باید در حد مطلوب و در فضای کاری سیستم قرار 

ی معمولی بطور همزمان توانند در خودروهاگیرد. این اهداف متضاد نمی

ارضاء شوند و طراحی یک سیستم تعلیق مناسب مستلزم ایجاد مصالحه 

. یک روش مناسب برای رسیدن به اهداف [1]باشد بین اهداف متضاد می

تعلیق  های ورودی جاده استفاده از سیستمبالا در دامنه وسیعی از فرکانس

ایجاد نیروی خارجی فعال است. در سیستم تعلیق فعال یک عملگر برای 

های . یک نوع از سیستم[5]گیرد مابین جرم معلق و غیر معلق قرار می

های های تعلیق خودرو از محرکفعال جهت استفاده در سیستم

ها، نیرو به وسیله یک عملگر کند. در این سیستمهیدرولیكی استفاده می

. در اکثر [3, 3]شود هیدرولیكی به همراه یک شیر چهارراهه ایجاد می

تعلیق فعال با استفاده از  ی سیستمهای گذشته کنترل کنندهپژوهش

ها کنترل اند. در میان آنهای کنترل خطی طراحی و تحلیل شدهتئوری

پذیری استفاده شده بین خطی برای بهبود راحتی سفر و فرمانبهینه پیش

 در ∞𝐻 های پسخورد حالتکننده. در کارهای دیگر کنترل[1, 2]است 

 . [8, 7]اند های ماتریسی خطی طراحی شدهقالب نامعادله

باید توجه کرد که در یک سیستم تعلیق واقعی، مشخصات نیروهای 

. دینامیک یک شیر هیدرولیكی نیز [3]باشندفنر و میراکننده غیرخطی می

-. از این رو در برخی تحقیقات برای سیستم[3, 3]کاملا غیرخطی است 

اند. در ال، قوانین کنترلی غیر خطی مورد استفاده قرار گرفتههای تعلیق فع

تعلیق فعال  کنترل کننده غیرخطی با رویكرد تطبیقی برای سیستم [11]

سازی کننده با روش خطیطراحی کنترل [11]استفاده شده است. در 

چند خروجی جهت ردیابی و  –های چند ورودی پسخورد برای سیستم

ی مد کنندهکنترل [3]جاده استفاده شده است. در جدا کردن اغتشاشات 

گیر برای سیستم تعلیق فعال با در نظر لغزشی با استفاده از یک انتگرال

کننده مدلغزشی کنترل [3]گرفتن دینامیک عملگر طراحی شده است. در 

با پسخورد خروجی برای سیستم تعلیق فعال بهمراه دینامیک عملگر 

مهم غیرخطی دیگری نیز برای سیستم تعلیق  هایطراحی شده است. روش

سازی پسخورد با شبكه عصبی توان به خطیاند که میفعال استفاده شده

لغزشی فازی -و کنترل مد  [13]، کنترل امپدانس [15]پیشـخورد چند لایه 

اولا   های غیرخطی اشاره شده در بالا،اشاره کرد. در همه روش [13]

های سیستم تعلیق و های غیرخطی بطور همزمان در المانمشخصه

سازی به عنوان دینامیک عملگر در نظر گرفته نشده است و ثانیا بهینه

 [12]روش اصلی برای پیدا کردن قانون کنترلی استفاده نشده است. در 

فعال و با بكارگیری اصل  -مسئله کنترل بهینه برای سیستم تعلیق نیمه

قل پونتریاگین و با حل عددی توسعه داده شده است. در حالت کلی حدا

های غیرخطی های کلاسیک کنترل بهینه برای سیستمبكارگیری تئوری

باشد که پیدا کردن حل نیازمند حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی می

باشد. بعلاوه تحلیلی برای این مسائل ناممكن و یا بسیار مشكل می

سازی دینامیكی در محاسباتی عددی نیازمند بهینه هایبكارگیری روش

کند ها را از نظر زمانی مشكل میهر لحظه بوده که حل و پیاده سازی آن

های تقریبی باید برای حل مسئله بكار . بنابراین بعضی از روش[11-13]

ای برای تقریب ورودی برده شوند. در این راستا استفاده از توابع تكه

روش تقریبی توابع  [51]. در [51]تفاده قرار گرفته است کنترلی مورد اس

یک  [55]هیبرید برای حل مسائل کنترل بهینه مقید پیشنهاد شد. در 

ی بهینه غیرخطی بصورت تحلیلی  برای یک سیستم تعلیق کنندهکنترل

فعال اما در حالت نامقید و بدون در نظرگرفتن دینامیک عملگر ارائه شده 

بین پاسخهای دینامیک غیرخطی سیستم اساس پیشاست. این روش بر

تعلیق با المانهای غیرخطی توسعه داده شده است و قانون کنترل بهینه به 

های آن شكل تحلیلی بدون در نظر گرفتن دینامیک عملگر و محدودیت

یک کنترل کننده مقاوم و تطبیقی مقید برای  [53]ارائه شده است. در 

ع شدن عملگر و قیدهای عملكرد سیستم دادن به مشكلات اشباپوشش

 تعلیق بدون درنظرگرفتن دینامیک عملگر توسعه داده شده است. 

هدف اصلی از طراحی یک سیستم تعلیق فعال با عملگر هیدرولیكی، 

یافتن قانون کنترلی برای محاسبه مقدار مناسب جابجایی قرقره شیر 

مقدار ضمن بهینه باشد که این هیدرولیک به عنوان ورودی کنترلی می

بودن باید بتواند بین اهداف متضاد نیز مصالحه ایجاد نماید. اما ذکر این 

مسئله نیز لازم است که در عمل جابجایی قرقره شیر هیدرولیكی محدود 

باشد و بنابراین ورودی کنترلی باید مقید گردد. در این پژوهش، یک می

بین برای دینامیک پیش روش تحلیلی جدید براساس کنترل بهینه مبتنی بر

شود. روش غیرخطی سیستم تعلیق فعال با قید روی ورودی ارائه می

شود: تعریف شاخص عملكرد در بازه پیشنهادی در سه مرحله خلاصه می

های سیستم با استفاده از بسط سری تیلور بینی حالتبینی، پیشزمانی پیش

ی اینجا مسئله سازی با یک روش بهینه مقید و تحلیلی. درو بهینه

تاکر بصورت تحلیلی حل  -سازی معادل با استفاده از تئوری کنبهینه

کننده شده و قانون کنترلی بهینه مقید غیرخطی بدست خواهد آمد. کنترل

باشد. سازی و حل مناسب میپیشنهادی به شكل بسته بوده و برای پیاده

داول دارای بین غیرخطی متهای کنترل پیشاین در حالی است که روش

های مكانیكی که دینامیک سریع زمان حل طولانی بوده و برای سیستم

باشند. در انتهای مقاله، کارآیی و عملكرد کنترل دارند مناسب نمی
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های کامپیوتری در روی یک سازیی پیشنهادی با استفاده از شبیهکننده

حالت  جاده با ورودی تصادفی بررسی شده و نتایج بدست آمده با نتایج

گیرد و نتایج های عملگر را در نظر نمیکنترل بهینه نامقید که محدودیت

ارائه شده مقایسه خواهند شد.  [55]آن قبلا توسط نویسندگان در مرجع 

های متداول بكار رفته در کارهای قبلی که از همچنین یكی از استراتژی

نموده  روش کنترل مد لغزشی برای طراحی سیستم تعلیق فعال استفاده

سازی شده و نتایج حاصل با روش پیشنهادی در این مقاله است پیاده

 گردد.مقایسه می

های بعد ابتدا به مدلسازی دینامیكی سیستم با در نظر گرفتن در بخش

دینامیک عملگر خواهیم پرداخت. سپس روش کنترلی تشریح شده و 

نتایج حاصل مورد شود. در ادامه شبیه سازی و قانون کنترلی استخراج می

 بحث و بررسی قرار خواهند گرفت.
 

 مدلسازی سیستم تعلیق -2

اولین گام در فرآیند طراحی یک سیستم کنترلی، مدلسازی 

کننده رفتار سیستم و در دینامیكی آن است. مدل دینامیكی، توصیف

های اساسی سیستم واقعی است. در این پژوهش، با توجه برگیرنده ویژگی

هدف طراحی، راحتی سرنشین و ایمنی سفر با استفاده از نیروی به اینكه 

باشد، مدل یک چهارم غیرخطی با دو درجه آزادی عملگر محدود می

شود، بطوریكه عملگر برای سیستم تعلیق خودرو در نظر گرفته می

شود. هیدرولیكی به موازات عناصر تعلیق غیرفعال به سیستم افزوده می

فعال را دو بخش شامل دینامیک سیستم تعلیق و دینامیک سیستم تعلیق 

 کنیم.دینامیک عملگر بصورت زیر بررسی می

 دینامیک سیستم تعلیق -5-1

در این قسمت، معادلات حرکت برای مدل یک چهارم غیرخطی 

شود. در این مدل فنر و میراگر بصورت غیرخطی و سیستم تعلیق نوشته می

دیاگرام آزاد  1ند. در شكل امبتنی بر رفتار واقعی در نظر گرفته شده

سیستم تعلیق فعال با دو درجه آزادی نمایش داده شده است. با توجه به 

 این شكل و استفاده از قانون دوم نیوتن برای جرم معلق و غیر معلق داریم:

𝑚𝑠 �̈�𝑠 = − 𝑓𝑠 − 𝑓𝑑 + 𝐹𝑎 (1) 

𝑚𝑢𝑠�̈�𝑢𝑠 =  𝑓𝑠 + 𝑓𝑑 − 𝑓𝑠𝑡 − 𝑓𝑑𝑡 − 𝐹𝑎 (5) 

جابجایی 𝑥𝑠 جرم غیرمعلق،  𝑚𝑢𝑠، جرم معلق 𝑚𝑠 در روابط فوق،

نیروی 𝑓𝑑 نیروی فنر،  𝑓𝑠جابجایی جرم غیر معلق،  𝑥𝑢𝑠جرم معلق، 

 𝐹𝑎به ترتیب نیروهای فنر و میرایی تایر و در نهایت  𝑓𝑑𝑡 و 𝑓𝑠𝑡میراگر، 

 نیروی خارجی ایجاد شده توسط عملگر هیدرولیكی می باشد.

 

 
 چهارم و دیاگرام آزاد سیستم تعلیق فعالمدل یک : 1 شكل

نحوه مدلسازی فنر و میراگر در تحلیل و طراحی سیستم تعلیق بسیار 

های معلق و مهم است. در مدل خطی، نیروهای فنر و میراگر مابین جرم

غیرمعلق به ترتیب بصورت توابع خطی از جابجایی و سرعت تعلیق در نظر 

در حالت واقعی  𝑓𝑑و میراگر  𝑓𝑠ای فنر شوند، در حالیكه نیروهگرفته می

دهد که این نیروها باشند. نتایج تجربی نشان میدارای رفتار غیرخطی می

شوند، بطوریكه نیروی فنر بصورت ای بیان میبه صورت توابع چند جمله

 ای مرتبه سوم از جابجایی تعلیق و نیروهای میراگر نیز یک یک چندجمله

از سرعت نسبی بین جرم معلق و غیرمعلق در نظر  ای درجه دومچندجمله

 :[3]شوند گرفته می

𝑓𝑠 =  𝑘1∆𝑥 + 𝑘2∆𝑥2 + 𝑘3 ∆𝑥3 (3) 

𝑓𝑑 =  𝑐1∆�̇� + 𝑐2∆�̇�2 (3) 

 باشند. به ترتیب جابجایی و سرعت جرم معلق می ẋ∆و  x∆در رابطه فوق 

 نیروهای فنر و میرایی تایر نیز بصورت زیر فرض می شوند:

𝑓𝑠𝑡 =  𝑘𝑢𝑠(𝑥𝑢𝑠 − 𝑥𝑟  )   (2) 

𝑓𝑑𝑡 =  𝑐𝑢𝑠(�̇�𝑢𝑠 −  �̇�𝑟  ) (1) 

 𝑥𝑟بترتیب ضریب فنر و میرایی دمپر تایر و  𝑐𝑢𝑠و  𝑘𝑢𝑠در روابط فوق 

 شود.باشند که بصورت اغتشاش به سیستم اعمال میورودی جاده می

(، معادلات فضای حالت 5( و )1با توجه به معادلات غیر خطی )

 حرکت سیستم تعلیق بصورت زیر بدست خواهد آمد: مربوط به

�̇�1 = 𝑥2 − 𝑥4 (7) 

�̇�2 = 𝑓1 + 𝐹𝑎/𝑚𝑠 (8) 

�̇�3 = 𝑥4 − �̇�𝑟 (3) 

�̇�4 = 𝑓2 − 𝐹𝑎/𝑚𝑢𝑠 (11) 

𝑥1،که  = 𝑥𝑠 − 𝑥𝑢𝑠 𝑥2 = �̇�𝑠 ،𝑥3 = 𝑥𝑢𝑠 − 𝑥𝑟 و 𝑥4 = �̇�𝑢𝑠  متغیرهای

سرعت مطلق  𝑥2جابجایی تعلیق،  𝑥1حالت سیستم بوده و با این انتخاب 
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باشد. سرعت مطلق جرم غیر معلق می 𝑥4جابجایی تایر و  𝑥3جرم معلق، 

ای از معادلات حالت، همه نیروهای یابی به شكل سادهبرای دست

 اند:جمع شده 𝑓2و  𝑓1الاستیک و میرایی در 

𝑓1 = (−
1

𝑚𝑠

) [𝑓𝑠 + 𝑓𝑑] (11) 

𝑓2 = (
1

𝑚𝑢𝑠

) [𝑓𝑠 + 𝑓𝑑 − 𝑓𝑠𝑡 − 𝑓𝑑𝑡] (15) 

 عملگردینامیک  -5-5

بوسیله یک عملگر هیدرولیكی  𝐹𝑎در این پژوهش، نیروی فعال 

شود. این عملگر های معلق و و غیرمعلق تولید میجاسازی شده مابین جرم

گیرد. عملگر بصورت موازی با فنر و دمپر در محل فوق قرار می

باشد و دینامیک هیدرولیكی شامل یک شیر هیدرولیكی چهار راهه می

تولید شده توسط عملگر با  𝐹𝑎یر خطی است. نیروی فعال آن به شدت غ

 گردد:استفاده از رابطه زیر بیان می

𝐹𝑎 = 𝐴𝑃𝐿  (13) 

-اختلاف فشار در دو طرف پیستون می 𝑃𝐿سطح مقطع پیستون و  𝐴که 

 :[3]گردد بصورت زیر بیان می 𝑃𝐿باشد. نسبت تغییرات 

𝑉𝑡

4𝛽𝑒

�̇�𝐿 = 𝑄𝐿 − 𝐶𝑡𝑃𝐿 − 𝐴(�̇�𝑠 − �̇�𝑢𝑠) (13) 

 𝐶𝑡ضریب بالک مؤثر،   𝛽𝑒حجم کل سیلندر عملگر، 𝑉𝑡در معادله فوق، 

باشد. شدت دبی جریان هیدرولیک می𝑄𝑙 ضریب نشت کل پیستون و 

 گردد:جریان هیدرولیک عبوری از شیر چهارراهه با رابطه زیر بیان می

𝑄𝐿

= 𝐶𝑑𝜔𝑥𝑣𝑠𝑔𝑛(𝑃𝑠

− 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣))√
1

𝜌
|𝑃𝑠 − 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)| 

(12) 

 𝜔ضریب تخلیه،   𝐶𝑑جابجایی قرقره شیر هیدرولیک،  𝑥𝑣در رابطه فوق 

 باشد.چگالی روغن هیدرولیک می 𝜌شیب سطح قرقره شیر و 

 توانند به شكل زیر نوشته شوند:می (12) ( و13معادلات )

�̇�𝐿

= −𝛽𝑃𝐿 − 𝛼𝐴(�̇�𝑠 − �̇�𝑢𝑠)

+ 𝛾𝑥𝑣𝑠𝑔𝑛(𝑃𝑠

− 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣))√|𝑃𝑠 − 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)| 

(11) 

 گردند:بصورت زیر بیان می γو  α ،βکه در معادله فوق 

α =
4𝛽𝑒

𝑉𝑡

 β = α𝐶𝑡 γ = α𝐶𝑑𝜔√
1

𝜌
 

در این مقاله، جابجایی قرقره شیر هیدرولیک بعنوان ورودی کنترلی 

𝑢)شود در نظر گرفته می = 𝑥𝑣). 

حالت ( با سایر معادلات سیستم تعلیق، معادلات 11با ترکیب معادله )

 شوند:سیستم بشكل زیر خلاصه می

�̇�1 = 𝑥2 − 𝑥4 (17) 

�̇�2 = 𝑓1 + 𝐴𝑥5/𝑚𝑠 (18) 

�̇�3 = 𝑥4 − �̇�𝑟 (13) 

�̇�4 = 𝑓2 − 𝐴𝑥5/𝑚𝑢𝑠 (51) 

�̇�5 = 𝑓3 + 𝛾𝑤𝑎𝑢 (51) 

نیز بترتیب اختلاف فشار و جابجایی  𝑢و  𝑥5که در این معادلات 

𝑓3باشند. همچنین قرقره شیر می = −𝛽𝑥5 − 𝛼𝐴(𝑥2 − 𝑥4)  و𝑤𝑎 =

𝑠𝑔𝑛(𝑃𝑠 − 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣))√|𝑃𝑠 − 𝑃𝐿𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)| باشند. در حالت کلی می

متغیرهای حالت سیستم با در نظر گرفتن این متغیر حالت جدید به همراه 

 متغیرهای حالت سیستم تعلیق به شكل زیر خواهند شد:

𝑋 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5]𝑇

= [𝑥𝑠 − 𝑥𝑢𝑠 �̇�𝑠 𝑥𝑢𝑠 − 𝑥𝑟 �̇�𝑢𝑠 𝑃𝐿]𝑇 
(55) 

 

 کنندهطراحي کنترل -3

، �̇�2هدف اصلی از کنترل سیستم تعلیق خودرو کاهش شتاب بدنه 

ای با استفاده تحت اغتشاشات جاده 𝑥3و جابجایی تایر  𝑥1جابجایی تعلیق 

باشد. برای دستیابی به این اهداف از رویكرد از نیروی عملگر محدود می

خواهد شد. البته لازم  بهینه مقید برای محاسبه ورودی کنترلی استفاده

بذکر است که با استفاده از ورودی کنترلی محدود حذف کامل و صفر 

پذیر ای امكانهای سیستم در حضور اغتشاشات جادهکردن همه خروجی

توان ما بین باشد، هرچندکه با بكارگیری قانون کنترلی قابل تنظیم مینمی

 های متضاد مصالحه ایجاد نمود.خروجی

 قانون کنترلیتوسعه  -3-1

های مطلوب سیستم تعلیق، یابی به پاسخدر این بخش، برای دست

یک قانون کنترلی بهینه غیرخطی با در نظر گرفتن دینامیک عملگر و قید 

روی ورودی آن محاسبه خواهد شد. در ابتدا شاخص عملكرد بصورت 

بینی شده و ورودی کنترلی بدست های پیشترکیب وزنداری از پاسخ

آمد. سپس برای بدست آوردن قانون کنترلی بهینه به شكل  خواهد

-تحلیلی، شرایط لازم برای بهینه کردن تابع هزینه بكار برده می

-کننده پیشنهادی را برای دو حالت بسط داده و بررسی میشود.کنترل

کننده نامقید، برای پیدا کردن قانون کنترلی قید شوند. در حالت کنترل

کننده مقید، با کمینه شود و برای کنترلرفته نمیروی ورودی در نظر گ

کردن تابع هزینه تحت ورودی کنترلی محدود و با استفاده از شرایط کن 

 تاکر قانون کنترلی محاسبه خواهد شد. 
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کننده برای سیستم تعلیق با توجه به اینكه هدف از طراحی کنترل

ر کنار جابجایی پذیری دفعال، ایجاد مصالحه بین راحتی سرنشین و جاده

باشد، در نتیجه سه تعلیق محدود با استفاده از ورودی کنترلی محدود می

های سیستم در نظر گرفته به عنوان خروجی 𝑥3و  𝑥1 ،�̇�2متغیرکنترلی 

 شوند:می

𝑦1 = 𝑥1 ;  𝑦2 = �̇�2 ;  𝑦3 = 𝑥3     (53) 

 سازیبین و بر پایه بهینهاکنون قانون کنترلی غیرخطی مبتنی بر پیش

های فوق و با استفاده از ای که بین خروجیکنندهبرای طراحی کنترل

شود. در این روش، ورودی کنترلی محدود مصالحه ایجاد کند، ارائه می

𝑦𝑖(𝑖ها ابتدا پاسخ های غیرخطی خروجی = ، برای بازه زمانی (1,2,3

𝑦𝑖(𝑡بعدی  + ℎ) شود و سپس بینی میبا استفاده از بسط تیلور پیش

، براساس کمینه کردن شاخص عملكرد با در u(t)ورودی کنترلی فعلی 

نیز یک عدد  ℎبینی شود. زمان پیشنظر گرفتن قید روی ورودی تعیین می

ای، نقطهباشد. شاخص عملكرد زیر به صورت شبیهحقیقی مثبت می

بینی شده آتی و ورودی کنترلی فعلی را جریمه های پیشخروجی

 کند:می

𝐽(𝑢) =
1

2
∑ 𝜌𝑖𝑦𝑖

2(𝑡 + ℎ) +

3

𝑖=1

1

2
𝜌4𝑢2(𝑡) (53) 

𝜌𝑖که در آن  > 𝜌4و 0 ≥ ضرایب وزنی هستند که اهمیت نسبی   0

ها توسط سری تیلور کنند. هر کدام از خروجیجملات را مشخص می

 شود:بصورت زیر بسط داده می

𝑦𝑖(𝑡 + ℎ) = 𝑦𝑖(𝑡) + ℎ�̇�𝑖(𝑡) +
ℎ2

2!
�̈�𝑖(𝑡) + ⋯

+
ℎ𝑘𝑛

𝑘𝑛!
𝑦𝑖

(𝑘𝑛)
(𝑡) 

(52) 

باشد که برابر با درجه نسبی می 𝑘𝑛ی بسط گام بعدی تعیین مرتبه

. درجه نسبی هر خروجی [17, 11]سیستم بعلاوه مرتبه کنترلی است 

ای که به ازای عبارت است از کمترین مرتبه مشتق آن خروجی به گونه

شود. اما مرتبه کنترلی برای اولین بار بصورت صریح ظاهر  𝑢آن ورودی 

باشد. برای ، در بازه زمانی پیش بینی می𝑢درجه تغییرات ورودی کنترلی 

درجات نسبی کمتر از چهار که  "های با درجه نسبی پائین مثلاسیستم

شوند، مرتبه کنترلی صفر نتایج خوبی تعریف نامیده میهای خوشسیستم

بینی هر نترلی در پیششود مشتق ورودی کدهد زیرا باعث میبدست می

های غیرخطی با مناسبی برای سیستم "خروجی صفر شود و عملكرد نسبتا

  .[17, 11]درجات نسبی پایین حاصل شود

𝑑

𝑑𝜏
𝑢(𝑡 + 𝜏) = 0       𝑓𝑜𝑟 𝜏𝜖[0, ℎ] (51) 

(، درجه 51( تا )17با استفاده از مطالب فوق و با توجه به معادلات )

𝑟برابر  𝑦3و  𝑦1نسبی سیستم نسبت به هر دو خروجی  =  𝑦2و نسبت به  3

𝑟برابر  = ی خوش تعریف یودن دینامیک باشد که نشان دهندهمی 1

باشد. بدین ترتیب و با فرض برابری مرتبه بسط تیلور برای هر سیستم می

ها در بازه زمانی وجی با درجه نسبی آن خروجی،  مقادیر خروجیخر

 شوند:بینی میبعدی به صورت زیر پیش

𝑦1(𝑡 + ℎ) = 𝑦1 + ℎ�̇�1 + 0.5ℎ2�̈�1 

+
ℎ3

6
(𝑓1̇ − 𝑓2̇ + 𝐴𝑎 (

1

𝑚𝑠

+
1

𝑚𝑢𝑠

) (𝑓3

+ 𝛾𝑤𝑎𝑢)) = 𝐺1 + 𝑐1𝑤𝑎𝑢 

(57) 

 𝑦2(𝑡 + ℎ) = 𝑦2 + ℎ (𝑓1̇ +
𝐴𝑎

𝑚𝑠

(𝑓3 + 𝛾𝑤𝑎𝑢))

= 𝐺2 + 𝑐2𝑤𝑎𝑢 

(58) 

𝑦3(𝑡 + ℎ) = 𝑦3 + ℎ�̇�3 +
ℎ2

2
�̈�3 

+
ℎ3

6
(𝑓2̇ −

𝐴𝑎

𝑚𝑢𝑠

(𝑓3 + 𝛾𝑤𝑎𝑢))

= 𝐺3 + 𝑐3𝑤𝑎𝑢 

(53) 

 شوند:به شكل زیر تعریف می 𝑐3تا  𝑐1که مقادیر

𝑐1 =
𝐴𝑎ℎ3𝛾

6
(

1

𝑚𝑠

+
1

𝑚𝑢𝑠

) 𝑐2 =
𝐴𝑎ℎ𝛾

𝑚𝑠

 

𝑐3 = −
𝐴𝑎ℎ3𝛾

6𝑚𝑢𝑠

 (31) 

که شامل خروجی و متغیرهای حالت فعلی  𝐺𝑖 (i=1,2,3)و جملات 

های چپ و راست معادلات فوق براحتی بدست باشند با مقایسه طرفمی

 آیند.می

𝐺1 = 𝑦1 + ℎ�̇�1 + 0.5ℎ2�̈�1 

         +
ℎ3

6
(𝑓1̇ − 𝑓2̇ + 𝐴𝑎 (

1

𝑚𝑠
+

1

𝑚𝑢𝑠
) 𝑓3) 

 
(31) 

𝐺2 = 𝑦2 + ℎ (𝑓1̇ +
𝐴𝑎

𝑚𝑠

𝑓3) 

   𝐺3 = 𝑦3 + ℎ�̇�3 +
ℎ2

2
�̈�3 +

ℎ3

6
(𝑓2̇ −

𝐴𝑎

𝑚𝑢𝑠

𝑓3) 

توان ( می53( در معادله )53( الی )57با جاگذاری معادلات )

 عملكرد را بشكل زیر بسط داد:شاخص 

𝐽(𝑢) =
1

2
∑ 𝜌𝑖(𝐺𝑖 + 𝑐𝑖𝑤𝑎𝑢)2 +

3

𝑖=1

1

2
𝜌4𝑢2(𝑡) (35) 

 با کمینه کردن شاخص عملكرد 𝑢(𝑡)حال قانون کنترل بهینه برای 

توان دو حالت را در نظر در این مرحله می  باشد.( قابل محاسبه می35)

سازی معادله بهینهکننده نامقید شرایط لازم برای گرفت. در حالت کنترل

کننده مقید شود و در حالت کنترل( بدون در نظرگرفتن قید اعمال می35)
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شود. در زیر هر ( با در نظر گرفتن قید روی ورودی حل می35نیز معادله )

 شوند.کننده به ترتیب توسعه داده میدو کنترل

 کننده بهینه نامقیدکنترل -3-1-1

ینه برای حالت نامقید، شرط لازم ی قانون کنترلی بهبرای محاسبه

باشد ( که یک عبارت درجه دو می35سازی شاخص عملكرد )برای بهینه

 گردد:بصورت زیر اعمال می

𝜕𝐽

𝜕𝑢
= 0      (33) 

(، معادله فوق بصورت زیر حاصل 35با جاگذاری تابع عملكرد )

 شود:می

∑ 𝜌𝑖(𝐺𝑖 + 𝑐𝑖𝑤𝑎𝑢)𝑐𝑖𝑤𝑎 + 𝜌4𝑢 = 0

3

𝑖=1

 (33) 

ی فوق قانون کنترلی بهینه نامقید را به شكل زیر خواهد معادلهحل 

 داد:

𝑢 = − {∑ 𝜌𝑖𝑐𝑖
2𝑤𝑎

2 + 𝜌4

3

𝑖=1

}

−1

× ∑ 𝜌𝑖𝐺𝑖𝑐𝑖𝑤𝑎

3

𝑖=1

 

(32) 

( در یک شكل بسته ارائه شده که اجرای آن نیز 32کننده )کنترل

توانند بوسیله تنظیم کردن های سیستم تعلیق میباشد. پاسخآسان می

𝜌1 تنظیم شوند. بعنوان مثال با انتخاب  𝜌4و  𝜌1 ،،𝜌2 𝜌3ضرایب وزنی  =

𝜌3 = 𝜌2 و0 ≠ فقط شتاب جرم معلق برای راحتی سفرو بدون توجه   0

یابد. لازم بذکراست که اگر به ایمنی سفر و جابجایی تعلیق کاهش می

𝜌4)ضریب وزنی مربوط به ورودی کنترلی، صفر در نظرگرفته شود  =

هیچ محدودیتی برروی ورودی کنترلی نخواهیم داشت که به آن  (0

 گوییم.کنترل ارزان می

به منظور بررسی کافی بودن تعداد جملات انتخابی از بسط تیلور 

بینی پاسخ هر خروجی در سیستم تعلیق، دینامیک خطای برای پیش

( در حالت ارزان و برای حالتی که فقط شتاب 32کننده نامقید )کنترل

𝜌1کند، با در نظر گرفتن ضرایب وزنی رم معلق را کنترل میج = 𝜌3 =

𝜌4 =  شود:، به شكل زیر نوشته می0

𝑢 = −(𝑐2𝑤𝑎)−1𝐺2 (31) 

( و انجـام  51( تـا ) 17با جاگذاری این ورودی کنترلی در معـادلات ) 

برخی عملیات ریاضی، دینامیک حلقه بسته بـرای خروجـی دوم بـه شـكل     

 باشد.میزیر قابل محاسبه 

�̇�2 +
1

ℎ
𝑦2 = 0 (37) 

𝑦2 که در آن = �̇�2 = �̈�𝑠  ( 37ی )باشد. معادلهشتاب جرم معلق می

دهد که سیستم حلقه بسته برای شتاب جرم معلق خطی شده و به نشان می

ℎازای  > گردد که روش شود. ملاحظه میبه صورت نمایی پایدار می 0

شود فیدبک میسازی کنترلی پیشنهادی در حالت خاص منجر به خطی

( همچنین 37ی )که از روشهای متداول غیرخطی است. با توجه به معادله

بینی معلوم می شود که انتخاب تعداد جملات از بسط تیلور برای پیش

ی نسبی هر خروجی، دقت کافی پاسخ سیستم تعلیق متناسب با درجه

ه ازای داشته و خطای قطع تاثیری در خطای ردیابی سیستم ندارد، چراکه ب

(، مقدار شتاب برای بقیه 37ی )هر مقدار  اولیه  برای شتاب در معادله

کند. با کاهش زمان زمانها رو به کاهش بوده و در نهایت به صفر میل می

هم سرعت پاسخ دهی سیستم بیشتر شده و مقاومت آن در   ℎبین پیش

 یابد.ها افزایش میمقابل نامعینی

 کننده مقیدکنترل -3-1-5

اتوجه به اینكه در این پژوهش برای سیستم تعلیق فعال ورودی ب

کنترلی جابجایی قرقره شیر هیدرولیک در نظر گرفته شده است و مقدار 

-باشد، لذا لازم است در طراحی کنترلاین جابجایی در عمل محدود می

سازی به شكل مقید و با در نظر گرفتن قید روی کننده، مسئله بهینه

 . اگر قید روی ورودی بشكل زیر بیان گردد:ورودی حل گردد

|𝑢| ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥 (38) 

 گردد:( به شكل زیر بیان می35) مسئله بهینه مقید برای تابع

           Min  𝐽( 𝑢) 

subject to:    |𝑢| ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥  

(33) 

( به دو قید به صورت زیر 38در یک حالت استاندارد، قید ناتساوی )

 شود:تبدیل می

𝑔1(𝑥, 𝑢) = 𝑢 − 𝑢𝑚𝑎𝑥 ≤ 0 

(31) 

𝑔2(𝑥, 𝑢) = −𝑢𝑚𝑎𝑥 − 𝑢 ≤ 0 

( کــه یــک 31ســازی )ی بهینــهی پاســخ مینــیمم مســئلهبــرای محاســبه

تـاکر اسـتفاده   ی کـن باشد، از قضـیه سازی غیرخطی مقید میی بهینهمسئله

شـوند  بودن به شكل زیر بیان میکنیم که در آن شرایط لازم برای بهینهمی

[52]: 

𝜕𝐽

𝜕𝑢
+ ∑ 𝜆𝑖

2

𝑖=1

𝜕𝑔𝑖

𝜕𝑢
= 0 (31) 

𝜆1𝑔1 = 0     (35) 
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𝜆2𝑔2 = 0 (33) 

𝑔1(𝑥, 𝑢) ≤ 0  and,  𝑔2(𝑥, 𝑢) ≤ 0 (33) 

𝜆1 ≥ 0 and 𝜆2 ≥ 0 (32) 

-باشند. در حالت کلی شرایط کنضرایب لاگرانژ می 𝜆2و  𝜆1که 

باشند. ( می33ی )تاکر شرایط لازم برای داشتن مینیمم محلی برای مسئله

-طبق قضیه زیر، با ارضای شرایط کن محدب بودن مسئله واما با توجه به 

 باشد.تاکر یک جواب بهینه جامع برای مسئله تعلیق فعال قابل حصول می

و توابع  𝐽(𝑢)( محدب باشد، بعبارت دیگر تابع 33اگر مسئله ) قضیه:

𝑔1(𝑥)  و𝑔2(𝑥)  تاکر با شود شرایط کنمحدب باشند و فرض

حل بهینه و جامع  ∗𝑢شوند، پس ارضاء  ∗𝑢( برای 32تا )  (31معادلات)

 باشد.برای مسئله می

 [52, 53]قضیه فوق برای مسئله محدب در حالت کلی در مراجع  اثبات:

 اثبات شده است.

( با ضرایب وزنی مثبت و به 35بدلیل اینكه شاخص عملكرد ) توجه:

صورت تابع درجه دوم بوده و قیدها نیز بصورت خطی و با دامنه بالا و 

باشند لذا شاخص عملكرد با شكل بیضوی یک حل مینیمم پایین می

خواهد داشت. این بدین معنی است که شرایط لازم برای بهینه بودن کافی 

 باشند.نیز می

تاکر شامل دو سری معادله و شود قضیه کنانطور که ملاحظه میهم

ها وجود های مختلفی برای حل آنباشد که روشدو سری نامعادله می

های مختلف بر اساس ضرایب دارد. در یک روش معمول، مسئله به حالت

شود و در هر حالت معادلات به شرطی که نامعادلات لاگرانژ تقسیم می

گردند تا جواب بهینه محاسبه شود. در این مقاله ل میبرقرار شوند، ح

(، معادلات به چهار حالت تقسیم 32( تا )31برای حل تحلیلی معادلات )

آید. در این چهار گردند و برای هر حالت جواب تحلیلی بدست میمی

حالت به ترتیب قید اول فعال و قید دوم غیرفعال، قید اول غیرفعال و قید 

باشند. البته باید هر دو قید غیرفعال و نهایتا هردو فعال می دوم غیر فعال،

-پذیر نیست و میتوجه داشت که حالت آخر با توجه به شكل قید امكان

های ممكن سه توان بررسی نكرد. در نتیجه در این مسئله تعداد حالت

باشد. برای بدست آوردن پاسخ بهینه، معادلات با توجه به حالت می

شود. اگر حالت حل شده و درستی نامعادلات بررسی میهای هر فرض

های بدست آمده، مقادیر بهینه است این نامعادلات نیز برقرار باشد جواب

ها شود تا اینكه تمامی حالتدر غیر اینصورت حالت بعدی بررسی می

بررسی شوند. برای مسئله سیستم تعلیق مربوط به این مقاله براساس غیر 

 کنیم:دن قیود سه حالت زیر را بررسی میفعال یا فعال بو

 

 

 قید اول فعال باشد و قید دوم غیرفعال حالت اول:

𝜆2در این حالت  = ,𝑔1(𝑥و معادله  0 𝑢) = 𝑢منجر به  0 = 𝑢𝑚𝑎𝑥 

  .شودمی

 قید دوم فعال باشد و قید اول غیرفعال حالت دوم:

𝜆1در این حالت  = ,𝑔2(𝑥و معادله  0 𝑢) = 𝑢به  0 = −𝑢𝑚𝑎𝑥  منجر

 .شودمی

 هر دو قید فعال باشند. حالت سوم:

𝜆در این حالت 
1

= 𝜆2 = 𝐽��( منجر به 33و معادله ) 0

𝜕𝑢
=  شود.می 0

شود که قبلا با حل معادله فوق منجر به قانون کنترلی نامقید می

 ( توصیف گردید.32ی )معادله

 سازینتایج شبیه -4

کننده عملكرد کنترلسازی برای تشریح در این بخش، نتایج شبیه

های بدون قید و باقید تحت ورودی جاده اتفاقی با پیشنهادی برای حالت

-گیرند. مدل یکمورد بررسی قرار می 5پروفیل نشان داده شده در شكل 

در این  1چهارم خودرو با پارامترهای مشخص شده در جدول شماره 

تعلیق،  مقاله در نظر گرفته شده است. هدف اصلی از کنترل سیستم

باشد. حفظ کاهش شتاب جرم معلق برای دست یابی به راحتی سفر می

پذیری مناسب خودرو و جابجایی تعلیق محدود پایداری در کنار فرمان

باشند. با های جاده از دیگر اهداف مهم سیستم تعلیق میتحت ورودی

یابی به کمترین خطای تنظیم برای شتاب جرم تنظیم ضرایب وزنی دست

همزمان با مقادیر قابل قبول برای جابجایی تعلیق و جابجایی تایر  معلق

باشد. مقدار هر کدام از ضرایب وزنی در قانون کنترلی با امكان پذیر می

آید. توجه به اهمیت آن و با استفاده از آزمون سعی و خطا بدست می

برای کنترل ارزان، ضرایب وزنی در قانون کنترل بصورت زیر انتخاب 

 وند:شمی

ρ_1=100,ρ_2=1,ρ_3=1,ρ_4=0 

 
 ورودی جاده اتفاقی: 5 شكل

 : مقادیر پارامترهای سیستم تعلیق1جدول 
 مقدار متغیر مقدار متغیر

ms 290 kg k2 73696 N/m2 

mus 59 kg k3 3170400 N/m3 

kus 190000 N/m c1 1385 N/s 

cus 70 N.s/m c2 524 N / s2 

k1 12394 N/m umax 0.003 m 

Α 4.15e13 N/m5 𝛽 1 
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لازم بذکر است که در کنترل ارزان فرض شده که ورودی کنترلی 

هیچ محدودیتی ندارد. در این حالت بهترین نتایج برای سیستم تعلیق با 

آید. بطوریكه مقدار شتاب جرم بدست می  2و 3،  3هایتوجه به شكل

تعلیق و  نزدیک صفر بوده و مقادیر جابجایی 3معلق با توجه به شكل 

در حد مطلوب  2و  3های جابجایی تایر نیز بترتیب و براساس شكل

باشند. در حالیكه مقدار جابجایی قرقره شیر هیدرولیک در بعضی می

مشخص شده  1از مقدار عملی خود که در جدول  1زمانها مطابق شكل 

 کند. تجاوز می

 
 با حالت غیرفعالجایی سیستم تعلیق فعال نامقید ی جابهمقایسه: 3 شكل

 
ی شتاب جرم معلق در سیستم تعلیق فعال نامقید با حالت : مقایسه3شكل 

 غیرفعال

 
جایی تایر در سیستم تعلیق فعال نامقید با حالت ی جابه: مقایسه2شكل 

 غیرفعال

 
جایی قرقره شیر هیدرولیک( در سیستم تعلیق : ورودی کنترلی )جابه1شكل 

 فعال نامقید

یک روش موثر برای محدود کردن ورودی کنترلی از به عنوان 

شود. بر اساس کنترل کننده پیشنهادی در حالت مقید استفاده میکنترل

ی مقید، شتاب جرم معلق، جابجایی تعلیق و جابجایی تایر بترتیب و کننده

-در حد مطلوبی قرار دارند. ضمن اینكه همان 3و 8، 7های براساس شكل

ها شود ورودی کنترلی براساس قیدملاحظه می 11گونه که در شكل 

محدود شده و در حد مجاز تعیین شده است. لازم بذکر است که مقادیر 

ضرایب وزنی در نظر گرفته شده برای حالت مقید نیز همانند حالت نامقید 

شتاب  (RMS)باشند. برای مقایسه بهتر نتایج، جذر مربع متوسط ارزان می

غیرفعال، فعال با کنترل بهینه ارزان و فعال با  جرم معلق برای سه حالت

اند. با توجه به مقادیر ارائه شده 5کنترل بهینه مقید در جدول شماره 

شود که روش پیشنهادی در کاهش شتاب جرم آمده ملاحظه می بدست

معلق )راحتی سفر( موثر بوده در حالیكه اهداف دیگر نیز در حد مطلوب 

 مانند.باقی می

 
 جایی تعلیق در سیستم تعلیق فعال نامقید و مقیدجابه: 7شكل

 
 : شتاب جرم معلق در سیستم تعلیق فعال نامقید و مقید8شكل 

 
 جایی تایر در سیستم تعلیق فعال نامقید و مقید: جابه3شكل 

 
جایی قرقره شیر هیدرولیک( در سیستم تعلیق )جابه : ورودی کنترلی11شكل

 فعال نامقید و مقید

برای ورودی  (RMS): مقادیر جذر متوسط مربع شتاب جرم معلق 5جدول 

 جاده اتفاقی در سه حالت مختلف کنترلی

رلیاسترتژی کنت  
بهینه 

 مقید

ه بهین

 نامقید
 غیرفعال

𝑹𝑴𝑺 

= √𝟏
𝒕𝒇

⁄ ∫ �̈�𝒔
𝟐(𝒕)𝒅𝒕

𝒕𝒇

𝟎

 
0.653 0 2.190 

ی غیرخطی ارائه شده در ی بهینهکنندهی عملكرد کنترلبرای مقایسه

این مقاله با استراتژیهای قبلی، الگوریتم ارائه شده با استراتژی ارائه شده 

اند مقایسه ی مد لغزشی استفاده نمودهکننده[ که از کنترل3و 3در مراجع ]

تهای دینامیک شده، محدودیشود. از آنجا که روش مد لغزشی استفادهمی

گیرد، لذا عملكرد آن با روش پیشنهادی در حالت عملگر رادر نظر نمی
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سازیهای قبلی همرا با گردد. برای این مقایسه شرایط شبیهنامقید مقایسه می

در ضرایب غیرخطی نیروهای سیستم تعلیق در نظر گرفته  مقداری نامعینی

کننده هر دو کنترلنشان دهنده رفتار بسیار نزدیک  11شود. شكل می

الف هر دو روش کنترلی دارای عملكرد قابل  11باشد. براساس شكل می

باشند. اما کنترل ها میقبولی در کاهش شتاب بدنه در حضور نامعینی

کننده مدلغزشی همراه با کنترل کننده نامقید، محدودیتهای دینامیک 

مشخص است د  11گیرند و همانطور که از شكل عملگر را در نظر نمی

کند.  این در حالی است که ورودی کنترلی از مقدار مجاز تجاوز می

روش پیشنهادی همانطور که در متن مقاله به آن پرداخته شده است می 

تواند برای حالت مقید تعمیم داده شده و منجر به جواب بهینه در حضور 

 محدودیت ورودی باشد.

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

نتایج سیستم تعلیق فعال نامقید و مد لغزشی با وجود نامعینی  : مقایسه11شكل

 جایی تایر د( ورودی کنترلیجایی تعلیق ج( جابهالف( شتاب جرم معلق ب( جابه

 )جابجایی قرقره شیر هیدرولیک(

 

 گیرینتیجه -5

در این پژوهش، یک قانون کنترلی بهینه مقید غیرخطی برای بهبود 

شود. یک چهارم خودرو پیشنهاد میعملكرد سیستم تعلیق مدل 

همراه شیر و عملگر هیدرولیكی در های واقعی فنر و میراگر بهغیرخطی

کننده بهینه کننده پیشنهادی با کنترلشوند. عملكرد کنترلنظر گرفته می

شود. با نامقید و دیگر استراتژیها با اعمال ورودی جاده اتفاقی مقایسه می

کننده پیشنهادی د که با بكارگیری کنترلشومقایسه نتایج مشخص می

همزمان با کاهش شتاب جرم معلق، ورودی کنترلی نیز در محدوده عملی 

کننده پیشنهادی نیز سازی کنترلماند. در حالیكه اجرا و پیادهباقی می

های های این روش کنترلی نسبت به سایر روشباشد. از مزیتآسان می

سیستم تعلیق فعال امكان مقید کردن انرژی  متداول استفاده شده در زمینه

باشد. ضمن های موجود در عملگر میکنترلی با در نظر گرفتن محدودیت

اینكه اثرات غیرخطی بطور همزمان در مدل سیستم تعلیق و دینامیک 

عملگر در نظر گرفته شده است. با توجه به تحلیلی بودن قانون کنترلی 

نظیم ضرایب وزنی به راحتی بدست پیشنهادی، حالتهای خاص آن با ت
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