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پرداخته پیوسته -زماندوبعدی  آفاینای های قطعهناحیه جذب سیستم و توسعه روش جدیدی جهت تخمینبه ارائه این مقاله چکیده: 

لیاپانوف پیوسته گوناگوني استفاده شده است. پیوسته از توابع  -زمان  آفاینای  های قطعهناحیه جذب سیستمن و توسعه  . تاکنون برای تخمیاست

مختصات با طراحي   مبدأ  جذب سیستم حول  ناحیه ای مجذوری ناپیوسته،لیاپانوف قطعه تابع کمکبهو    در قالب نگاهي نو  ،در روش پیشنهادی

کاری ها، محافظهسلول  پانوف بر روی مرزشود که شرط پیوستگي تابع لیا. در این مقاله نشان داده ميیابدکننده فیدبک حالت توسعه ميکنترل 

بخشد. قابلیت جستجوی قدرتمندتری را به الگوریتم تخمین ناحیه جذب مي  ،دهد و تصحیح این شرطتخمین ناحیه جذب سیستم را افزایش مي

با استفاده از این روش، ناحیه  کهنحویاست به نسبت به روش مبتني بر تابع لیاپانوف پیوسته سازی گویای برتری روش پیشنهادینتایج شبیه

 پیوسته متناظرش بدست آمده است. جذب بزرگتری نسبت به روش

ای مجذوری لیاپانوف قطعه تابعکننده فیدبک حالت، کنترل پیوسته، -زمان آفاینای های قطعهناحیه جذب، سیستم کلمات کلیدی:

 ناپیوسته

Enlarging Domain of Attraction for a Special Class of Continuous-

time Quadratic Lyapunov Function Piecewise Affine Systems 

based on Discontinuous Piecewise  

Farideh Cheraghi-Shami , Ali Akbar Gharaveisi , Malihe M. Farsangi , 

Mohsen Mohammadian 

 

Abstract: This paper presents a new approach to estimate and to enlarge the domain of attraction 

for a planar continuous-time piecewise affine system. Various continuous Lyapunov functions have 

been proposed to estimate and to enlarge the system’s domain of attraction. In the proposed method 

with a new vision and with the aids of a discontinuous piecewise quadratic Lyapunov function, the 

domain of attraction at the origin is enlarged by designing a state feedback controller. This paper 

shows that the continuity of the Lyapunov function on the boundaries, increases the conservativeness 

in estimating the domain of attraction, and gives more powerful search ability to the domain of 

attraction estimation algorithm by relaxing this continuity condition. The simulation results show the 

superiority of the proposed method so that using this method the larger estimation of the domain of 

attraction is obtained than continuous one. 
Keywords: domain of attraction, continuous-time piecewise affine systems, state feedback 

controller, discontinuous piecewise quadratic Lyapunov functions. 
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 مقدمه -1

های طبیعي ها در کنار پیچیدگيمباحث مربوط به ناحیه جذب سیستم

های آن بسیار کاربردی است. کاربردهای عملي این موضوع در سیستم

های ، سیستم[5]فضا -، هوا[4]، فرآیندهای شیمیایي [3-1]کنترل و قدرت 

بسیار مورد توجه قرار گرفته  [8]و ترافیک  [7]، اکولوژی [6]بیولوژیكي 

های هایبرید نیز به همین باحث در سیستمحتم، بررسي این مطوربه است.

های فیزیكي و مهندسي میزان ارزشمند خواهد بود، زیرا بسیاری از سیستم

 آفاینای های قطعهگیرند. سیستمهای هایبرید قرار ميدر کلاس سیستم

(PWA )1 ارزی آن های هایبرید هستند که همدر کلاس خاصي از سیستم

 عنوانبه ،[9]های هایبرید نشان داده شده است  سیستمبا چند کلاس دیگر از  

های سیستمپیوسته، کلاسي از -زمان آفاینای قطعه سیستم مثال 

های عملكردی مختلف است که درآن فرامین سوئیچ شونده با حالتسوئیچ

ای های سیستم قطعه. از دیگر مزیت[10]وابسته به متغیرهای حالت است 

های دینامیكي پیچیده و سازی سیستماین است که ابزاری برای مدل  آفاین

و بالاتر   3های هایبرید مرتبه  سیستم  غالبا  .  [11]گذارد  غیرخطي در اختیار مي

 آفاینای ای هستند؛ در تقریب قطعههای بسیار پیچیده از آن سیستم

های کاهش های غیرخطي، برای مواجهه با این مشكل، ابتدا از روشسیستم

 3یا  2مرتبه  آفاینای ستم در قالب قطعهشود و سپس سیمرتبه استفاده مي

 آفاینای ذکر است که تقریب قطعهه . لازم ب[12]شود بندی ميفرمول 

ها پیوسته است و این بدست آمده برای سیستم غیرخطي، بر روی مرز سلول 

های فیزیكي موجود دارای در حالي است که بسیاری از سیستم

هایي مانند اشباع، ناحیه مرده و هیسترزیس هستند که ذاتا  بر روی غیرخطي

 . [13]مرز نواحي پیوسته است 

توان در دو دسته کلي ميبطورهای تخمین ناحیه جذب را روش

قرار  [15]های غیرلیاپانوفي و روش [14]های مبتني بر توابع لیاپانوف روش

مورد بحث در این مقاله، محاسبه  مای سیستبه ساختار قطعهبا توجه داد. 

روشي غیر لیاپانوفي بر اساس ، اخیرا ناحیه جذب آن امری دشوار است. 

، به منظور تخمین ناحیه جذب یک 2تحلیل پیوستگي توابع انتقال گسسته

پیوسته حول نقاط تعادلش و یا چرخه حدی -زمان آفاینای قطعه سیستم

 آفاینای قطعه ، ناحیه پایداری سیستم[17]. در شده است ارائه [16]در آن 

الگوریتم ژنتیک تعیین  پیوسته حول چرخه حدی آن به کمک-زمان

ای توان زیر مجموعهبرای سیستمي با یک نقطه تعادل پایدار، ميگردد.  مي

قابل ذکر  از ناحیه جذب را با جستجوی تابع لیاپانوف سیستم تخمین زد.

توابع مبتني بر ناحیه جذب  تخمینهای موجود است که بیشتر روش

 آفاینای های قطعهگوناگوني برای سیستمتوابع لیاپانوف  لیاپانوف است.

، [18]اند، از قبیل: توابع لیاپانوف مشترک مجذوری معرفي شده 

 
1 Piecewise Affine 
2 Discrete Transition Functions 
3 Piecewise Quadratic 
4 Piecewise Homogeneous Polynomial 
5 Cone-copositive 

ای ، قطعه3 [18 ,20 ,21]( PWQای مجذوری )، قطعه[19]ای چندجمله

  PWQو  4 [24](PHPای همگن )ای چندجمله، قطعه[23, 22] آفاین

های سیستمپایداری  از جمله توابع لیاپانوف رایج جهت آنالیز    .[25]ناپیوسته  

 .است PWQ، تابع لیاپانوف آفاینای قطعه

های و همچنین تخمین ناحیه جذب سیستم تحلیل پایداری به منظور

شود. مياستفاده  PWQتابع لیاپانوف از شكل پیوسته  غالبا  آفاینای قطعه

جهت   PWQاز تابع لیاپانوف    ،[26,  20,  18]  مراجعي همچون  عنوان مثال به

در  .اندسازی کمک گرفتهتخمین ناحیه جذب در قالب یک مسأله بهینه

-ای آفاین زمانقطعه  سیستمک  الب یدر ق ابتدا یک سیستم غیرخطي    ،[27]

حول مبدأ تقریب زده شده است، سپس ناحیه جذب سیستم حاصل  یوستهپ

ده است. تعیین گردیپیوسته  PWQتابع لیاپانوف یک مختصات به کمک 

ای آفاین پیوسته که در آن فضای های قطعهبرای کلاس خاصي از سیستم

افراز  حالت به تعداد محدودی نواحي محدب، بدون کران و چندوجهي

به منظور  5مخروطي-پیوسته همبسته PWQاز تابع لیاپانوف  شود،مي

 .[28] شده است محاسبه تخمین ناحیه جذب حول مبدأ مختصات استفاده 

های کلاسي از سیستمبه عنوان    6آفاین-ای مولتيهای قطعه، سیستم[29]در  

توان از این ميه ک مورد مطالعه قرار گرفته است 7فازی با نتایج تک تک

برای تقریب هر سیستم غیرخطي هموار با دقت دلخواه استفاده ها سیستم

تابع ها توسط تحلیل پایداری مجانبي این سیستم، مرجع مذکور در .نمود

 صورت گرفته است.  پیوسته PWQلیاپانوف 

علاوه بر لحاظ ،  با هدف گسترش ناحیه جذبکننده  طراحي کنترل   در

پایداری نقطه تعادل سیستم، ناحیه جذب متناسب با توانایي تابع لیاپانوف 

، 8نواری آفاینای قطعه هایبرای سیستم [30]در یابد. گسترش مي

باشد، ميهایي که فقط یک متغیر مسئول افراز فضای حالت سیستم

به کمک تابع لیاپانوف مشترک مجذوری کننده فیدبک حالت کنترل 

ای کننده فیدبک حالت قطعهطراحي کنترل ، [31]طراحي شده است. در 

با ارائه شرطي جهت  نواری آفاینای های قطعهبرای سیستمآفاین 

صورت  پیوسته PWQجلوگیری از مد لغزشي و بر اساس تابع لیاپانوف 

ای دینامیک سیستم خودرو به صورت قطعهابتدا ، [32]در  است.گرفته 

کننده فیدبک حالت با هدف کنترل  سپس و شده استمدل  نواری آفاین

  PWQجلوگیری از خروج ناخواسته خودرو از لاین توسط تابع لیاپانوف 

کننده فیدبک کنترل های ماتریس، [33]در  .گردیده استپیوسته طراحي 

ئه شده اار  سازیبهینهأله  الت و تابع لیاپانوف مشترک مجذوری با حل مسح

پیوسته -زمان نواری آفاینای قطعه پایدارسازی یک سیستم در جهت

در تحقیق دیگری  .حول نقطه تعادل مطلوب بدست آمده استنامعین 

مورد بررسي قرار  9وینربا نویز  ه همرا نواری آفاینای های قطعهسیستم

یستم حلقه سپایدارسازی کننده فیدبک حالت با هدف کنترل  واند گرفته

. [34] ه استشدطراحي اعمال تابع لیاپانوف مشترک مجذوری با  بسته و

6 Multi-Affine 
7 Singleton Consequents 
8 Slab 
9 Wiener 
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 نواری آفاینای های قطعهاین کار، طراحي رویتگر برای سیستم تعمیمدر 

 ه استپیوسته صورت گرفت PWQتابع لیاپانوف به وسیله  وینر نویزدارای 

، به عنوان 1دالای خطي پیوسته دومو های قطعهسیستم ،[36]در . [35]

عملكردی مختلف  حالتدو با  خطي شوندهسوئیچهای کلاسي از سیستم

وابسته به متغیرهای که درآن فرامین سوئیچ های برداری پیوسته و میدان

و با بكارگیری تابع لیاپانوف  اندمورد بررسي قرار گرفته، است حالت

کننده فیدبک حالت در جهت پایدارسازی مشترک مجذوری، کنترل 

 ،[37, 36]در  است. شدهحول مبدأ مختصات طراحي سیستم حلقه بسته 

که در   2مدليچند  آفاینای  های قطعهسیستمکنترل تطبیقي مدل مرجع برای  

وابع لیاپانوف ت  کمکبه  حالت دارای شكل خاصي هستند    هایآن ماتریس 

 . صورت گرفته استمشترک 

گسسته به -زمان آفاینای های قطعهسیستم، ناحیه جذب [38]در 

 اخیرا ناپیوسته تخمین زده شده است.  آفاینای کمک تابع لیاپانوف قطعه

کننده فیدبک حالت پریودیک به منظور پایدارسازی کنترل ، [39]در 

به کمک یک تابع پیوسته -ای آفاین پریودیک زمانهای قطعهسیستم

ای های قطعهبرای سیستملیاپانوف گسسته متغیر با زمان پیشنهاد شده است. 

دوبعدی دارای یک نقطه تعادل در مبدأ مختصات پیوسته -زمان آفاین

پیوسته، که از  PWQاثبات شده است که نوع تعمیم یافته تابع لیاپانوف 

کاری بسیار پاییني در ، محافظه[25]گردد  حذف شرط پیوستگي حاصل مي

پیوستگي تابع لیاپانوف بر باشد. دارا مي آفاینای های قطعهآنالیز سیستم

کند که چنانچه مسیر حالت از سلولي وارد روی مرزهای سیستم تضمین مي

کند. مرز، مقدار تابع لیاپانوف تغییر نمي  سلول دیگر شود، در لحظه عبور از

این در حالي است که اگر در حین عبور از مرز مقدار تابع لیاپانوف کاهش 

یابد نیز شرایط پایداری برقرار است. این نكته ایدة کلیدی در تعریف توابع 

ناپیوسته بوده است. در این مقاله با الهام از این روش، ناحیه   PWQلیاپانوف  

ناپیوسته تخمین و توسعه  PWQجذب سیستم به کمک تابع لیاپانوف 

کننده فیدبک ای که توسعه ناحیه جذب با طراحي کنترل یابد، به گونهمي

سازی بهینه دو مسألهدر این راستا، گیرد. صورت مي آفاینای قطعه حالت

تخمین گردد. پیشنهاد مي  3(BMIهای ماتریسي دوخطي )بر نامساوی مبتني

است  ی سطح تابع لیاپانوفترین مجموعهبزرگ شامل بهینه ناحیه جذب

 شود کهدر این مقاله نشان داده ميشد. بادر فضای کاری محصورشده  که

، های برداری پیوستهبا میدان پیوسته-زمان ای آفاینقطعه برای یک سیستم

  PWQ ناحیه جذب بهینه حول مبدأ مختصات حاصل از تابع لیاپانوف

 یابد.ناپیوسته نسبت به روش پیوسته متناظرش ارتقاء مي

، به 2بندی مقاله بدین صورت سازماندهي شده است. در بخشبخش

به  3شود. بخشو تبیین مسأله پرداخته مي آفاینای قطعه توصیف سیستم

، آنالیز 4آنالیز پایداری سیستم هایبرید اختصاص داده شده است. در بخش

کننده برای آن به کمک تابع لیاپانوف و طراحي کنترل  پایداری سیستم

سازی به بهینه به ارائه دو مسأله 5بخش  گیرد. سپس،ناپیوسته صورت مي

آن به کمک منظور محاسبه تخمین ناحیه جذب سیستم حلقه باز و توسعه 

 
1 Bimodal 
2 Multimodel 

گیری سازی و نتیجهپردازد. در نهایت، شبیهکننده فیدبک حالت ميکنترل 

 شود.آورده مي 7و  6های در بخش

 

 سیستم و تبیین مسألهمعرفی  -2

 معرفي سیستم 2-1

 صورت  پیوسته دو بعدی به آفاینای یک سیستم قطعه

0)0(,,ˆ,

)()()(

xxIiXx

tuBatxAtx

i

iii

=

++=
 (1) 

mRUtuکه  شودتوصیف مي )( ،2)( RXtx  0وx 

ترتیب بردار ورودی، بردار متغیر حالت و بردار شرط اولیه سیستم به

iIiباشد. همچنین، مي XX ˆ
=   زیر ناحیه کاری سیستم است که به

مجموعه مدهای  Iافراز شده است و  ،iX،Iiچندوجهي  نواحي

Iji برای به طوری کهباشد سیستم مي  ,،ji  داریم ،

=ji XX .  های ماتریس، به علاوهiA  وiB و بردارia  با ابعاد

 iXاست که برای  iXمجموعه  4پوسته iX̂گردد.  مناسب تعریف مي

 باشد:صورت زیر قابل توصیف ميندوجهي، بهچ

  IiexERxX iii = ,:ˆ 2  (2) 

ماتریس و بردار با مقادیر ثابت هستند.  ترتیببه ieو  iEکه در آن 

Ijiچنانچه برای   ,،ji  ،ji XX ˆˆ   باشد، مرز دو ناحیه

 گردد:صورت زیر تعریف ميبه jXو  iXجوار هم

 Rs,fsFxxXX ijijji +=ˆˆ   (3) 

2RFijپارامتری حقیقي و sکه در آن    2وRfij   بردارهای

0ijF(، اگر 3قابل محاسبه هستند. برای ناحیه مرزی تعریف شده در )

، مرز یک نقطه است. برای ijF=0، مرز بخشي از یک خط است و اگر  

  ijcوijCتوان مقادیر مي، 0ijFبا  jXو  iXدو ناحیه همجوار 

و خط  0=+= ijijij cxCxS ای تعریف کرد که گونهرا به

ijji SXX ˆˆ  وijC  بردار نرمالijS  یک بردار عمود بر(ijS )

 باشد.  jXبه  iXبا جهت از 

 

 أله تبیین مس 2-2

 . ناحیه جذب1تعریف

)()(سیستم  xftx =  دارای نقطه تعادل مبدأ مختصات را در نظر

ی ممكن است که شرایط اولیه ای ازبگیرید. ناحیه جذب سیستم مجموعه

 گردد، یا به بیان دیگر،به ازای آنها همگرایي به مبدأ مختصات تضمین مي

3 Bilinear Matrix Inequality 
4 Closure 
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}.0)(lim,)0(|{ 00 === → txxxRxD t
n

 (4) 

 شد:در این مقاله، دو مسأله زیر بررسي خواهد 

، حول مبدأ u=0(، با 1محاسبه ناحیه جذب سیستم ): 1مسأله 

 مختصات به کمک تابع لیاپانوف ناپیوسته. 

2هایتعیین ماتریس :2مسأله  m
i RM  و بردارهای

m
i Rm  برایIiای که گونه، به کمک تابع لیاپانوف ناپیوسته به

 پیوسته آفاینای کننده فیدبک حالت قطعهکنترل 

IiXxmtxMtu iii += ,ˆ,)()(  (5) 

( را حول مبدأ مختصات 5( با ورودی )1پایداری نمایي سیستم کنترل شده )

 تضمین کند و ناحیه جذب سیستم حلقه بسته را توسعه دهد.

 گردد.( به صورت زیر بازنویسي مي5( با ورودی )1)سیستم کنترل شده 

IiXxmBaxMBAx iiiiiii +++= ,ˆ),()(  (6) 

در ادامه، با تعریف  TTxx ( 3( و )2(، )1(، )5، روابط )=1

 شوند:   ترتیب زیر بازنویسي ميبه

IiXxxMu ii = ,ˆ,  (7) 

IiXxuBxAx iii += ,ˆ,

 
(8) 

  IixERxX ii = ,0:ˆ 2

 
(9) 

 
jiIji

RssssFxxXX TT
ijji



==

,,,

,]1[,ˆˆ 

 
(10) 

 که در آن







=

00

ii
i

aA
A ،








=

0

i
i

B
B،][ iii mMM = ،

 iii eEE و =−







=

10

ijij
ij

fF
F.  همچنین، برای دو ناحیه

][، چنانچه 0ijFبا  jXو  iXهمجوار  ijijij cCC باشد،  =

 0== xCxS ijij گردد.تعریف مي 

( دارای نقطه 1فرض شده است که سیستم ) کهازآنجایي :1تذکر 

و  0Iiتعادل مبدأ مختصات است، پس برای 

 iXIiI ˆ00 = 0، لازم است=ia و همچنین

0)(det iA .باشد 

( بر روی 7کننده فیدبک حالت )شرط پیوستگي کنترل  :2تذکر 

 شود( به صورت زیر لحاظ مي8سیستم )مرزهای 

ijiji NjI,i,XXxxMxM = ˆˆ,   (11) 

 که در آن = kii XXikIkkN ˆˆ,,| . 

 
1 Multiple Lyapunov Function 

ji( بر روی مرزهای 8پیوستگي سیستم ) شرط :3تذکر XX ˆˆ  

 معادل رابطه زیر است 

iji

jjjiii

NjI,i,XXx

xMBAxMBA



+=+

ˆˆ,

)()(


 (12) 

که در آن  = kii XXikIkkN ˆˆ,,|   تعریف

 گردد. مي

 

 تحلیل پایداری   -3

 سیستم پیوسته هایبرید زیر را در نظر بگیرید:

Ii,Xx,xfx ii = ˆ)(  (13) 

nRXtxکه در آن  )( باشد و بردار حالت سیستم مي
n

ii RXf شود تابع پیوسته و کراندار محلي است. فرض مي :ˆ→

0=x ( است. همچنین13تنها نقطة تعادل سیستم )،  ناحیهX  توسط

iX،Iiای افراز شده است که گونه، بهXX iIi =
ˆ  و

Iji  , ،ji شرط ، =ji XX  شرط برقرار باشد .

کند که برای( ایجاب مي13های برداری سیستم )پیوستگي میدان

ji XXx ˆˆ  ،ji  ،)()( xfxf ji   باشد. =

لیاپانوف مشترک برای همه وجود یک تابع قابل ذکر است 

xfx)(های زیرسیستم i=کند، اما ، پایداری سیستم را تضمین مي

کاری، قضیه تابع لیاپانوف کاری بالایي دارد. برای کاهش محافظهمحافظه

xfx)(ارائه شده است که برای هر زیرسیستم  1چندگانه i= تابع ،

 یابد.اختصاص مي xVi)(پیوسته 

IiXxxVxV ii = ,),()(  (14) 

و کاهشي بودن این توابع وقتي  xVi)(معین مثبت بودن توابع 

iXx ( را تضمین نمي13است، پایداری سیستم ) کند. از جمله

تضمین پیوستگي تابع لیاپانوف های ارائه شده برای حل این مشكل، روش

jiباشد، یعني برای( مي13بر روی مرزهای سیستم ) XXx ˆˆ  ،

ji تساوی ،)()( xVxV ji ؛ که همین شرط [40]برقرار باشد  =

گردد، زیرا پیوستگي کاری روش آنالیز پایداری مذکور ميسبب محافظه

چنانچه مسیر حالت از سلولي وارد کند که بر روی مرزها تنها تضمین مي

کند. سلول دیگر شود، در لحظه عبور از مرز، مقدار تابع لیاپانوف تغییر نمي

، با حذف شرط پیوستگي تابع لیاپانوف بر روی مرزهای [41, 18]در 

س توابع لیاپانوف ناپیوسته ارائه شده است، ها، شرایط پایداری بر اساسلول 

های بسیار خاص و بر اما روش ارائه شده در مقالات مذکور، برای حالت

باشد که کاربرد آن شده از رفتار سیستم بر روی مرزها ميطبق دانش کسب

های دوبعدی با فرض توابع ، برای سیستم[25]کند. در را بسیار محدود مي

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
13

.3
.1

5 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
98

.1
3.

3.
1.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

11
 ]

 

                             4 / 13

http://dx.doi.org/10.29252/joc.13.3.15
https://dorl.net/dor/20.1001.1.20088345.1398.13.3.1.6
http://joc.kntu.ac.ir/article-1-514-en.html


 ای مجذوری ناپیوستهقطعه بر اساس تابع لیاپانوف پیوسته- زمان آفاینای  های قطعهناحیه جذب کلاس خاصي از سیستمتوسعه 

 محسن محمدیان  اکبر قره ویسي، ملیحه مغفوری فرسنگي،علي ي،فریده چراغي شام

19 
 

 

Journal of Control, Vol. 13, No. 3, Fall 2019  1398، پاییز 3، شماره 13مجله کنترل، جلد 

 

 

IiRXxVپیوسته ii → ، تابع ناپیوسته زیر به عنوان تابع )(:ˆ,

 شودلیاپانوف سیستم معرفي مي

 








=

 iIiIii

ii

XxxV

XxxV
xV

xx

ˆ)(min

)(
)(


 (15) 

که در آن ix XxiΙ ˆ=گردد که چنین تابع لیاپانوف . اثبات مي

ای، بر روی مرزها در جهت میدان برداری کاهشي است. همچنین ناپیوسته

شود که آنالیز پایداری سیستم به کمک این تابع ناپیوسته با نشان داده مي

تری نسبت به تابع لیاپانوف پیوسته متناظرش کاری بسیار پایینمحافظه

به هیچ دانش قبلي از رفتار سیستم بر روی مرزها نیز گیرد و نیاز  صورت مي

 های برداری سیستمآنالیز پایداری تنها بر اساس میدان به طوری کهندارد 

شود. از این پس در این مقاله منظور از تابع لیاپانوف ناپیوسته، انجام مي

یستم ای برای آنالیز پایداری سباشد. در ادامه، قضیه( مي15همان تابع رابطه )

برای تابع  [25]( در فضای دوبعدی، با تعمیم روش آنالیز ارائه شده 13)

 گردد.( پیشنهاد مي15لیاپانوف ناپیوسته )

، تعریف شده بر X( متعلق به فضای دوبعدی 13سیستم ) -1قضیه 

افراز چندوجهي  
IiiX


، Ii، را در نظر بگیرید. اگر برای

RXxVای از توابع پیوسته مجموعه ii  0i، اسكالرهای)(:ˆ→

21و مقادیر اسكالر نامنفي  0و , ijij  ،Iji  ، وجود داشته ,

( صدق کنند، آنگاه برای این 19( تا )16در روابط ) به طوری کهباشند 

ستم، نقطه تعادل مبدأ مختصات پایدار نمایي است و تابع ناپیوسته رابطه سی

 باشد.، تابع لیاپانوف سیستم ميimin،Ii( با نرخ همگرایي 15)

0,0)0( IiVi =  (16) 

IixXxxxV ii  ,0,ˆ,)(
2



 
(17) 

IixXxxVxV iiii − ,0,ˆ),()( 

 
(18) 

0,,,,ˆˆ,

)()()()( 21



+=−

ijji

jijijiijijji

FjiIjiXXx

xfCxfCxVxV





 
(19) 

که 
2

( به مثبت معین بودن )منفي معین  (و عملگر  2به نرم  .

 بودن( اشاره دارد. 

( را به عنوان یک کاندید 15تعریف شده در ) xV)(تابع  -اثبات

( بر معین مثبت بودن 17( و )16برای تابع لیاپانوف در نظر بگیرید. روابط )

)(xV  برای اثبات پایداری کافي است نشان دهیم که [40]دلالت دارد .

( کاهشي است. برای 13در طول همه مسیرهای حالت سیستم )  xV)(تابع  

. در از سیستم را در نظر بگیرید tx)(این منظور، یک مسیر حالت نوعي 

ها تعلق تواند به یک سلول یا به مرزهای بین سلول مي t ،)(txهر لحظه 

داشته باشد. طبق تعریف،  xIcard دلالت بر تعداد عناصر مجموعه 

iXtxدارد. اگر  xIشمارش پذیر  ˆ)(   و  1=xIcard آنگاه ،

)()( xVxV i=  ( 18و بر اساس  ،)0)()(  xVxV ،در نتیجه ،

)(xV اگر [40]باشد کاهشي مي .iΙi Χx
x

ˆ
 دو حالت متفاوت ،

وجود دارد:   2=xIcard  و  2xIcard حالت .

  2=xIcard به این معنا است که مرز بخشي از یک خط است و ،

jiمعادل این است که برای  XXx ˆˆ  ،Iji  ,،ji  ،

0ijF برقرار باشد و  2xIcard یعني مرز یک نقطه است. با

(، شرط کاهشي بودن تابع لیاپانوف در هر دو حالت 19برقراری تساوی )

، بطور X( در13. در نتیجه، همه مسیرهای حالت سیستم )[25]برقرار است  

، به سمت مبدأ مختصات همگرا imin  ،Iiنمایي با نرخ همگرایي  

 ■              رساند.را به پایان مي 1ه این نكته اثبات قضیشوند. مي

 

 تحلیل پایداری و پایدارسازی -4

( را به عنوان یک تابع لیاپانوف 15بیان شده در رابطه ) xV)(تابع 

 کاندید در نظر بگیرید که در آن 

IiRXxxPxxV ii
T

i = ,ˆ,)( 2  (20) 

=33که ماتریس متقارن RPP T
ii صورت به 









=

i
T
i

ii
i

rq

qP
P  (21) 

222 به طوری کهشود تعریف مي   RP,Rq ii  وRri  در .

ناپیوسته فوق، شرایط کافي برای   PWQاین بخش، به کمک تابع لیاپانوف  

  گردد. ( ارائه مي1) آفاینای قطعه آنالیز پایداری و پایدارسازی سیستم

تحلیل پایداری سیستم حلقه باز به کمک تابع   4-1

 ناپیوسته  PWQلیاپانوف 

 ، یاu=0(، با1، برای سیستم )2در قضیه 

0)0(,,ˆ, xxIiXxaxAx iii =+=  (22) 

xAxکه به صورت  i= باشد، شرایط پایداری قابل بازنویسي مي

  آید.ناپیوسته بدست مي PWQتابع لیاپانوف  کمکبه

های ای از ماتریس، مجموعهIiچنانچه به ازای هر -2قضیه 

، مقادیر  iو   iZهای نامنفي  های با درایه، ماتریس33RPiمتقارن  

Ijiو به ازای هر و  iاسكالر نامنفي  , 21، بردارهای, ijij   با

( 23روابط )  به طوری کهد داشته باشند  های نامنفي وجو ابعاد مناسب و درایه

( پایدار نمایي است و مسیرهای 22( برقرار باشد، آنگاه سیستم )28تا )

به سمت مبدأ مختصات ، imin،Iiحالت آن با نرخ همگرایي 

 شود.همگرا مي

0,0,0 Iirq ii ==  (23) 

03 ,,0 IiIiEZEIP ii
T

ii −− 

 
(24) 
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(28) 

(، 28که در ) = kii XXikIkkN ˆˆ,,|   وijH 

 صورت به

jijij
T

jiijij
T

iij ACEACEH 21  +=  (29) 

 گردد. ميتعریف 

تابع لیاپانوف  عنوانبه( را 20ناپیوسته رابطه ) PWQتابع  -اثبات

 کاندید در نظر بگیرید. 

 :0ΙiوiXxبرای  ▪

)0(0کند که باشد و تضمین مي( مي16( معادل )23رابطه ) =iV .

0xEZEx، داریم iXx برای هر کهازآنجایي ii
T

i
T بنابراین ،

مثبت بودن تابع لیاپانوف   باشد که به معنای( مي17( معادل رابطه )25رابطه )

دهد که معادل ( را نتیجه مي18(، رابطه )27. به همین صورت، رابطه )است

 . شرط منفي بودن مشتق تابع لیاپانوف است

 :0Iiو iXxبرای  ▪

iXx،0xEZExبرای  کهازآنجایي ii
T

i
T( 24، رابطه ،)

. به شرط مثبت بودن تابع لیاپانوف استکند که همان ( را برآورده مي17)

 ( برقرار باشد. 18رابطه ) کند که( ایجاب مي26همین صورت، رابطه )

jiبرای  ▪ XXx ˆˆ : 

کند که تابع لیاپانوف ( تضمین مي28، رابطه )[25]از  2بر اساس قضیه

 افزایشي خواهد بود. حالت غیر  ها در راستای مسیربر روی مرزهای سلول 

 iX(، نرخ همگرایي تابع لیاپانوف درون  27( و )26با توجه به روابط )

تابع لیاپانوف به ازای نقاط روی مرزهای  کهازآنجایيباشد. مي iبرابر 

ها، افزایشي ندارد، بنابراین در کل فضای افراز شده سلول 

iΙi XX
x

ˆ
=   نرخ همگرایي ،imin  ،Ii برای تابع لیاپانوف ،

 ■                              گردد.تضمین مي

کننده فیدبک حالت به کمک تابع  طراحي کنترل 4-2

 ناپیوسته  PWQلیاپانوف 

کننده فیدبک ( با کنترل 8، شرایط پایدارسازی سیستم )3در قضیه 

عنوان تابع لیاپانوف ه ( ب20ناپیوسته رابطه ) PWQتابع  کمکبه( 7حالت )

 شود.کاندید، ارائه مي

ظر بگیرید. اگر به ( در ن7( را با وروی کنترل )8سیستم ) -3قضیه 

، 33RPiهای متقارن ای از ماتریس، مجموعهIiازای هر

3های، ماتریسiو iZهای نامنفيهای با درایهماتریس m
i RM

Ijiو به ازای هر و  i، مقادیر اسكالر نامنفي  , 1، بردارهای
ij

2و
ij به طوری کههای نامنفي وجود داشته باشند، با ابعاد مناسب و درایه 

( پایدار نمایي 8( برقرار باشد، آنگاه سیستم کنترل شده )37( تا )30روابط )

به ، imin ،Iiاست و مسیرهای حالت سیستم با نرخ همگرایي 

 شود.سمت مبدأ مختصات همگرا مي

0,0,0 Iirq ii ==
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 گردد. صورت زیر تعریف ميبه ij(، 35که در رابطه )
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( )jjjijij
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iiiijij
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iij
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 (38) 

( پیوستگي سیگنال کنترل را بر روی مرزهای 36رابطه ) -اثبات

)(0کند به این صورت کهها تضمین ميسلول  =− sFMM ijji و بر

xMxM(،10اساس رابطه ) ji jiکه در آن  = XXx ˆˆ  به همین .

های برداری سیستم حلقه بسته بر ( به پیوستگي میدان37صورت، رابطه )

( را 20ناپیوسته رابطه ) PWQها اشاره دارد. حال تابع وی مرزهای سلول ر

 تابع لیاپانوف کاندید در نظر بگیرید.  عنوانبه

 :0ΙiوiXxبرای  ▪

)0(0کند ( است که تضمین مي16( معادل رابطه )30رابطه ) =iV .

0xEZExداریم     iXx برای  کهازآنجایي ii
T

i
T بنابراین رابطه ،

شرط مثبت بودن تابع لیاپانوف باشد که به معنای  ( مي17( معادل رابطه )32)
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دهد که معادل ( را نتیجه مي18(، رابطه )34. به همین صورت، رابطه )است

 . شرط منفي بودن مشتق تابع لیاپانوف استبا 

 :0Iiبرای و iXxبرای  ▪

iXx، 0xEZExبرای هر  کهازآنجایي ii
T

i
T  ،است

شرط مثبت بودن کند که همان ( را برآورده مي17(، )31بنابراین رابطه )

0. همچنین  تابع لیاپانوف است xEEx ii
T

i
T  ( ایجاب 33و رابطه )

 ( برقرار باشد. 18رابطه ) کند کهمي

jiبرای  ▪ XXx ˆˆ : 

( شرط کاهشي بودن تابع لیاپانوف ناپیوسته 19، رابطه )1بر اساس قضیه  

کند. در ادامه با توجه به چندگانه را بر روی مرزهای سیستم برآورده مي

( معادل 35دهیم که رابطه )ناپیوسته، نشان مي PWQتعریف تابع لیاپانوف 

ضرب  sو از راست در Ts( را از چپ در35( است. رابطه )19رابطه )

 کنیم،مي

( ) ( ) sFFssFPPFs ij
T
ijij

T
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T
ijji

T
ij

T +=− 

jiبا توجه به توصیف نواحي مرزی آنگاه  XXx ˆˆ   بر اساس رابطه

 (، داریم:10)

( ) ( )xxxPPx T
ijij

T
ji

T +=−  (39) 

شود. سپس، با گذاری مي( معادل 38( بر اساس )39در رابطه ) ijکه 

 گردد: ( تساوی زیر حاصل مي20( به کمک )39بازنویسي رابطه )
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jiبرای کهازآنجایي XXx ˆˆ  ،0xEi  0وxE j 

xEiباشد، بنابراینمي
T

ij )( 1  وxE j
T

ij )( 2  مقادیر اسكالر نامنفي
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 ( را به شكل زیر بازنویسي نمود40توان رابطه )حال مي
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(41)  

)با تعریفکه  )Ti
T

ijij xE)(2 11  )و = )Tj
T

ijij xE)(2 22  = 

 ( برای19(، رابطه )41)تساوی و جایگذاری آنها در 

)()()( iiiiiii mBaxMBAxf و  =+++

)()()( jjjjjjj mBaxMBAxf آید. با بدست مي =+++

، پایداری نمایي سیستم 1( و طبق قضیه 19( تا )16برآورده شدن روابط )

رایي تابع (، نرخ همگ34( و )33گردد. بر طبق روابط )حلقه بسته تضمین مي

تابع لیاپانوف به ازای  کهازآنجایيباشد. مي iبرابر  iXلیاپانوف درون 

( با 8ها افزایشي ندارد، بنابراین، سیستم )نقاط روی مرزهای سلول 

( با نقطه تعادل مبدأ مختصات پایدار نمایي است و 7) کننده پیوستهکنترل 

ناپیوسته در  PWQ برای تابع لیاپانوف، imin ،Iiنرخ همگرایي 

iΙiکل فضای افراز شده  XX
x

ˆ
= د. گرد، تضمین مي■ 

Iji، چنانچه به ازای هر 3و  2های در قضیه: 4 تذکر , ،

0,0 21 == ijij   آنگاه شرایط پایداری سیستم، معادل با شرایط باشد ،

 باشد. پیوسته مي PWQپایداری بر اساس تابع لیاپانوف 

 

  محاسبه تخمین ناحیه جذب -5

)()(سیستم  xftx =  با نقطه تعادل مبدأ مختصات را در نظر

های مختلف تحلیلي و عددی زیادی جهت تخمین ناحیه بگیرید. روش

ها مبتني پایدار ارائه شده است. بسیاری از این روش تعادل  جذب یک نقطه

وسیله آن ناحیه جذب حول نقطه تعادل ه  بر تعریف تابع لیاپانوف است که ب

را در نظر بگیرید.  xV)(وف معین مثبت گردد. تابع لیاپانمحاسبه مي

ای دشوار است عموما  تخمین ناحیه جذب، مسأله کهازآنجایي

شود. طبق قضیه لاسال برای ای از ناحیه جذب تخمین زده ميزیرمجموعه

صورت زیر  که به c)(محدود  ی، مجموعه[42]های پایا مجموعه

و  xV)(ی سطح تابع لیاپانوفتعریف شده است، مجموعه

 باشد.ای از ناحیه جذب سیستم ميزیرمجموعه

  0,)(|)( = ccxVRxc n
 (42) 

}|)(0{صورت ب D− یفرض کنید مجموعه  xVRxD n=− 

در   D−ی  روی مرز ناحیه  xتعریف شود، واضح است که هر عضو مانند

)(0رابطه  =xV کند. اعضایي از مجموعه صدق مي)(c که عضو
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−D دهند و هر مسیر رها شده در آن ای پایا را تشكیل ميباشند مجموعه

به نقطه تعادل مبدأ مختصات همگرا خواهد شد. یک تخمین مناسب، 

است، چنانچه این تخمین مناسب  D−واقع در c)(ترین ناحیه بزرگ

 نشان داده شود رابطه زیر برقرار است: estDبا 

)( *cDest =  (43) 

−است که به ازای آن  cمقدار ماکزیمم  c*که در آن  DDest 

 :[43]شود سازی زیر حل ميبهینه مسأله c*باشد. برای محاسبه

}0)(|{}0{

,)(

..

sup*

 xVxD

Dc

ts

cc

=



=

−

−
 (44) 

 صورتای بههای چندجملهای از ناحیه جذب سیستم، تخمین بهینه[44]در  

0),(,0)(..

))((sup)(
)(

*



=

xcxxVts

cvolumec
xV


 (45) 

))((ارائه شد که در آن   cvolume   ناحیه    1به حجم)(c   .اشاره دارد

ای از ناحیه جذب بوسیله ماکزیمم کردن حجم بنابراین، تخمین بهینه

ذکر است که برای شود. قابل ابع لیاپانوف حاصل ميی سطح تمجموعه

PxxxVتابع لیاپانوف مجذوری T=)(تعریف شده در ،nRX  ،

sup))((min)(تساوی Ptracecvolume =  برقرار است. با

معادل   c)((، ماکزیمم کردن حجم 1توجه به ساختار دوبعدی سیستم )

تابع   با بكارگیریماکزیمم گردد.    Xدر    c)(با این است که مساحت 

، تخمین u=0(، با 1لیاپانوف مجذوری مشترک برای سیستم )

، که همان Ptrace)(سازی نیممجذب سیستم با مي ترین ناحیهبزرگ

که  طورهمانشود. البته است، محاسبه مي Pیمجموع مقدارهای ویژه 

کاری بالایي در ذکر شد، تابع لیاپانوف مجذوری مشترک محافظهقبلا 

( دارد. با توجه به ساختار 22آنالیز و در نتیجه تخمین ناحیه جذب سیستم )

, 23]. در [24](، ناحیه جذب آن غیرمحدب است 1سیستم ) آفاینای قطعه

، آفاینای های قطعه، برای یافتن تخمین بهینه ناحیه جذب سیستم[46, 45

سازی بهینه مسأله
Ii

iPtrace )(min  مطرح شده است که در آن

)(سازی مجموع نیمممسأله مي iPtrace  با توجه به شرایط پایداری حل

سازی با هدف شود که مسأله بهینهگردد. در این مقاله پیشنهاد ميمي

)(ترین سازی بزرگنیمممي iPtrace  لحاظ گردد. در ادامه تابع

دو مسأله  لیاپانوف مناسب جهت تخمین و توسعه ناحیه جذب با حل

( و سیستم حلقه بسته 22به ترتیب برای سیستم حلقه باز ) BMIسازی بهینه

 آید. ، بدست مي2و مسأله  1الب مسأله (، در ق 7( با ورودی کنترل )8)

(، حول 22سازی تخمین ناحیه جذب سیستم )مسأله بهینه :1مسأله 

 ، با هدف محاسبه2مبدأ مختصات بر اساس تعاریف ارائه شده در قضیه 

 
1 Volume 

iP،،i ،i ،1
ij ،2

ij وi  برایIi  به صورت زیر ارائه
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( ) ( )
,0,,,

,,0

,,,

0

,,0

,,,0

,,0,0

,,)(

,0

..

min

0

0

02

03

0



+=−

+++



+++

−−

−−

==





iji

ij
T
ijij

T
ijijji

T
ij

iiii
T

iiii
T

i

iiii
T

iiii
T

i

ii
T

ii

ii
T

ii

ii

i

FNjIi

FHHFFPPF

IiPEEAPPA

IiIi

PEEAPPA

IiEZEIP

IiIiEZEIP

Iirq

IiPtrace

ts























 
(46)  

سازی زیر در خصوص توسعه ناحیه جذب سیستم مسأله بهینه  :2مسأله  

( بر اساس 7کننده فیدبک حالت پیوسته )( با طراحي کنترل 8حلقه بسته )

، iM ،iP، ،iو با هدف محاسبه  3تعاریف ارائه شده در قضیه 

i ،1
ij ،2

ij وi  برایIi شود:پیشنهاد مي 
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(47) 

(، متناظر با تابع 1تخمین ناحیه جذب سیستم ) بزرگترین: 5تذکر  

سطح  ، مجموعه2و1ناپیوسته بدست آمده از مسأله  PWQلیاپانوف 

)( *c صورت زیر تعریف شده است:باشد که بهمي 

},,|{)( ** IiXxcxPxxcD ii
T

est ==  (48) 

ترین مقداری است بزرگ c*است و XestDواضح است که

گردد. محصور مي Xدر فضای c)(ی سطح که به ازای آن مجموعه
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ی ی بسته(، مجموعه1با توجه به ساختار دوبعدی سیستم )

},,|{)( ** IiXxcxPxxc ii
T =  دارای بیشترین

باشد که همان تخمین بهینه ناحیه جذب مي Xمساحت در ناحیه کاری 

را با عدد  cالگوریتمي نوشته شده است که  c*است. برای انتخاب

 های بعدیکند و سپس در گاماسكالر مثبت کوچكي مقداردهي اولیه مي

اولین مقداری است که به  c*دهد.را اندکي افزایش مي cهر بار مقدار 

 .شودمماس مي Xبر مرزهای  c)(ازای آن 

0,0، با فرض 4با توجه به تذکر  21 == ijij   مسألهو حل دو 

( حول مبدأ مختصات را توسط 1توان ناحیه جذب بهینه سیستم )مي، 2و1

های رود که تخمینپیوسته نیز بدست آورد. انتظار مي PWQتابع لیاپانوف 

ناپیوسته بزرگتر از  PWQبهینه بدست آمده به کمک تابع لیاپانوف 

 زیرا  پیوسته باشد،  PWQهای بهینه بدست آمده توسط تابع لیاپانوف  تخمین

ناپیوسته محدودیت کمتری نسبت به تابع لیاپانوف  PWQتابع لیاپانوف 

PWQ   1پیوسته دارد که در آن
ij   2و

ijپذیرد. ، فقط مقادیر صفر را مي

 شود.سازی بررسي ميوضوع با ارائه دو مثال در بخش شبیهاین م

 

 سازینتایج شبیه -6

   سیستم -1مثال 

10,10,

)(sat

21

21212

211

−





+++=

+=

xx

xxedxcxx

bxaxx




 (49) 

 گردد. صورت زیر تعریف مي به  xsat)(را در نظر بگیرید که در آن تابع 









−−

−



=

11

11

11

)(

x

xx

x

xsat  (50) 

 شوددامنه به سه زیرناحیه زیر افراز مي xsat)(دلیل وجود تابع ه ب

 
 
 ,1:ˆ

,11:ˆ

,1:ˆ

21
2

3

21
2

2

21
2

1

+=

+−=

−+=

xxRxX

xxRxX

xxRxX

 

20و  I=}3,2,1{که در آن  =Iبرای زیرسیستم  ،. همچنین 

11, 21 +−








++
= xxx

edec

ba
x  (51) 

شامل مبدأ مختصات است، مقداردهي  تعریف شده و 2X̂که در ناحیه 

abcdتصادفي متغیرهای  ای انجام شده است که این به گونه eو,,,

(، 2زیرسیستم پایدار باشد. واضح است که با وجود پایداری زیرسیستم )

ارد. هدف ها وجود ندهیچ تضمیني برای پایداری این مجموعه از سیستم

برای آنها   1این مثال این است که با تولید تعداد زیادی سیستم و حل مسأله  

 
1 relaxation 

ای منصفانه میان پیوسته و ناپیوسته، مقایسه PWQتوابع لیاپانوف  کمکبه

این دو روش تخمین ناحیه جذب سیستم صورت گیرد. بدین منظور، صد 

تصادفي تولید شده است   بطورمطابق با توصیف فوق    آفاینای  سیستم قطعه

l. برای [47]گردد حل مي  YALMIPها توسط برای این سیستم 1 و مسأله

1001امین سیستم،  l مساحت ناحیه جذب بهینه حاصل از تابع ،

و مساحت ناحیه جذب بهینه حاصل از  lSC)(پیوسته را  PWQلیاپانوف 

در نظر بگیرید. تفاضل این دو  lSD)(ناپیوسته را  PWQتابع لیاپانوف 

 گردد. مساحت به صورت زیر تعریف مي

)()( lSlSDS CD −=  (52) 

 رسم شده است.  lبر حسب  DSای ، نمودار میله1در شكل 

 
 lبر حسب  DSای تفاضل مساحتنمودار میله: 1شكل 

صد سیستم منتخب، تعداد شصت و ، از میان یک1با توجه به شكل 

ناپیوسته در مقایسه با روش  PWQبا استفاده از تابع لیاپانوف  یک سیستم

اند و در باقي پیوسته متناظرش به تخمین بزرگتری از ناحیه جذب رسیده 

دهد که ها ناحیه جذب یكسان بدست آمده است. این مثال نشان ميسیستم

ای در تخمین ناحیه جذب سیستم حلقه ش پیشنهادی بهبود قابل ملاحظهرو

 1کاری ایجاد کرده که این کاهش بدلیل خفیف کردنباز و کاهش محافظه

 باشد.شرط پیوستگي تابع لیاپانوف بر روی مرزها مي

 با اشباع واحد زیر را در نظر بگیرید. آفاینای سیستم قطعه -2مثال

3,3,

0

1

)(

0

19.0

12

21

212

1

2

1











+









−
+
















=









xx

u
xxsatx

x

x

x





 (53) 

و محاسبه تخمین بهینه ناحیه جذب  2و  1در این مثال حل دو مسأله 

پیوسته و ناپیوسته مورد نظر است. حل   PWQتابع لیاپانوف    کمکبهسیستم  

 ، مساحت1. با حل مسأله [48]انجام شده است  PENBMIمسأله توسط 

جذب سیستم حول مبدأ مختصات برای هر دو   های بهینه برای ناحیهتخمین

قابل  2باشد که در شكل یكسان ميبا تابع لیاپانوف پیوسته و ناپیوسته تقری

 مشاهده است.
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ناپیوسته    PWQتابع لیاپانوف    کمک به ناحیه جذب سیستم حلقه باز  :  2شكل  

 چین(پیوسته )خط  PWQتابع لیاپانوف   کمک بهضخیم( و )خط 

کننده فیدبک حالتکنترل ، ضرایب  Ii، به ازای هر2با حل مسأله  

iM های و ماتریسiP  متناظر با تابع لیاپانوفPWQ  پیوسته به صورت

 :زیر بدست آمده است

8.4244]    13.2212-  [-4.6589=1M 

0]    1.5082-   [-5.9894=2M 

8.4244]-   13.2212-  [-4.6589=3M 

















6.3095    6.2849-   2.4619-

6.2849-   19.9699   3.4774

2.4619-   3.4774    2.0541

=1P 










13.7096   0.9908 

0.9908    13.2875
=2P 

















6.3095    6.2849    2.4619

6.2849    19.9699   3.4774

2.4619    3.4774    2.0541

=3P 

ناپیوسته   PWQمتناظر با تابع لیاپانوف    iPو   iMهای و همچنین ماتریس

 .به صورت زیر بدست آمده است

2.8199]    3.0561-   [-0.4708=1M 

0]    7.3693-   [-8.5203=2M 

2.8199]-   3.0561-   [-0.4708=3M 

















6.3095    6.2849-   2.4619-

6.2849-   19.9699    3.4774

2.4619-    3.4774     2.0541

=1P 










13.7096   0.9908

0.9908    13.2875
=2P 

















6.3095    6.2849    2.4619

6.2849    19.9699   3.4774

2.4619    3.4774    2.0541

=3P 

 

ترتیب مسیرهای حالت سیستم حلقه باز، سیستم حلقه ، به3در شكل 

پیوسته و سیستم حلقه بسته  PWQبسته پایدار شده به کمک تابع لیاپانوف 

ناپیوسته با شرط اولیه PWQپایدار شده به کمک تابع لیاپانوف 

Tx ]22[0 ملاحظه  3که در شكل  طورهمان .اندرسم شده  =−

کننده فیدبک حالت پایدار ( به کمک کنترل 53شود، سیستم ناپایدار )مي

 شده است.

 
 ب                                  ج         الف                                 

Txمسیرهای حالت رسم شده به ازای شرط اولیه  :30شکل  ]22[0 −= 

تابع لیاپانوف   توسط برای الف( سیستم حلقه باز ب( سیستم حلقه بسته پایدار شده 

PWQ  تابع لیاپانوف توسط پیوسته ج( سیستم حلقه بسته پایدار شدهPWQ  

 ناپیوسته

 

های جذب توسعه یافته سیستم حلقه بسته متناظر با توابع لیاپانوف ناحیه

PWQ  و مساحت  به تصویر کشیده است 4پیوسته و ناپیوسته در شكل

 آورده شده است. 1از آنها نیز در جدول ل حاص

 
تابع لیاپانوف   کمک بهناحیه جذب گسترش یافته سیستم حلقه بسته  :4شکل 

PWQ  تابع لیاپانوف  کمک بهضخیم( و ناپیوسته )خطPWQ  چین(پیوسته )خط 

 

  PWQابع لیاپانوف ومساحت ناحیه جذب توسعه یافته بهینه برای ت :1جدول 

 پیوستهو ناپیوسته 
 

Lyapunov function Type Areas of the DA 

Continuous PWQ 10.54 

Discontinuous PWQ 16.42 

 

مساحت ناحیه جذب توسعه یافته بهینه برای تابع ، 1با توجه به جدول 

پیوسته  PWQو برای تابع لیاپانوف  42/16ناپیوسته برابر  PWQلیاپانوف 

این نكته است که استفاده از تابع  مؤیدّگردد که محاسبه مي 54/10برابر 
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مین ناپیوسته در مقایسه با روش پیوسته متناظرش به تخ PWQلیاپانوف 

 بزرگتری از ناحیه جذب منجر شده است.

     

 گیری  نتیجه -7

کننده فیدبک حالت، ناحیه جذب در این مقاله، با طراحي کنترل 

پیوسته توسعه داده شد. روش -دوبعدی و زمان آفاینای های قطعهسیستم

ناپیوسته برای تخمین و  PWQپیشنهادی شامل استفاده از تابع لیاپانوف 

ترین تخمین یا تخمین بهینه ناحیه گسترش ناحیه جذب و یافتن بزرگ

های تخمین ناحیه ی سطح تابع لیاپانوف بود. مسألهمجموعه  کمکبهجذب  

حل شد. سپس،  BMIه بسته در قالب جذب سیستم حلقه باز و حلق

ی سطح تابع لیاپانوف محصورشده در فضای کاری ترین مجموعهبزرگ

عنوان تخمین بهینه ناحیه جذب لحاظ شد. محاسبه ه محاسبه گردید و ب

ناپیوسته، از انعطاف   PWQتابع لیاپانوف    کمکبهتخمین بهینه ناحیه جذب  

رخوردار بود زیرا شرط ی متناظرش ببیشتری نسبت به روش پیوسته

است که این  کارانهپیوستگي تابع لیاپانوف بر روی مرز شرطي محافظه

که تابع لیاپانوف ازآنجایي .به تصویر کشیده شد موضوع در قالب مثال 

PWQ نوع توابع جهت آنالیز  ترینپیوسته از جمله موثرترین و رایج

باشد، با ای آفاین ميهای قطعهکننده برای سیستمپایداری و طراحي کنترل 

کاری کمتر، نتایج جایگزیني قیود پیوستگي تابع لیاپانوف با قیدی با محافظه

 بهتری حاصل شد.
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