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اند. قرار گرفته نياز محقق یاريمورد توجه بس هاستميس نيا رياخ یهادر سال ،يچندعامل یهاستميس یکاربرد گسترده ليبه دل: چکیده

 قيتحق نيرو در ا نياست. از ا هاستميس نيدر ا يدوبخش یبندشيمطرح شده، آرا يچندعامل یهاستميس ینهيکه در زم ياز جمله مسائل

 كرديقرار گرفته است. در رو يمورد بررس رو،يپ-رهبر كرديمرتبه دو، با رو يرخطيغ يچندعامل یهاستميس يدوبخش یشدهعيتوز یبندشيآرا

ها با عامل یدار است . با توجه به عدم ارتباط همهجهت زيها نعامل نيب ياند و گراف ارتباطدر نظر گرفته شده رهمگنيها غشده، عامل هيارا

رهبر استفاده شده است.  کيناميد نيجهت تخم ،يمتناهگر زمانمشاهده کياطلاعات رهبر، در هر عامل از  یبازسازرهبر گروه، به منظور 

شود، يم ستميس ييعملكرد و کارا شيمنجر به افزا يعمل یاز کاربردها یاريدر بس يمتناهزمان كردياستفاده از رو نكهيبا توجه به ا نيهمچن

با استفاده از  یتئور جينتا ،. در انتهاگردديم یبندشيبودن آرا يمتناهاستفاده شده که منجر به زمان ناليمتر يکننده مود لغزشاز کنترل

 شود. يبررس زيقرار گرفته تا صحت روابط به دست آمده ن ليتحلو  هيمورد تجز یسازهيشب

 .ناليترم يکنترل مود لغزش ،يمتناهزمان یداريپا ،يدوبخش یبندشيآرا ،يچندعامل یهاستميسکلمات کلیدی: 

Finite-Time Bipartite Formation of Nonlinear Heterogeneous 

Multi-Agent Systems 

Mohammad Reza Mehrabi Koushki, Javad Askari, Marzieh Kamali 

 

Abstract: Due to their extended use, nowadays, Multi-Agent Systems have attracted the attention 

of many researchers. Bipartite formation is one of the interesting fields of Multi-Agent Systems that 

has been raised within a decade. In this research, the distributed bipartite formation of Multi-Agent 

Systems was investigated by a leader-follower approach. Heterogeneous agents in this approach have 

second-order nonlinear dynamics, and the communication graph between the agents is also a 

structurally balanced signed directed graph. Because of the distributed approach of the controller and 

the lack of existing communication between the leader and all of the followers, a finite-time observer 

is used to estimate the leader's dynamic in finite time. Also, because a finite-time approach increases 

performance and efficiency in many practical applications, a terminal sliding mode controller 

provides finite-time formation. Finally, the validity of the theoretical results is illustrated by 

simulation examples. 
 

Keywords: Multi-Agent Systems, Bipartite formation, Finite-time stability, Terminal sliding 

mode control. 
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 مقدمه -1

س یدر محدوده 1يچندعامل یهاستميس س یهانهياز زم يعيو  يمهند

 طيمح ،یوتريکامپ یهاشببببكه ،يكيهوشبببمند الكتر یهاهمچون شببببكه

ش یماهايو هواپ يكيولوژيب یهاستميس ،یشهر سرن مورد توجه  ن،يبدون 

 نيمتشببكل از چند يچندعامل سببتميسبب کي. [3-1]اند قرار گرفته نيمحقق

 يحت ايعامل و  کي یکه برا يعامل هوشببمند اسببت و قادر به انجام اهداف

  .باشدياست، م رممكنيغ ايدشوار و  یامر كپارچهي ستميس کي

که در  ،یبندشيآرا ،يچندعامل یهاسببتمياهداف مرتبط با سبب نيدر ب

ست یها برااز عامل يآن گروه س يابيد شكل هند مورد نظر اقدام و با  يبه 

 یکاربرد یکاربرد گسببترده در موارد ليبه دل کنند،يم یهمكار گريكدي

و حمل و نقل هوشمند، از  یسنسور یهاهوافضا، شبكه ک،يهمچون ربات

 نيفراوان محقق یها. به رغم تلاش[5-3]برخوردار اسببت  يخاصبب تياهم

عامل یهاسبببتميسببب ینهيدر زم ند در کنترل  يفراوان یهاچالش ،يچ

به  توانيها مچالش نيا یوجود دارد. از جمله هاستميس نيا یبندشيآرا

 یهاسبببتمياز سببب يکه در برخ ،يبه هدف کنترل دنيرسببب یزمان لازم برا

 نيانجام شبببود، اشببباره نمود. همچن 2يزمان متناه رد يسبببتيبا یکاربرد

مل ييهمگرا به خروجعا ناه يها  مان مت به افزا ،يمطلوب در ز  شيمنجر 

در برابر اغتشاش  زيرا ن ستميس تيها شده و حساسعامل نيدر ب يهماهنگ

  .[7, 6] دهديکاهش م

اسبت که در آن  یبندشياز آرا ينوع خاصب ،يدوبخشب یبندشيآرا

هر دسته در  شده و ميبه دو دسته تقس ،يوستگيها با حفظ ارتباط و پعامل

شببده را به  نييتع شياز پ شينسبببت به مرکز مختصببات، آرا نهيقر ينقاط

 سبببتميهمچون سببب یدر موارد یبنببدشينوع آرا ني. ارنببديگيخود م

شت ،يكيولوژيب یهاستميس ،يدو حزب یريگیرا س يزنگ پهپادها  ميو تق

مل نيدر دو گروه و همچن عا کت  مانع در حر با  ها مطرح عدم برخورد 

 .[11-8] شوديم

گراف  شياز نما يدوبخش یبندشيآرا ليمراجع جهت تحل شتريدر ب

که شرط  شوديها استفاده معامل نيب يگراف ارتباط انيب یدار براعلامت

متعادل بودن سبباختار گراف  ،يدوبخشبب یبندشيحصببول آرا یلازم برا

 يمتناهزمان يدوبخش یبندشيشرط آرا ني. با ا[13, 12]دار است علامت

ست. آرا انيب [9]در  يخط یهالعام یبرا ش یبندشيشده ا  یبرا يدوبخ

 کيناميو با د يرخطيغ يچند خروج یچند ورود یهااز عامل یادسبببته

س زين نينامع ست  يبرر با  ريمتغ یبندشي، آرا[13]در  ني. همچن[12]شده ا

مان دوبخشببب مل یبرا يز با دناه یهاعا  يرخطيغ نينامع کيناميمگن 

 ريگانتگرال يتناسب يقيکننده تطبکنترل کياز  [13]شده است. در  يبررس

. ابدي شيافزا ينسبت به اغتشاش خارج ستميبودن ساستفاده شده تا مقاوم 

 يخط یهاستميس يدوبخش یبندشيها، آراعامل کيناميد نيبا تخم [14]

توسعه داده است. در  ستميس یهادر دسترس نبودن حالت طيشرا یرا برا

 ،رهبر کيناميزدن د نيتخم وهي، به علت شبب[14]شببده  يمعرف هکنندکنترل

 
1 Multi-Agent Systems 

لت توز حا جانب ييهمگرا زين [15]. در شبببوديخارج م شببببدهعياز   يم

توام با اغتشاش انجام شده  يرخطيغ یهاعامل یبرا يدوبخش یبندشيآرا

 است.

کببه  [14, 9, 8]مطببالعببه، برخلاف  نيشببببده ا شبببنهبباديدر روش پ

 یهاانجام شده است، عامل يخط یهاستميس یبرا يدوبخش یبندشيآرا

در نظر گرفته شبببده  یپارامتر ينينامع یدارا يرخطيغ کيناميناهمگن با د

 ينامتناه در زمان یبندشيآرا ييهمگرا [15, 13, 12]در  نياسببت. همچن

 یکاربرد يعمل یهاستمياز س يممكن است در برخ هک رديگيصورت م

شد. بنابرا ستاوردها و  ن،ينبا به در نظر  توانيپژوهش م نيا ینوآور اياز د

مل عا مان  با د یهاگرفتن همز ندشيآرا ،يرخطيغ کيناميناهمگن   یب

 شيافزا جهيو در نت يچندعامل سببتميسبب يمتناهزمان ييهمگرا ،يدوبخشبب

ماهنگ مل نيدر ب يه و  یورودجبران اثر اغتشبببباش در  نيو همچن هاعا

 اشاره کرد. ستميمدل س یهاپارامتر ينينامع

س ست: در بخش دوم  نيمقاله به ا يمابق یمحتو یبند ميتق صورت ا

و صببورت  اتيمورد اسببتفاده، فرضبب یهاگراف، لم یهياز نظر یامقدمه

در بخش سوم  ياصل جيگفته شده است. نتا يدوبخش یبندشيآرا یمسئله

 ياهمتنگر و اثبات زمانکننده، مشاهدهکنترل ياند که شامل معرفشده انيب

ستفاده از شبشوديم يدوبخش شيآرابودن   ،یسازهي. در بخش چهارم با ا

و ارائه  یبنددر انتها هم به جمع شبببده و يبررسببب یتئور جيصبببحت نتا

 ادامه کار پرداخته شده است. یبرا شنهاداتيپ

 

 مفاهیم اولیه و مسئله تحت بررسی -2

 گرافنظريه  -1-2

𝒢دار دار و علامتگراف جهت = (𝒱, ξ, 𝐴)تايي مجموعه ، از سه

𝒱رئوس  = {𝕧1, … , 𝕧𝑁}های ، مجموعه يالξ های و ماتريس وزن

𝒢 ،𝕧𝑖𝑗در گراف  .تشكيل شده است 𝐴گراف  = (𝕧𝑖 , 𝕧𝑗) ∈ ξ يعني 

ارسال اطلاعات بيانگر وارد شده است و  𝑖خارج و به راس  𝑗يالي از راس 

ها دارای در گراف مذکور، هر يک از يال باشد.مي 𝑖به راس  𝑗از راس 

با  ، يالبين رئوس گراف برای بيان ارتباط همكاری باشند کهمي 𝑎𝑖𝑗وزن 

ها ، يال با وزن منفي بين عاملهابين آن وزن مثبت و برای بيان ارتباط رقابتي

𝑎𝑖𝑖. همچنين متصل است = ماتريس لاپلاسين گراف باشد. مي 0

ℒ، با 𝒢دار علامت = [𝑙𝑖𝑗] شود که در آننمايش داده مي 

𝑙𝑖𝑗 = {
∑ |𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

          ∀𝑖 = 𝑗

    −𝑎𝑖𝑗               ∀𝑖 ≠ 𝑗

 (1) 

 .باشديتعداد رئوس گراف م Nو 

2 Finite time 
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ساختاری متعادل است هرگاه بتوان دارای  𝒢گراف  -1تعریف 

𝒱1تقسيم کرد که  𝒱2و  𝒱1ی رئوس گراف را به دو دسته ∪ 𝒱2 = 𝒱 

𝒱1و  ∩ 𝒱2 =  ، به نحوی که∅

{
𝑎𝑖𝑗 ≥ 0      ∀ 𝕧𝑖 , 𝕧𝑗 ∈ 𝒱𝑞(𝑞 ∈ {1,2})                          

𝑎𝑖𝑗 ≤ 0      ∀ 𝕧𝑖 ∈ 𝒱𝑞 , 𝕧𝑗 ∈ 𝒱𝑟 , 𝑞 ≠ 𝑟(𝑞, 𝑟 ∈ {1,2})
 (2) 

 .[16]باشد 

 به صورت 𝐷 قطری ماتريس با تعريف

𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, … , 𝑑𝑁) (3) 

𝑑𝑖که در آن  = 𝕧𝑖اگر  1 ∈ 𝒱1  و𝑑𝑖 = 𝕧𝑖اگر  1− ∈ 𝒱2، 

در آنگاه  ،دارای ساختاری متعادل باشد 𝒢اگر گراف  توان نشان داد کهمي

عناصر قطری  𝐷ℒ𝐷تمامي عناصر نامنفي و در ماتريس  𝐷𝐴𝐷ماتريس 

 .[16] هستندنامنفي و عناصر غيرقطری نامثبت 

متناهي در اين پژوهش، برای اثبات همگرايي زمان: 1تذکر 

ها از رهبر آن گرافي یهای پيرو را با توجه به فاصلهبندی، عاملآرايش

برای مثال در  کنيم.نقسيم مي mتا  1ح وگروه در گراف ارتباطي، به سط

های ، عامل1سطح 3و  1های رهبر گروه راس شماره صفر، عامل 1شكل 

 هستند. 3سطح 6و  5های و عامل 2سطح 4و  2

 متناهيپايداری زمان -2-2

 سيستم ديناميكي

𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡)) (4) 

𝑓(0)را در نظر بگيريد که در آن  = متناهي، . در پايداری زمان0

شود که به شرايط اوليه سيستم برای سيستم تعريف مي 𝑇(𝑥0)نشست زمان

ی زماني های سيستم در بازهمتناهي يعني حالتوابسته است. پايداری زمان

[𝑡0, 𝑇(𝑥0))  پايدار باشند و در زمان متناهي𝑇(𝑥0)  به نقطه تعادل

 . به عبارت ديگر؛[17]سيستم ميل کنند 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇(𝑥0)

𝑥(𝑡) = 0 (5)  

𝑉:𝒟تابع پيوسته و مثبت معين  گيريم -1 لم → ℝ  وجود داشته

 که در شرط باشد

𝑉̇(𝑥) + 𝑐(𝑉(𝑥))𝛼 + 𝑘𝑉(𝑥) ≤ 0, 𝑥 ∈ 𝛶\{0} (6)  

𝑐اعداد به ازای  > 𝑘و  0 ≥ 𝛼و  0 ∈ و همچنين يک  (0,1)

Υهمسايگي باز  ∈ 𝒟 نقطه تعادل  صدق کند. در اين صورت ،حول مبدا

 وابطمتناهي است و زمان نشست سيستم از رسيستم پايدار زمان

𝑇(𝑥0) ≤
1

𝑐(1 − 𝛼)
𝑉(𝑥0)

1−𝛼 , 𝑥0 ∈ 𝛶, 𝑘 = 0 (7)  

𝑇(𝑥0) ≤
𝑙𝑛 (1 +

𝑘
𝑐

𝑉(𝑥0)
1−𝛼)

𝑘(1 − 𝛼)
, 𝑥0 ∈ 𝛶, 𝑘

≠ 0 

(8)  

𝒟علاوه اگر کند. به پيروی مي = ℝ𝑛  و𝑉  بيكران شعاعي باشد آنگاه

 .[18, 6] متناهي سراسری خواهد بودمبدا پايدار زمان

 مسئله تحت بررسي -3-2

𝑁سيستم چندعاملي با  + را در  پيرو 𝑁، شامل يک رهبر و عامل 1

به  آنکه ديناميک  گيريم. رهبر گروه را عامل صفر در نظر مينظر بگيريد

 صورت

𝒙̇0 = [
𝑝̇0

𝑣̇0
] = [

𝑣0

𝑓0(𝑡) + 𝑔0(𝒙0)𝑢0
] (9) 

 ها به صورتعامل بقيه ديناميک و

𝒙̇𝑖 = [
𝑝̇𝑖

𝑣̇𝑖
] = [

𝑣𝑖

𝑓𝑖(𝒙𝑖) + 𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖 , t) + 𝑔𝑖(𝒙𝑖)𝑢𝑖
] ,

𝑖 = 1,… , 𝑁  

(10) 

𝒙0است.  ∈ ℝ2  بردار حالت رهبر گروه که متشكل از موقعيت𝑝0  و

𝒙𝑖،رهبر ديناميک سيگنال ورودی 𝑣0، 𝑢0سرعت  ∈ ℝ2  نيز بردار

سيگنال  𝑢𝑖 و 𝑣𝑖و سرعت  𝑝𝑖های پيرو متشكل از موقعيت حالت عامل

 ها وبرای عاملنامعلوم  𝑓0(𝑡)، (9)باشد. در های پيرو ميورودی عامل

|𝑓0̇(𝑡)| مشتق آن در رابطه ≤  𝑓𝑚̇𝑎𝑥  با فرض معلوم بودن𝑓𝑚̇𝑎𝑥  صدق

 دار به صورتنيز کران 𝑔0(𝒙0)𝑢0 همچنين کند.مي

 |𝑔0(𝒙0)𝑢0| ≤ 𝑔𝑚𝑎𝑥𝑢0,𝑚𝑎𝑥 (10)باشد. در و کران آن معلوم مي ،

𝑓𝑖(𝒙𝑖)  و𝑔𝑖(𝒙𝑖) در حالت نامي و  معلوم توابع پيوسته و غيرخطي

𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖 , t)  باشد که مي هاعامل)و يا نامعيني ديناميک( سيگنال اغتشاش

 دار به صورتکران

|𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖 , t)| ≤  𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥   ∀𝑖 = 1,… , 𝑁 (11) 

 باشد.مي 𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥 مشخص کران با

، گوييم (10)و  (9) با معادلات برای سيستم چند عاملي -2تعریف 

 اگر است به دست آمدهبندی دوبخشي آرايش

lim
𝑡→∞

𝒙𝑖 − 𝒉𝑖 − 𝑑𝑖𝒙0 = 0,   ∀𝑖 = 1,… , 𝑁 (12) 

𝒉𝑖 در آن که = [
ℎ𝑖

0
 بندیی آرايشاز پيش تعيين شده و سرعت فاصله [

 .[8] است (3)در  𝐷عناصر قطری ماتريس  𝑑𝑖و 

 
 دار با ساختار متعادلدار و علامتگراف جهت -1شكل 

2

4

3

510

6

1

1 1

1

1

1

1 1

-1

-1
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را به نحوی کنترل کنيم  𝑁تا  1های خواهيم عاملدر اين پژوهش مي

 2شكل در  بندی دوبخشي را به خود بگيرند.متناهي آرايشکه در زمان

ها نمايش ای از عاملبندی دوبخشي دستهموقعيت اوليه و پس از آرايش

ها با رهبر به صورت همكاری داده شده که در آن سه عامل که رابطه آن

دا ها قرينه رهبر گروه را نسبت به مباست، رهبر گروه را و مابقي عامل

 کنند.مختصات، با آرايشي از پيش تعيين شده دنبال مي

دار با دار و علامتگراف مورد استفاده يک گراف جهت -1 فرض

دار نيز ساختاری متعادل است و همچنين شامل يک درخت فراگير ريشه

 باشد.ريشه درخت مي ،هست که رهبر گروه

ارتباطي به  به دليل ساختار گراف ارتباطي، ماتريس لاپلاسين گراف

 صورت

ℒ = [
ℒ11 ℒ12

ℒ21 ℒ22
] = [

0 𝟎𝑁
𝑇

ℒ21 ℒ22
] (13) 

های پيرو به رهبر، سطر به دليل عدم وجود ارتباط از عامل شود کهنوشته مي

ℒ22زير ماتريس  اول ماتريس لاپلاسين صفر است. همچنين ∈ ℝ𝑁×𝑁 

ℒ21 بردار وهای پيرو با يكديگر بيانگر ارتباط توام عامل ∈ ℝ𝑁×1 

به  با توجهباشد. مي های پيروبيانگر ارتباط رهبر گروه با هر يک از عامل

يافت  𝑤متعادل بودن ساختار گراف ارتباطي، ماتريس قطری و مثبت معين 

 [8] آن چنان که شودمي

𝑤ℒ̂ + ℒ̂𝑇𝑤 ≥ 0, ℒ̂ = 𝐷ℒ22𝐷. (14) 

𝒙بردار  -2 لم ∈ ℝ𝑛 های نرمي زير را در نظر بگيريد. نامساوی

 [19] برای آن صادق هستند

‖𝒙‖2 ≤ ‖𝒙‖1 ≤ √𝑛‖𝒙‖2 (15) 

‖𝒙‖∞ ≤ ‖𝒙‖2 ≤ √𝑛‖𝒙‖∞. (16) 

 
 بندی دوبخشي سيستم چندعامليآرايش -2شكل 

ها فقط به صورت همكاری ارتباط دارد و نه با عاملرهبر  -2 فرض

𝑎𝑖0 رقابتي. به بيان ديگر ≥ 0  ∀ 𝑖 = 1,… , 𝑁. 

بندی، فواصل ثابتي فواصل از پيش تعيين شده برای آرايش -3 فرض

𝒉̇𝑖 کنند. به عبارت ديگرهستند و با زمان تغيير نمي = 𝟎. 

 

 گرکننده و مشاهدهطراحی کنترل -3

ها را به بندی دوبخشي عامل، خطای آرايش2 با توجه به تعريف

 صورت

𝒓𝑖 = 𝒙𝑖 − 𝒉𝑖 − 𝑑𝑖𝒙0 (17) 

ها با رهبر گروه در ارتباط ی عاملبه دليل اينكه همه کنيم.تعريف مي

بندی باشد که هم بيانگر خطای آرايشای مينيستند، مسئله نيازمند رابطه

با استفاده از  شده در مسئله حفظ شود. بنابراينتوزيعباشد و هم رويكرد 

 بندی دوبخشي را مي توان به صورتی آرايششدهخطای توزيع (17)

𝜺𝑖 = [
𝜀1,𝑖

𝜀2,𝑖
] = 𝑑𝑖 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

((𝒓𝑖) − 𝑠𝑔𝑛(𝑎𝑖𝑗)(𝒓𝑗))

+ 𝑑𝑖𝑎𝑖0(𝒓𝑖) 

(18) 

غير  در صورت ه متعادل بودن ساختار گراف وبا توجه ب .[8] تعريف نمود

 𝑎𝑖𝑗صفر بودن 

𝑑𝑗 = 𝑠𝑔𝑛(𝑎𝑖𝑗)𝑑𝑖 . (19) 

 توان به صورترا ميبرای تمام عامل ها  (18)شكل برداری پس 

𝜺 = [

𝜺1

⋮
𝜺𝑁

] = (𝐷ℒ22 ⊗ 𝐼2)𝒓 (20) 

𝒓نوشت که در آن  = [𝒓1 ⋯ 𝒓𝑁]𝑇  است. به دليل وجود درخت

به  𝜺 و در صورت ميل [8] غيرتكين بوده ℒ22فراگير در گراف ارتباطي، 

 شود.بندی دوبخشي صفر مينيز به صفر ميل کرده و خطای آرايش 𝒓صفر، 

کننده و به معرفي کنترل ادامهبا توجه به تحليل انجام شده، در 

 سطح لغزش با استفاده از. مي پزدازيم 𝑓0گر مشاهده

𝑆𝑖 = 𝜀1,𝑖 +
1

𝛽
𝜀2,𝑖

𝑝 𝑞⁄
 (21) 

𝛽که در آن  >   شرط بااعداد فرد و مثبتي  𝑞و  𝑝و  0

1 <
𝑝

𝑞⁄ < بودن  با فرض صفر هستند؛ نشان خواهيم داد که  1.5

𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖 , t) ،بندی دوبخشي رايشآکننده مود لغزشي برای حصول کنترل

 به صورت
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𝑢𝑖 =
1

𝑔𝑖(𝒙𝑖)
(−𝑓𝑖(𝒙𝑖) + 𝑑𝑖 (−𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖) −

𝑎2𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 𝑆𝑖 + 𝑓0,𝑖)) , 𝑖 = 1,… , 𝑁  

(22) 

 که در آن خواهد بود

𝑎1 = 𝑔𝑚𝑎𝑥𝑢0,𝑚𝑎𝑥 + 𝑎1,2, 𝑎2 =
1

𝜆1

𝑝

𝑞

1

𝛽
+ 𝑎2,2 (23) 

ℒ̂𝑇𝑤ی ماتريس کوچكترين مقدار ويژه 𝜆1و  + 𝑤ℒ̂ باشد. مي𝑎1,2  و

𝑎2,2 هاینيز مقادير مثبتي هستند که بايد به نحوی انتخاب شوند تا نامساوی 

𝑎1,2

> 𝑚𝑎𝑥 (0.5
𝑞

𝑝

𝛽

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎6

2−
𝑝
𝑞
 

+ 0.5
1

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥 √𝑁 𝑎7,

1

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥  √𝑁 𝑎7) 

(24) 

𝑎1 > max (
𝑞

𝑝

𝛽

𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛
𝑎6

2−
𝑝
𝑞

+
1

𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥,

1

𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛
𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥𝑎7√𝑁) 

(25) 

به ترتيب  𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛 ،𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥 ،𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛، (25)و  (24)برقرار باشد. در 

 ترين اندازههای متصل به رهبر گروه، بزرگوزن يال ترين اندازهکوچک

 ها در گراف ارتباطي هستند. همچنينيال وزن ترين اندازهو کوچک

𝑎6 = (𝑁
−

4−2𝑝
𝑝+𝑞

+
4−2𝑝
4𝑞−2𝑝

4𝑤𝑚𝑎𝑥
2

𝜆1
𝑝
𝑞

1
𝛽

 𝑎2,2

𝛽

𝑤𝑚𝑖𝑛
)

𝑞
3𝑝−3𝑞

 (26) 

𝑎7 =
2𝑤𝑚𝑎𝑥𝑎6

2−
𝑝
𝑞
√𝑁

𝜆1
𝑝
𝑞

1
𝛽

 𝑎2,2

. (27) 

 𝑓0(𝑡)ديناميک رهبر گروه مورد استفاده برای تخمين گر مشاهده

 به صورتام -iتوسط عامل 

𝑓̇
0,𝑖 = 𝑎3𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) + 𝑎4𝑓0,𝑖 

(28) 

𝑎3 = 𝑓𝑚̇𝑎𝑥 + 𝑎3,2, 𝑎4 =
1

𝜆1
𝑤𝑚𝑎𝑥

2 + 𝑎4,2 (29) 

,𝑎3,2باشد که در آن مي 𝑎4,2 > شود که همگرايي . در ادامه ثابت مي0

 متناهي است.گر زمانمشاهده

ميل  (9)در  𝑓0(𝑡)متناهي به در زمان (28)گر مشاهده -1قضیه 

 کند.مي

𝑉1انوف تابع لياپ -اثبات = 𝒇̃0
𝑇𝑤𝒇̃0  که را در نظر بگيريد𝑤  به

نيز بردار خطای  𝒇̃0برقرار باشد و  (14)شود که ای انتخاب ميگونه

 باشد و به صورتگر ميی مشاهدهشدهتوزيع

𝒇̃0 = [
𝑓0,1

⋮
𝑓0,𝑁

] = ℒ̂ [
𝑓0(𝑡) − 𝑓0,1

⋮
𝑓0(𝑡) − 𝑓0,𝑁

] (30) 

سازی پس از ساده، (29)و جايگذاری  𝑉1گيری از شود. با مشتقتعريف مي

 خواهيم داشت

𝑉̇1 ≤ −𝑎4𝜆1‖𝒇̃0‖
2
. (31) 

. به استسراسری  نماييپايدار  𝒇̃0، [20]در  10-4مطابق با قضيه  بنابر اين

 2 عبارت ديگر؛ با استفاده از لم

‖𝒇̃0(𝑡)‖∞
≤ ‖𝒇̃0(𝑡)‖

≤ (
𝑤𝑚𝑎𝑥

𝑤𝑚𝑖𝑛
)

1
2
‖𝒇̃0(𝑡0)‖𝑒

−(
𝜆1𝑎4

2 𝑤𝑚𝑎𝑥
)(𝑡−𝑡0). 

(32) 

𝑉1,𝑖از تابع لياپانوف اکنون با استفاده  = 𝑓0,𝑖
 و با توجه به 2

2𝑎𝑖0𝑓0,𝑖𝑓0̇(𝑡) − 2𝑓𝑚̇𝑎𝑥𝑓0,𝑖 (𝑎𝑖0 𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) +

 ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1 (𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) − 𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑗))) ≤ 0  

(33) 

 خواهيم داشت

𝑉̇1,𝑖 ≤ −2𝑎3,2𝑓0,𝑖 (𝑎𝑖0 𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) +

   ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1 (𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) − 𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑗))) −

2𝑎4𝑓0,𝑖 (𝑎𝑖0 𝑓0,𝑖 + ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1 (𝑓0,𝑖 − 𝑓0,𝑗)).  

(34) 

ادامه روند اثبات پايداری را به سه مرحله تقسيم برای تكميل اثبات، 

 کنيم.مي

 . به دليل1های سطحمتناهي عاملپايداری زمانی اول: مرحله

−2𝑎3,2𝑓0,𝑖 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

(𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑖) − 𝑠𝑔𝑛(𝑓0,𝑗)) ≤ 0 (35) 

 خواهيم داشت (34)سازی ، با ساده(32)و با توجه به 

𝑉̇1,𝑖

≤ −2𝑎3,2𝑎𝑖0𝑉2,𝑖
0.5 − 2𝑎4 (𝑎𝑖0 + ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

)𝑉2,𝑖

+ (2𝑎4 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

)‖𝒇̃0(𝑡)‖∞
𝑉2,𝑖

0.5 

(36) 

 هایبه ازای زمان لذا

𝑡 >
𝜆1𝑎4

2 𝑤𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑛(

(2𝑎4 ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1 )(

𝑤𝑚𝑎𝑥
𝑤𝑚𝑖𝑛

)

1
2
‖𝑓0(𝑡0)‖

2𝑎3,2𝑎𝑖0
) + 𝑡0  (37) 

 1های سطحعامل برای و در نتيجهبرآورده شده  1شرايط لم
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∃0 ≤ 𝑇1 < ∞: 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇1

𝑓0,𝑖 = 0  (38) 

 در اين حالت. 2 های سطحعاملمتناهي ی دوم: پايداری زمانمرحله

 به صورت 𝑇1های بزرگتر از و در زمان 2های سطحبرای عامل (34)

𝑉̇1,𝑖

≤ −2𝑎3,2 ( ∑ |𝑎𝑖𝑗|

𝑣𝑗∈𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙1

)𝑉2,𝑖
0.5

− 2𝑎4 (∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

)𝑉2,𝑖

+ (2𝑎4 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑁

𝑗=1

)‖𝒇̃0(𝑡)‖∞
𝑉2,𝑖

0.5 

(39) 

𝑣𝑗منظور از  (39)شود که در سازی ميساده ∈ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙1های ، عامل

در  2سطحهای ی قبل، عامل. در اين مرحله نيز مانند مرحلهاست 1سطح

 لذاو صدق کرده  1 متناهي لمشرايط پايداری زمان

∃0 ≤ 𝑇2 < ∞: 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇1+𝑇2

𝑓0,𝑖𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙2
= 0  (40) 

و بالاتر. در اين  3های سطحمتناهي عاملی سوم: پايداری زمانمرحله

، شرايط برای 𝑖های سطحمرحله نيز مانند مراحل قبل، پس از پايداری عامل

1)های سطحمتناهي عاملپايدراری زمان + 𝑖) شود. به اين فراهم مي

پايدار  𝑓0گر مشاهده ،سطح 𝑚های گراف با عامل ترتيب، برای همه

 نشستزمان بامتناهي سراسری زمان

𝑇𝑚0
= 𝑇1 + 𝑇2 + ⋯+ 𝑇𝑚  (41) 

 ■است. 

بندی خطای آرايشهای سيستم و هايي برای حالتدر ادامه کران

متناهي خطای آوريم که در اثبات پايداری زمانبه دست مي هاعامل

 گيرند.بندی دوبخشي مورد استفاده قرار ميآرايش

و فرض  3تا  1های را با فرض (10)و  (9)سيستم چندعاملي  -3 لم

𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖صفر بودن  , t) و  (22)کننده در نظر بگيريد. با اعمال کنترل

 دار است.، کران𝜺̅2به سيستم، سيگنال  𝑓0 (28)گر مشاهده

 تابع لياپانوف -اثبات

𝑉2(𝑺, 𝒇̃0, 𝜺̅1) = 𝑺𝑇𝑤𝑺 + 𝒇̃0
𝑇𝑤𝒇̃0 + 𝜺̅1

𝑇𝑤𝜺̅1  (42) 

 ها به صورتبردار سطوح لغزش عامل 𝑺را در نظر بگيريد که 

𝑺 = [

𝑠1

⋮
𝑠𝑁

] = 𝜺̅1 +
1

𝛽
𝜺̅.2

𝑝 𝑞⁄
  (43) 

بندی موقعيت و سرعت ی آرايششدهبه ترتيب خطای توزيع 𝜺̅2و  𝜺̅1و 

 ها است و به صورتعامل

𝜺̅1 = [𝜺1,1, … , 𝜺1,𝑁]
𝑇
, 𝜺̅2 = [𝜺2,1, … , 𝜺2,𝑁]

𝑇
 (44) 

کننده و و جايگذاری مقادير کنترل (42)گيری از شود. با مشتقتعريف مي

 و با توجه به [20]استفاده از نامساوی يانگ يا گر و همچنين مشاهده

 𝜺̅1 = 𝑺 −
1

𝛽
𝜺̅.2

𝑝

𝑞، خواهيم داشت 

𝑉̇2 ≤ −‖√𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅.2

𝑝−𝑞

𝑞 )𝑺 −

 
2

√𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2

𝑤𝜺̅.2
2−

𝑝

𝑞 ‖

2

+

             +
4𝑤𝑚𝑎𝑥

2

𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2

‖𝜺̅2‖4−2
𝑝

𝑞

4−2
𝑝

𝑞 −
𝑤𝑚𝑖𝑛

𝛽
‖𝜺̅2‖𝑝

𝑞
+1

𝑝

𝑞
+1

.  

(45) 

 لذا اگر بخواهد

‖𝜺̅2‖𝑝
𝑞
+1

> 𝑎5

𝑞
3𝑝−3𝑞

,

𝑎5 = 𝑁
−

4−2𝑝
𝑝+𝑞

+
4−2𝑝
4𝑞−2𝑝

4𝑤𝑚𝑎𝑥
2

𝜆1
𝑝
𝑞

1
𝛽

 𝑎2,2

𝛽

𝑤𝑚𝑖𝑛
 

(46) 

 𝜺̅2 و لذا يابدکاهش مي 𝑉2تابع  (45)نامساوی با توجه بهبرقرار باشد، 

 کراندار و محدود به کران

‖𝜺̅2‖∞ = ‖𝜺̅2‖𝑝
𝑞
+1

≤ 𝑎5

𝑞
3𝑝−3𝑞

 (47) 

 ■باشد. مي

و فرض  3تا  1های را با فرض (10)و  (9)سيستم چندعاملي  -4لم

𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖صفر بودن  , t) و  (22) کنندهدر نظر بگيريد. با اعمال کنترل

𝑑𝑖𝑎𝑔به سيستم، سيگنال  𝑓0 (28)گر مشاهده (𝜺̅2

𝑝

𝑞
−1

) 𝑺دار ، کران

 است.

 با مشتق گيری از تابع -اثبات

𝑉3(𝑺, 𝒇̃0) = 𝑺𝑇𝑤𝑺 + 𝒇̃0
𝑇𝑤𝒇̃0 (48) 

 سازی خواهيم داشتو ساده

𝑉̇3 ≤ 2𝑺𝑇𝑤𝜺̅2 − 𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2   ‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅.2

𝑝−𝑞

𝑞 )𝑺‖

2

  (49) 

 داريم 2و استفاده از لم 3به کران ذکر شده در لم 𝜺̅𝟐پس از ورود 

𝑉̇3

≤ 2𝑤𝑚𝑎𝑥𝑎6

2−
𝑝
𝑞
√𝑁 ‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑺‖

− 𝜆1

𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2   ‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑺‖

2

. 

(50) 

𝑎6 در آن که = 𝑎
5

𝑞

3𝑝−3𝑞. اگر بخواهد رابطه(50) با توجه به ، 
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‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑺‖ > 𝑎7 (51) 

𝑎7برقرار باشد که در آن  =
2𝑤𝑚𝑎𝑥𝑎6

2−
𝑝
𝑞
√𝑁

𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎2,2

کاهش  𝑉3است، تابع  

𝑑𝑖𝑎𝑔 لذايابد مي (𝜺̅2

𝑝−𝑞

𝑞 ) 𝑺 دار و محدود به کران کران𝑎7  

 ■ باشد.مي

و فرض  3تا  1های ، با فرض(10)و  (9)سيستم چندعاملي  -2قضیه

𝑓𝑑,𝑖(𝒙𝑖صفر بودن  , 𝑡) ، گر و مشاهده (22)کننده با اعمال کنترل𝑓0 

ها برقرار باشند، تمامي عامل (25)و  (24)های ، به طوری که نامساوی(28)

، در زمان متناهي به 4و  3های بعد از ورود به کران به دست آمده در لم

کنند. پس از آن روی سطح لغزيده و در زمان ميل مي 𝑆𝑖سطح لغزش 

 شود.بندی دوبخشي صفر ميمتناهي خطای آرايش

𝑉2,𝑖گيری از تابع با مشتق -اثبات = 𝑆𝑖
𝑇𝑚0 پس از زمان 2

و  (41) 

 اينكه توجه به ، با𝑓0گر همگرايي مشاهده

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑆𝑖𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞

∑|𝑎𝑖𝑗|𝑎2𝜀2,𝑗

𝑝−𝑞
𝑞

𝑆𝑗

𝑁

𝑗=1

≤ 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥|𝑆𝑖|𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞

‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑺‖
1

 

(52) 

 سازی خواهيم داشتو ساده

𝑉̇2,𝑖 ≤ 2𝑆𝑖𝜀2,𝑖 +

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑆𝑖𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 ∑ |𝑎𝑖𝑗| (−𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖) +𝑁
𝑗=1

𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑗)) +

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥|𝑆𝑖|𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 ‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞

𝑞 )𝑺‖
1

+

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝜀
2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 (−2𝑎𝑖0𝑎1,2𝑆𝑖𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖)).  

(53) 

∞‖𝜺̅2‖ یپس از برقرار ≤ 𝑎6  و‖𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅2

𝑝−𝑞

𝑞 ) 𝑺‖ ≤ 𝑎7  و

 را به صورت (53)، 2لم با استفاده همچنين

𝑉̇2,𝑖 ≤ 2𝑎6

2−
𝑝

𝑞  𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 |𝑆𝑖| +

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑆𝑖𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 ∑ |𝑎𝑖𝑗| (−𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖) +𝑁
𝑗=1

𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑗)) + 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁 𝑎7𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 |𝑆𝑖| −

4
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎𝑖0 𝑎1,2 𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 |𝑆𝑖|  

(54) 

خواهيم روند اثبات را به سه مرحله تقسيم  ،ادامه و برای کنيمبازنويسي مي

 .کرد

. به دليل منفي 1های سطحمتناهي عاملی اول: پايداری زمانمرحله

 ، آن را به صورت(54)معين بودن دومين عبارت سمت راست نامساوی  نيمه

𝑉̇2,𝑖 ≤ (2𝑎6

2−
𝑝

𝑞 + 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁 𝑎7 −

4
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎𝑖0 𝑎1,2) 𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 |𝑆𝑖|  

(55) 

 (24) شرط انتخاب کنيم که آنچنانرا  𝑎1,2کنيم. اکنون اگر بازنويسي مي

 برقرار شود، خواهيم داشت

𝑉̇2,𝑖𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙1
≤ −𝜌1(𝜀2,𝑖)|𝑆𝑖| = −𝜌1(𝜀2,𝑖)𝑉2,𝑖

0.5  (56) 

 (56)که در 

𝜌1(𝜀2,𝑖) = (2 𝑎6

2−
𝑝

𝑞  + 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥 √𝑁 𝑎7 −

4
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎𝑖0 𝑎1,2) 𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞 ≥ 0  

(57) 

پايداری  (24)و با برقراری شرط  [21] ای مانندبا به کار گيری رويهباشد. مي

در زمان  1های سطحشود و در نتيجه عاملبرقرار مي (56)متناهي در زمان

0محدود  ≤ 𝑇𝑚1
<  کنند.به سطح لغزش ميل مي ∞

. به دليل عدم 2های سطحمتناهي عاملی دوم: پايداری زمانمرحله

𝑎𝑖0با توجه به اينكه  با رهبر گروه، 2های سطحارتباط عامل = در  ،0

 به صورتمي توان را  (54)نتيجه 

𝑉̇2,𝑖

≤ 2𝑎6

2−
𝑝
𝑞
 𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞 |𝑆𝑖|

+ 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑆𝑖𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞

∑ |𝑎𝑖𝑗| (−𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖)

𝑣𝑗∈𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙1

+ 𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑗))

+ 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑆𝑖𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞

∑ |𝑎𝑖𝑗| (−𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖)

𝑣𝑗∉𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙1

+ 𝑎1𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑗)) + 2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁 𝑎7|𝑆𝑖|𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞
𝑞

 

(58) 

𝑇𝑚1در زمان متناهي  1های سطحعامل همگرايي. پس از نمودبازنويسي 
، 

 به صورت توانمي را (58) ،(25)با برقراری شرط 

𝑉̇2,𝑖𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙2
≤ −𝜌2(𝜀2,𝑖)|𝑆𝑖| = −𝜌2(𝜀2,𝑖)𝑉2,𝑖

0.5 (59) 

 که نمودسازی ساده

𝜌2(𝜀2,𝑖) = (2𝑎6

2−
𝑝

𝑞  − 2𝑎1
𝑝

𝑞

1

𝛽
|𝑎𝑖𝑗|𝑚𝑖𝑛

+

2
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎2 𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁𝑎7)  𝜀2,𝑖

𝑝−𝑞

𝑞
  

(60) 

ی قبل انجام شد، روشي که در مرحلهبه کمک باشد. در اين مرحله نيز مي

ها در زمان نيز برقرار شده و اين عامل 2حهای سطمتناهي عاملپايداری زمان

0محدود  ≤ 𝑇𝑚2
<  کنند.به سطح لغزش ميل مي ∞

و بالاتر. بررسي  3های سطحمتناهي عاملی سوم: پايداری زمانمرحله

 .دارد 2های سطحنيز فرايندی مشابه عامل هااين عاملمتناهي پايداری زمان
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 2های سطحپس از پايداری عامل 3های سطحمتناهي عاملپايداری زمان لذا

𝑚 (𝑚های سطحو در حالت کلي پايداری عامل > پس از پايداری ( 3

𝑚)های سطحعامل −  افتد.اتفاق مي (1

 ها بر روی سطح لغزش تساویمتناهي عاملبا همگرايي زمان

−𝛽𝜀1,𝑖
𝑞/𝑝

= 𝜀2,𝑖 (61) 

 با توجه بهو  برقرار شده

𝜀1̇,𝑖 = 𝜀2,𝑖 (62) 

 با مشتق گيری از تابع

𝑉3,𝑖 =
1

2
𝜀1,𝑖

2  (63) 

 خواهيم داشت (61)و جايگذاری 

𝑉̇3,𝑖 = −𝛽𝜀1,𝑖

𝑞
𝑝
+1

= −𝛽𝑉3,𝑖

𝑝+𝑞
2𝑝  

(64) 

متناهي است. همچنين با توجه به پايدار زمان 𝜀1,𝑖مبدا برای  1لم لذا بنا به

نيز به مبدا همگرا شده و در  𝜀2,𝑖به مبدا،  𝜀1,𝑖، همزمان با همگرايي (61)

 ■ شود.بندی دوبخشي در زمان متناهي حاصل مينتيجه آرايش

نتايج به دست آمده به سيستم توام با اغتشاش و يا دارای  -2تذکر 

𝑝، برای حالتي که 𝑓𝑖(𝒙𝑖)نامعيني پارامتری در 
𝑞⁄ = 7

باشد، نيز مي ⁄5

توان نشان داد که با اعمال قابل تعميم است. با رويكردی مشابه مي

 شرايطبا در نظر گرفتن و  (22)کننده کنترل

𝑎1,2

> 𝑚𝑎𝑥 (
𝑞

𝑝

1

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝛽𝑎9

+
1

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁𝑎11

+
3

𝑎𝑖0
𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥,

1

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁𝑎11

+
2

𝑎𝑖0,𝑚𝑖𝑛
𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥) 

(65) 

𝑎1

> 𝑚𝑎𝑥 (
1

𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛𝑁𝑖,𝑚𝑖𝑛
(
𝑞

𝑝
𝛽𝑎9

+ 𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁𝑎11 + 3𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥) ,

1

𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑖𝑛𝑁𝑖,𝑚𝑖𝑛
(𝑎2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥√𝑁𝑎11

+ 2𝑎𝑖𝑗,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥)) 

(66) 

ها در زمان متناهي ، عامل𝑓0(𝑡)گر کننده و مشاهدهبرای مقادير کنترل

 کنند.ميآرايش دوبخشي به خود گرفته و رهبر گروه را دنبال 

 گيری از تابعبا مشتق -اثبات

𝑉2(𝑺, 𝒇̃0, 𝜺̅1) = 𝑺𝑇𝑤𝑺 + 𝒇̃0
𝑇𝑤𝒇̃0 + 𝜺̅1

𝑇𝑤𝜺̅1 (67) 

 صورت گرفت 3 در لمسازی، مانند آنچه و ساده

𝑉̇2

≤ 2𝑺𝑇𝑤𝜺̅2

− 𝜆1

𝑝

𝑞

1

𝛽
 𝑎̅2,2 𝑺

𝑇𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅.2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅.2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝑺

+ 2𝜺̅1
𝑇𝑤𝜺̅2 + 2

𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑺𝑇𝑤 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜺̅.2

𝑝−𝑞
𝑞

)𝐷ℒ22 𝒇𝑑 

(68) 

 و يا

𝑉̇2

≤ −
𝑤𝑚𝑖𝑛

𝛽
‖𝜺̅2‖𝑝

𝑞
+1

𝑝
𝑞
+1

+
8𝑤𝑚𝑎𝑥

2

𝜆1
𝑝
𝑞

1
𝛽

𝑎̅2,2

‖𝜺̅2‖
4−2

𝑝
𝑞

4−2
𝑝
𝑞

+ 8

𝑝
𝑞

1
𝛽

(𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥|𝑎𝑖𝑗|𝑚𝑎𝑥
)
2
𝑤𝑚𝑎𝑥

2 𝑁

𝜆1 𝑎̅2,2
. 

(69) 

 را به صورت (69) ،[20]اکنون با استفاده از نامساوی هلدر 

𝑉̇2 ≤ −
𝑤𝑚𝑖𝑛

𝛽
‖𝜺̅2‖𝑝

𝑞
+1

𝑝

𝑞
+1

+

8𝑤𝑚𝑎𝑥
2

𝜆1
𝑝

𝑞

1

𝛽
𝑎̅2,2

𝑁
−

4𝑞−2𝑝

𝑝+𝑞
+

4𝑞−2𝑝

4𝑞−2𝑝‖𝜺̅2‖𝑝

𝑞
+1

4−2
𝑝

𝑞 +

𝑝

𝑞

8

𝛽
(𝑁𝑖,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑑,𝑚𝑎𝑥|𝑎𝑖𝑗|𝑚𝑎𝑥

)
2
𝑤𝑚𝑎𝑥

2 𝑁

𝜆1 𝑎̅2,2
  

(70) 

 

، با (70)کنيم. برای بررسي منفي شدن سمت راست نامساوی بازنويسي مي

𝑝/𝑞انتخاب  =  و با توجه به 7/5

𝑝

𝑞
+ 1 =

12

5
= 2

6

5
= 2(4 − 2

𝑝

𝑞
) (71) 

به  2ی درجهتوان با حل يک نامعادلهرا مي (70)های سمت راست ريشه

 قابل بررسي  2 و قضيه 4و  3های دست آورد. مابقي اثبات همانند لم

 ∎است. 

 

 سازیشبیهنتایج  -4

 سيستم بدون اغتشاش و عدم قطعيت -1-4

 عامل رهبربا دکوپله سيستم چندعاملي 

𝑥̇0 =

[
 
 
 
 
𝑝̇0𝑥

𝑣̇0𝑥

𝑝̇0𝑦

𝑣̇0𝑦]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝑣0𝑥

𝑢0𝑥
+ 0.01 𝑐𝑜𝑠(0.5𝑡)

𝑣0𝑦

𝑢0𝑦
+ 0.01 𝑠𝑖𝑛(0.5𝑡)]

 
 
 
 

                                                     

 (72) 

 های پيرو غيرهمگنو عامل

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             8 / 12

http://joc.kntu.ac.ir/article-1-1013-fa.html


 ناهمگن يرخطيغ يچندعامل یهاستميس يمتناهزمان يدوبخش یبندشيآرا

 يکمال هي، مرضی، جواد عسكريکوشك يمحمدرضا مهراب

21 
 

 

Journal of Control, Vol. 18, No. 2, Summer 2024  1403، تابستان 2، شماره 18مجله کنترل، جلد 

 

𝑥̇𝑖 =

[
 
 
 
 
𝑝̇𝑖𝑥

𝑣̇𝑖𝑥

𝑝̇𝑖𝑦

𝑣̇𝑖𝑦]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝑣𝑖𝑥

𝑢𝑖𝑥
+ 2𝑐𝑜𝑠(0.1𝑝𝑖𝑥) + 𝑣𝑖𝑥

3

𝑣𝑖𝑦

𝑢𝑖𝑦
+ 2𝑠𝑖𝑛 (0.1𝑝𝑖𝑦

) + 𝑣𝑖𝑦
3
]
 
 
 
 

,

∀𝑖 = 1,2,3 

(73) 

𝑥̇𝑖 =

[
 
 
 
 
𝑝̇𝑖𝑥

𝑣̇𝑖𝑥

𝑝̇𝑖𝑦

𝑣̇𝑖𝑦]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝑣𝑖𝑥

𝑢𝑖𝑥
+ 2𝑐𝑜𝑠(0.1𝑝𝑖𝑥) + 𝑙𝑛(𝑣𝑖𝑥

2 + 1)𝑠𝑔𝑛(𝑣𝑖𝑥)
𝑣𝑖𝑦

𝑢𝑖𝑦
+ 2𝑠𝑖𝑛 (0.1𝑝𝑖𝑦

) + 𝑙𝑛 (𝑣𝑖𝑦
2 + 1) 𝑠𝑔𝑛 (𝑣𝑖𝑦

)]
 
 
 
 

,

∀𝑖 = 4,5,6 

(74) 

را در نظر  که در آن عامل صفر، رهبر گروه است 1شكل و گراف ارتباطي 

𝑢0بردار حالت رهبر و  𝑥0. بگيريد = [𝑢0𝑥
𝑢0𝑦]𝑇  بردار ورودی

𝑝0𝑥باشد که در آن رهبر مي
𝑥 ،𝑣0𝑥موقعيت رهبر در جهت  

سرعت رهبر  

𝑥 ،𝑝0𝑦در جهت 
𝑦 ،𝑣0𝑦ت رهبر در جهت موقعي 

سرعت رهبر در جهت  

𝑦 ،𝑢0𝑥
𝑢0𝑦و  𝑥سيگنال ورودی رهبر در جهت  

سيگنال ورودی رهبر  

𝑢𝑖بردار حالت و  𝑥𝑖است. همچنين  𝑦در جهت  = [𝑢𝑖𝑥 𝑢𝑖𝑦]𝑇 

موقعيت پيرو در جهت  𝑝𝑖𝑥باشد که در آن های پيرو ميبردار ورودی عامل

𝑥 ،𝑣𝑖𝑥 ر جهت سرعت پيرو د𝑥 ،𝑝𝑖𝑦  موقعيت پيرو در جهت𝑦 ،𝑣𝑖𝑦 

𝑦 ،𝑢𝑖𝑥سرعت پيرو در جهت 
𝑢𝑖𝑦و  𝑥سيگنال ورودی پيرو در جهت  

 

سيگنال  بيانگر 3شكل باشد. همچنين مي 𝑦سيگنال ورودی پيرو در جهت 

در ادامه و با در نظر گرفتن سازی است. ی شبيه، در بازه𝑢0ورودی رهبر، 

به  بندیآرايش دلخواه کننده و مقاديرپارامترهای کنترل (25)و  (24)

 بيان شده است. 2جدول و  1جدول ترتيب در 

 ه برای سيستم در حالت بدون اغتشاشکنندپارامترهای کنترل -1جدول 

𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑤 𝛽 𝑞 𝑝 

2 2 15.4 15.7 7.61𝐼6 1 69 101 

 
 هابندی عاملمقادير آرايش -2جدول 

𝑖 = 6 𝑖 = 5 𝑖 = 4 𝑖 = 3 𝑖 = 2 𝑖 = 1  

[
0
0
] [

1
0
] [

−1
0

] [
−1
0

] [
0
1
] [

0
0
] 𝒉𝑖𝑥 

[
−1.15

0
] [

0.58
0

] [
0.58
0

] [
−0.58

0
] [

−0.58
0

] [
1.15
0

] 𝒉𝑖𝑦 

سازی نمايش شبيه ها را در بازهگر عاملنرم خطای مشاهده مجذور 4شكل 

در  𝑓0گر شود، خطای مشاهدهمشاهده مي 4شكل دهد. همانطور که در مي

ها در نيز نمايش مسير حرکت عامل 5شكل  کنند.کسری از ثانيه به صفر ميل مي

 باشد. همچنين صفحه مي

بندی دوبخشي سرعت و موقعيت نمايش مجذور نرم خطای آرايش 6شكل 

 در  باشد. همانطور کهمي 𝑦و هم در جهت  𝑥ها هم در جهت عامل

ها در زمان محدود و متناهي به بندی عاملشود خطای آرايشمشاهده مي 6شكل 

ها پس از اعمال به منظور نمايش دقيق رفتار عامل شود.مبدا همگرا مي

  ،کنندهکنترل

، موقعيت 𝑥ها در جهت به ترتيب موقعيت عامل 10شكل تا  7شكل 

ها در عاملو سرعت  𝑥ها در جهت ، سرعت عامل𝑦ها در جهت عامل

 دهد.سازی نمايش ميرا در بازه شبيه 𝑦جهت 

 
 سازیی شبيهسيگنال ورودی رهبر گروه در بازه -3شكل 

 
 های پيروگر عاملمجذور نرم خطای مشاهده -4شكل 

 
 ها در صفحهمسير حرکت عامل -5شكل 
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 هابندی دوبخشي عاملنمايش خطای آرايش -6شكل 

 

 
 

 𝑥ها در جهت نمايش موقعيت عامل -7شكل 

 

 
 

 𝑦ها در جهت نمايش موقعيت عامل -8شكل 

 
 𝑥ها در جهت نمايش سرعت عامل -9شكل 

 
 𝑦ها در جهت نمايش سرعت عامل -10شكل 

 سيستم در معرض اغتشاش و دارای نامعيني -2-4

قبل را در نظر بگيريد که اين بار  سازیشبيهسيستم چندعاملي 

های پيرو در معرض اغتشاش سينوسي با دامنه و فرکانس متغير با زمان عامل

 3تا  1های باشند. همچنين در اين مثال برای عاملمي 11شكل به صورت 

 نامعيني پارامتری متغير با زمان به صورت

𝑥̇𝑖 =

[
 
 
 
 

𝑣𝑖𝑥

𝑢𝑖𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠(0.1𝑝𝑖𝑥) + 0.2 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (0.1𝑝𝑖𝑦) + 𝑣𝑖𝑥
3

𝑣𝑖𝑦

𝑢𝑖𝑦 + 2 𝑠𝑖𝑛 (0.1𝑝𝑖𝑦) − 0.2 𝑐𝑜𝑠(2𝑡) 𝑠𝑖𝑛(0.1𝑝𝑖𝑥) + 𝑣𝑖𝑦
3
]
 
 
 
 

 (75) 

مقادير  (66)و  (65)های در ادامه و با استفاده از نامساوی گيريم.در نظر مي

همچنين  کنيم.انتخاب مي 3جدول کننده را به صورت های کنترلپارامتر

را مثل حالت بدون  بندیر آرايشسيگنال ورودی رهبر گروه و مقادي

ها را در حالت بندی عاملخطای آرايش 12شكل  گيريم.اغتشاش مي

 دهد.سيستم توام با اغتشاش نشان مي

ی کنندهشود با استفاده از کنترلمشاهده مي 12شكل  همانطور که در

معرفي شده، حتي در حضور اغتشاش نيز اهداف کنترلي برآورده شده و 

 بندی در زمان متناهي به صفر ميل کرده است.خطای آرايش
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 کننده برای سيستم توام با اغتشاشپارامترهای کنترل -3جدول 

𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑤 𝛽 𝑞 𝑝 

2 2 70 110 𝐼6 1 5 7 

 
 سازیها در طول شبيهاغتشاش اعمال شده به عامل -11شكل 

 
 ها در حضور اغتشاشبندی عاملنمايش خطای آرايش -12شكل 

 

 گیری نتیجه -8

لغزشببي ترمينال، روشببي نو  در اين پژوهش با اسببتفاده از کنترل مود

ناهمگن و غيرخطي، هم برای سببيسببتم در  متناهي عاملبرای پايداری زمان

آل و هم برای سيستم توام با اغتشاش برآورده شد. همچنين در شرايط ايده

مانند اغتشببباش  توان با آن، مي𝑓𝑖(𝒙𝑖)صبببورت وجود نامعيني در متغير 

کننده معرفي شبببده در اين پژوهش، برخورد کرد و با اسبببتفاده از کنترل

را برای سببيسببتم دارای نامعيني نيز برآورده کرد.  بندی دوبخشببيآرايش

نامعيني در متغير  به آن  𝑔𝑖(𝒙𝑖)لاکن بررسبببي اثر  که در اين پژوهش 

 1ثابتشود. همچينين رويكرد زمانپرداخته نشد برای ادامه کار پيشنهاد مي

 شود.پيشنهاد ميهای آتي پژوهش بندی دوبخشي برایآرايش در

 

 نمادها

 
1 Fixed-time 

𝑠𝑔𝑛(𝑎) تابع علامت = {
1          𝑎 > 0
0          𝑎 = 0
−1      𝑎 < 0

 

های ماتريس قطری با درايه

,𝑥𝑁 𝑑𝑖𝑎𝑔((𝑥1تا  𝑥1قطری  … , 𝑥𝑁)) 

 ‖𝒙 ‖𝒙بردار  (اقليدسي)نرم 

𝒙 ‖𝒙‖𝑎بردار  𝑎نرم   

های به توان رسيدن درايه

𝑎 𝒙.𝛼به توان  𝒙بردار  = [𝑥1
𝛼 , … , 𝑥𝑁

𝛼]𝑇 

 ⊗ ضرب کرونكر

𝑋 معيننيمه منفيماتريس  ≤ 0 
 

 مراجع

[1]  A. Dorri, S. S. Kanhere, and R. Jurdak, “Multi-agent 

systems: a survey,” IEEE Access, vol. 6, pp. 28573-

28593, 2018. 

[2]  X. Dong, Y. Zhou, Z. Ren, and Y. Zhong, “Time-

varying formation tracking for second-order multi-

agent systems subjected to switching topologies 

with application to quadrotor formation flying,” 

IEEE Transactions on Industrial Electronics, vol. 

64, no. 6, pp. 5014-5024, 2016. 

[3] M. De Queiroz, X. Cai, and M. Feemster, 

“Formation control of multi-agent systems: a graph 

rigidity approach,” John Wiley & Sons, 2019. 

[4] H. S. Ahn, Formation Control, Springer, 2020. 

[5]  J. Zhang, Y. Yao, J. A. Wang, Z. Li, P. Feng, and 

W. Bai, “Distributed bipartite output formation 

control for heterogeneous discrete-time linear 

multi-agent systems,” IEEE Access, Vol. 12, pp. 

18901-18912, 2024. 

[6]  S. P. Bhat and D. S. Bernstein, “Finite-time stability 

of continuous autonomous systems,” SIAM Journal 

on Control and Optimization, vol. 38, no. 3, pp. 

751-766, 2000. 

[7]  S. Ding, S. Li, and Q. Li, “Stability analysis for a 

second-order continuous finite-time control system 

subject to a disturbance,” Journal of Control 

Theory and Applications, vol. 7, no. 3, pp. 271-276, 

2009. 

[8]  C. Yan, W. Zhang, H. Su, and X. Li, “Adaptive 

bipartite time-varying output formation control for 

multiagent systems on signed directed graphs,” 

IEEE Transactions on Cybernetics, vol. 52, no. 9, 

pp. 8987-9000, 2021. 

[9] X. Gong, J. J. R. Liu, Y. Wang, and Y. Cui, 

“Distributed finite-time bipartite consensus of 

multi-agent systems on directed graphs: Theory 

and experiment in nanoquadcopters formation,” 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                            11 / 12

http://joc.kntu.ac.ir/article-1-1013-fa.html


24 

 

 ناهمگن يرخطيغ يچندعامل یهاستميس يمتناهزمان يدوبخش یبندشيآرا

 يکمال هي، مرضی، جواد عسكريکوشك يمحمدرضا مهراب

 

Journal of Control, Vol. 18, No. 2, Summer 2024  1403، تابستان 2، شماره 18مجله کنترل، جلد 

 

Journal of the Franklin Institute, vol. 357, no. 16, 

pp. 11953- 11973, 2020. 

[10] Y. Cai, H. Zhang, J. Zhang, R. Xi, and Q. He, 

“Fully distributed bipartite time‐varying formation 

control for uncertain linear multi‐agent systems 

under event‐triggered mechanism,” International 

Journal of Robust and Nonlinear Control, vol. 31, 

no. 11, pp. 5165-5187, 2021. 

[11] G. A. Pavlopoulos, P. I. Kontou, A. Pavlopoulou, 

C. Bouyioukos, E. Markou, and P. G. Bagos, 

“Bipartite graphs in systems biology and medicine: 

a survey of methods and applications,” 

GigaScience, vol. 7, no. 4, pp. 1-31, 2018. 

[12] J. Liang, X. Bu, L. Cui, and Z. Hou, “Data-driven 

bipartite formation for a class of nonlinear MIMO 

multiagent systems,” IEEE Transactions on Neural 

Networks and Learning Systems, vol. 34, no. 6, pp. 

3161-3173, 2021. 

[13] W. Wang, W. Zhang, C. Yan, and Y. Fang, 

“Distributed adaptive bipartite time-varying 

formation control for heterogeneous unknown 

nonlinear multi-agent systems,” IEEE Access, Vol. 

9, pp. 52698-52707, 2021. 

[14] X. Zhang, J. Wu, X. Zhan, T. Han, and H. Yan, 

“Observer-based adaptive bipartite time-varying 

formation tracking of multi-agent system with 

bounded unknown input,” International Journal of 

Control, Automation and Systems, Vol. 20, No. 12, 

pp. 3969-3978, 2022. 

[15] Y. Yang, D. Chen, Q. Liu, S. Gorbachev, and V. 

Kuzin, “Bipartite time-varying prescribed range 

formation control for a class of nonlinear 

multiagent systems with unknown disturbances,” 

IEEE Systems Journal, Vol. 17, No. 2, pp. 1899-

1908, 2023. 

[16] C. Altafini, “Consensus problems on networks with 

antagonistic interactions,” IEEE Transactions on 

Automatic Control, vol. 58, no. 4, pp. 935-946, 

2012. 

[17] S. P. Bhat and D. S. Bernstein, “Continuous finite-

time stabilization of the translational and rotational 

double integrators,” IEEE Transactions on 

Automatic Control, vol. 43, no. 5, pp. 678-682, 

1998. 

[18] Y. Shen and Y. Huang, “Uniformly observable and 

globally lipschitzian nonlinear systems admit 

global finite-time observers,” IEEE Transactions 

on Automatic Control, vol. 54, no. 11, pp. 2621-

2625, 2009. 

[19] W. Ford, Numerical Linear Algebra With 

Applications: Using MATLAB, Academic Press, 

2014. 

[20] H. K. Khalil, Nonlinear Systems, 3rd ed., Patience 

Hall, 2002. 

[21] Y. Feng, X. Yu, and Z. Man, “Non-singular 

terminal sliding mode control of rigid 

manipulators,” Automatica, vol. 38, no. 12, pp. 

2159-2167, 2002. 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://joc.kntu.ac.ir/article-1-1013-fa.html
http://www.tcpdf.org

