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تخمين و توسعه ناحيه جذب سيستم های غيرخطي يكي از مباحث چالش برانگيز در حوزه کنترل است. در اين مقاله به توسعه : چکیده

فيدبک گر ناحيه جذب سيستم های چندجمله ای که دسته ای پرکاربرد از سيستم های غيرخطي هستند، پرداخته شده است. با طراحي کنترل

، حول مبدا )نقطه تعادل سيستم( پايدار 2، پايداری سيستم حلقه بسته با وجود اشباع بر روی ورودی )OBC(  1حالت مبتني بر مشاهده گر

مجانبي گرديده است. به منظور رسيدن به ناحيه جذب وسيع تر حول نقطه تعادل، مسئله طراحي به يک مسئله بهينه سازی چندجمله ای های 

گر مبتني بر مشاهده گر طراحي شده را به منظور توسعه تبديل شده است. مثال های عددی، کارايي کنترل 4دوخطي )SOSP( 3ربعاتمجموع م

 گر فيدبک حالت نشان مي دهد.ناحيه جذب، نسبت به استفاده از فيدبک خروجي و در مواردی حتي نسبت به کنترل

 .یورود یمجموع مربعات، اشباع بر رو یچندجمله ا ،یجمله ا چند یها ستميجذب، س هيتوسعه ناحکلمات کليدی: 

Enlargement of the Domain of Attraction of Polynomial Systems 

via Observer-Based Controller Design and Transformation into an 

SOS Programming Problem 

Farhad Esmaili 

 

Abstract: Estimating and expanding the domain of attraction for nonlinear systems is a 

challenging topic in the field of control. This paper addresses the development of the attraction 

domain for polynomial systems, a prevalent class of nonlinear systems. By designing a state feedback 

controller and an observer, the closed-loop stability of the system is achieved around the origin 

(system equilibrium point) in the presence of input saturation. To reach a broader attraction domain 

around the equilibrium point, the design problem is converted into a bilinear SOS optimization 

problem. Numerical examples demonstrate the performance of the designed observer-based controller 

in expanding the attraction domain, showing improvements over using output feedback and, in some 

cases, even compared to state feedback controllers. 

 

Keywords: Domain of Attraction, Polynomial Systems, sum of squares polynomials, Input 

saturation. 
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 مقدمه -1
يكي از مسائل چالش برانگيز در تئوری کنترل بدست آوردن ناحيه 

به  DAسيستم های غيرخطي برای يک نقطه تعادل است.  (DA) 1جذب

مجموعه ای از شرايط اوليه گفته مي شود که متغيرهای حالت سيستم در 

راهكاری دقيق   [1] 2زمان طولاني به نقطه تعادل ميل ميكنند. تئوری زبوف

است که نياز به حل معادلات با مشتقات جزئي  DAبرای بدست آوردن 

امكان پذير نيست و دارد، اما معمولا حل اين معادلات به صورت تحليلي 

تخمين  DAبصورت تحليلي، نياز است که  DAناگزير برای بدست آوردن 

را مي توان به سه رويكرد تقسيم کرد.  DAزده شود. روش های تخمين 

 (MLF) 3با استفاده از مفهوم تابع لياپانوف بيشينه رويكرد اول، روشهايي که

-2]زبوف مي پردازندبه حل تقريبي معادلات با مشتقات جزئي در تئوری 

يک روش بازگشتي با بكار بردن تابع  [5]. ونلي و ويدياساگار در [5

با استفاده از  [3]پيشنهاد نموده اند. در  MLFلياپانوف کسری بر اساس 

 (LMI) 5به مسئله نامعادلات ماتريسي خطي MLFمحاسبه  4تئوری مومنت

حل توسط تابع لياپانوف چندجمله ای با  MLF [2]تبديل شده است. در 

با استفاده از الگوريتم ژنتيک با  [4]و در   6مسئله مينيمم سازی نا محدب

 بكار بردن تابع لياپانوف کسری، ناحيه جذب تخمين زده است.

 است 7رويكرد دوم، روشهای مبتني بر استفاده از مجموعه های پايا

به  [10-8, 6]با بكار بردن مجموعه پايای مثبت در  DA. تخمين [6-10]

استفاده  [7]تبديل شده است. ايده بكار رفته در  SOSPمسئله برنامه ريزی 

ی مثبت هستند، مي باشد. اين که مجموعه پايا 8از مجموعه های فرارفت

روش منجر به نتايج بهتری نسبت به ساير روش ها گرديده، اما بدليل اينكه 

يک روش تكراری است نياز به محاسبات زيادی برای بدست آوردن 

 دارد.  DAتخمين 

با محاسبه بزرگترين  DAرويكرد سوم، روشهايي است که به تخمين 

. [16-11]رويكرد پر کاربرد تر است  مي پردازد که اين   9مجموعه رويه

تابع لياپانوفي که مثبت و مشتق زماني آن  DAدر اين روش برای تخمين 

در داخل مجموعه رويه منفي باشد، انتخاب مي شود. اين مجموعه رويه 

با اين  است. DAيک مجموعه پايای مثبت است و بنابراين تخميني از 

گر ديدگاه در مقالات، تخمين ناحيه جذب و يا توسعه آن با طراحي کنترل

گر فيدبک حالت گر فيدبک خروجي و يا کنترلفيدبک حالت و يا کنترل

های تحقيقاتي مبتني بر طراحي مشاهده گر انجام گرفته است. يكي از حوزه

عه ناحيه گر فيدبک حالت به منظور توسدر اين رويكرد، طراحي کنترل

با توجه به کاربردی تر بودن   .[24-17]جذب سيستم حلقه بسته است 

استفاده از فيدبک خروجي به جای فيدبک حالت، در تعدادی از مقالات، 

 
1 Domain Of Attraction 
2 Zubov 
3 Maximal Lyapunov Function 
4 moment 
5 Linear Matrix Inequality 
6 Non-Convex 

طراحي فيدبک خروجي به منظور توسعه ناحيه جذب، به کار گرفته شده 

 .[27-25]است 

گر فيدبک حالت نسبت به فيدبک خروجي قطعا بكارگيری کنترل

منجر به ناحيه جذب وسيع تر مي گردد اما فيدبک خروجي کاربردی تر 

گر فيدبک حالت مبتني بر مشاهده گر است. به همين دليل استفاده از کنترل

برای سيستم های ليپشيتس  [28]ر مي تواند مزايای هر دو را داشته باشد. د

ر افزايش ناحيه به منظو OBCبهمراه اشباع بر روی ورودی،  10يک طرفه

 جذب سيستم حلقه بسته انجام گرفته است. 

ای هايي هستند که مي توان آنها را چند جمله SOSای های چند جمله

ای بيان کرد. با توجه به به صورت مجموع مربعات تعدادی چندجمله

پيشرفت های انجام گرفته در به کارگيری و حل مسئله بهينه سازی 

 SOS، همچنين تبديل مسئله بهينه سازی SOS [29 ,30]ای های چندجمله

ای ها رواج يافته است. مسئله تخمين ،  استفاده از اين چندجملهLMIبه 

دو  SOSسازی ای، معمولا به مسئله بهينهناحيه جذب سيستم های چندجمله

, 14, 13, 10-6]تبديل مي شود  11خطي و يا نامعادلات ماتريسي دوخطي

 SOS. اما در مقالات معدودی، تخمين و يا توسعه ناحيه جذب به مسئله [31

با در نظر گرفتن تابع  [3]. در [28, 25, 3]منجر شده است   LMIو يا 

لياپانوف به فرم درجه دو و نه چندجمله ای به توسعه ناحيه جذب سيستم 

با انتخاب تابع لياپانوف ثابت و بوسيله طراحي  [25]پرداخته شده و در 

تبديل شده است  LMIسئله بهينه سازی به م DAفيدبک خروجي، افزايش 

وسيع تر گردد. در  DAکه طراحي تابع لياپانوف مي توانست منجر به يافتن 

های ليپشيتس يک افزايش ناحيه جذب بر روی سيستم OBCبا طراحي  [28]

 تبديل شده است. LMIطرفه به مسئله 

با توجه به بررسي های انجام گرفته، تا کنون در خصوص گسترش 

هيچ تحقيق  OBCناحيه جذب سيستم های چندجمله ای با بكارگيری 

ود کارهای مشابه مي توان به  افزايش ناحيه صورت نگرفته است. از معد

ه چندجمله ای اشاره کرد. در و ن OSLبر روی سيستم های  [28]جذب در 

ه به دليل استفاده به توسعه ناحيه جذب پرداخته شده ک OBCبا طراحي  [28]

شرايط  2گر خطي و همچنين تابع لياپانوف درجه از مشاهده گر و کنترل

سيستم های چندجمله ای  DAمحدود کننده ای دارد. در اين مقاله توسعه 

 OBCبه همراه اشباع بر روی ورودی با بكار بردن تابع لياپانوف و طراحي 

برای تخمين متغيرهای  به فرم چندجمله ای انجام مي گيرد. مشاهده گر،

به منظور پايداری سيستم حلقه بسته  OBCحالت سيستم از روی خروجي و 

طراحي مي گردد. انتخاب بزرگترين مجموعه رويه، تخميني از ناحيه 

جذب سيستم حلقه بسته خواهد داد. در انتها مساله بدست آوردن بزرگترين 

7 Invariant Set 
8 Advection Set 
9 Level Set 
10One-sided Lipschitz 
11 Bilinear Matrix Inequality 
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ي منجر گرديده دو خط SOSتخمين ناحيه جذب، به مساله بهينه سازی 

 است. 

مقاله بدين صورت سازمان دهي شده است. در بخش بعد طراحي 

معرفي شده  SOSبا مجموعه رويه بيان و چندجمله ای های  DAتخمين 

گر بفرم و مشاهده OBCبا در نظر گرفتن تابع لياپانوف و  3است. در بخش 

ي برای دوخطي ارايه و الگوريتم SOSبه  DAای، مسئله توسعه چندجمله

چند مثال برای نشان دادن توانايي  4حل اين مسئله بيان شده است. در بخش 

روش پيشنهادی ارائه و نتايج با روشهای موجود در مقالات معتبر مقايسه 

 شده و در انتها جمع بندی نتايج ارائه گرديده است.

 

 پیش نیازها -2
 در زير علائم بكار رفته در اين مقاله ارائه شده است.

|u| قدر مطلق مقدار عددی :u 

ℝمجموعه اعداد حقيقي : 

ℝ+مجموعه اعداد حقيقي مثبت : 

ℝ𝑚 مجموعه فضای برداری :m بعدی 

ℝ𝑛 مجموعه تمام چندجمله ای های با ضرايب حقيقي :n متغيره 

ℝ𝑛
𝑚 مجموعه تمام بردارهای :m  بعدی با آرايه هايي از مجموعهℝ𝑛 

Σn چندجمله ای های : مجموعهSOS n  متغيره 

 

 تخمین ناحیه جذب -2-1
 سيستم با معادلات حالت زير را در نظر بگيريد:

(1) 𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡)),   𝑥(0) = 𝑥0 

𝑡که در آن  ∈ ℝ  ،متغير زمان𝑥 ∈ ℝ𝑛  ،متغيرهای حالت سيستم𝑛  تعداد

𝑓:ℝ𝑛شرايط اوليه و  𝑥0متغيرهای حالت،  → ℝ𝑛 بع برداری است.يک تا 

𝑥𝑒 (: [9])نقطه تعادل 1تعریف  ∈ ℝ
𝑛 تعريف   (1)نقطه تعادل سيستم

𝑓(𝑥𝑒)مي شود اگر  = . بدون از دست دادن کليت )با تغيير متغير( مي 0

𝑥𝑒)توان نقطه تعادل را در مبدا  = در نظر گرفت. بنابراين در ادامه نقطه  (0

 ته شده است.تعادل سيستم در مبدا در نظر گرف

𝑥𝑒در صورتي که  :(DA [25]) 2تعریف  =  (1) نقطه تعادل سيستم 0

ای تعريف مي شود که با شروع از آن مجموعه شرايط اوليه DAباشد، 

 نقاط، متغيرهای حالت به سمت مبدا )نقطه تعادل( ميل کند:
Ω:= {𝑥0|𝑖𝑓 𝑥(0) = 𝑥0 𝑡ℎ𝑒𝑛 lim

t→∞
𝑥(𝑡)  → 0} 

برای سيستم های معدودی امكان پذير است و در اغلب  DAردن بدست آو

بدست مي آيد. يكي از روش  DAموارد برای سيستم های واقعي تخمين 

با بكارگيری تئوری مستقيم لياپانوف است  1استفاده از لم  DAهای تخمين 

بكار مي  DAکه يک مجموعه رويه از تابع لياپانوف بعنوان تخمين داخلي 

 رود.

 
1 Bounded 

𝑉(𝑥):ℝ𝑛اگر تابع پيوسته مشتق پذير   :1لم  → ℝ   و مقدار𝛾 ∈ ℝ+  وجود

 داشته باشد که

(2) 𝑉(𝑥) > 0 ∀ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 − {0},      𝑉(0) = 0, 

(3)  Ω𝛾 ≔ {𝑥|𝑉(𝑥) ≤ 𝛾} مجموعه محدود شده1 است   

(4) Ω𝛾 ⊆ {𝑥|𝑉̇(𝑥) < 0} ∪ {0}, 

يک  Ω𝛾و مجموعه  ( است1در اين صورت مبدا پايدار مجانبي سيستم )

 (. [32]است. )اثبات در   DAيا تخميني از  DAزيرمجموعه از 

که شرايط  𝛾ار ، نياز است بزرگترين مقدDAبرای رسيدن به بزرگترين تخمين از 

 را برآورده کند، بدست آيد. 1( در لم 4( تا )2)

 

 SOSچند جمله ای های  -2-2

متغيره  𝑛ای چندجمله (:SOS  [25]ای های )چند جمله ۳تعریف 

𝑠(𝑥) = 𝑠(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  2از درجه𝑑 ای يک چندجملهSOS  است اگر

…,𝑝1(𝑥)چندجمله ای های  , 𝑝𝑚(𝑥) ∈ ℝ𝑛  از درجه کوچكتر يا مساوی

2𝑑  وجود داشته باشند که𝑠(𝑥) = ∑ 𝑝𝑖
2(𝑥)𝑚

𝑖=1. 

…,𝑝1(𝑥)نشان داده شده است که شرط وجود چندجمله ای های  , 𝑝𝑚(𝑥) 

𝑠(𝑥)برای اينكه  ∈ Σ𝑛 اين است که ماتريس ،Q>0  وجود داشته باشد که

𝑠(𝑥) = 𝑥{𝑑}
′
𝑄𝑥{𝑑}  آن که در𝑥{𝑑}   تابع برداری شامل همه مونوميال های

. به اين ترتيب مسئله يافتن [33]است  𝑑از درجه کوچكتر يا مساوی 

که يک مسئله برنامه ريزی  LMIمي تواند به يک مسئله  SOSچندجمله ای 

 محدب است، تبديل شود.

…,𝑝0(𝑥)چندجمله ای های  :2لم  , 𝑝𝑚(𝑥) ∈ ℝ𝑛  و𝑠1(𝑥),… , 𝑠𝑚(𝑥) ∈

Σ𝑛  مفروض است. اگر 

𝑝0(𝑥) −∑𝑠𝑖(𝑥)𝑝𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=1

≥ 0 

 آنگاه
{𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑝1(𝑥) ≥ 0,… , 𝑝𝑚(𝑥) ≥ 0} ⊆ {𝑥 ∈ ℝ

𝑛|𝑝0(𝑥) ≥ 0}. 

 .([34])اثبات در 

به صورت چند  𝑓(𝑥)با در نظر گرفتن تابع لياپانوف و تابع برداری  :۳لم 

 تخميني از Ω𝛾در مساله بهينه سازی زير،  2و  1لم  جمله ای و بكارگيری

DA ( را برای مبدا خواهد داد1سيستم ) 

max
𝛾∈ℝ,     𝑉(𝑥)∈ℝ𝑛,    𝑠1(𝑥)∈Σ𝑛

𝛾   (5)  

𝑠. 𝑡 𝑉(𝑥) − 𝑙1(𝑥) ∈ Σ𝑛   (6)  

−(
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑙2(𝑥)) − 𝑠1(𝑥)(𝛾 − 𝑉(𝑥)) ∈ Σ𝑛   (7)  

Ω𝛾 که در آن  ≔ {𝑥|𝛾 − 𝑉(𝑥) ≥ 𝑙𝑖(𝑥)و {0 = 𝜖𝑥
′𝑥,    𝑖 =  𝜖و  1,2

 يک عدد حقيقي مثبت کوچک انتخاب شده است. 

𝑙𝑖(𝑥)با توجه به اينكه  اثبات: > 0  ∀𝑥 ≠ 0,   𝑙𝑖(0) = (، 6، بنابراين قيد )0

ای بصورت چندجمله 𝑉(𝑥)را برآورده مي کند. از طرفي چون  1( در لم 2شرط )
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برقرار است. همچنين به دليل اينكه  نيز 1( لم 3محدود است و شرط ) Ω𝛾است پس 

𝑠1(𝑥) ∈ Σ𝑛  2بر اساس لم ،𝑉̇(𝑥) − 𝑙2(𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑙2(𝑥) ≤ ، در 0

 DAتخميني از  Ω𝛾را برقرار مي کند و بنابراين  1( در لم 4( شرط )7نتيجه قيد )

( بدنبال يافتن 5نه سازی )( خواهد بود. با توجه به اينكه مسئله بهي1برای مبدا سيستم )

بدست  DAاست، در صورت وجود جواب، بزرگترين تخمين  𝛾بيشترين مقدار 

 خواهد آمد.

 ینتایج اصل -۳
 سيستم زمان پيوسته چندجمله ای با معادلات حالت زير مفروض است.

(8) 
{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡) 

𝑦 = ℎ(𝑥(𝑡))
, 

𝑥(0) = 𝑥0,              𝑢𝑀𝑖𝑛 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑢𝑀𝑎𝑥 

𝑥که در آن  ∈ ℝ𝑛 , 𝑦 ∈ ℝ, 𝑢 ∈ ℝ, 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ ℝ𝑛  و𝑥(0)  شرايط اوليه

(𝑓(0))سيستم که دارای نقطه تعادل پايدار در مبدا  = است. هدف  0

طراحي مشاهده گر به منظور تخمين متغيرهای حالت سيستم از روی 

ک متغيرهای حالت تخمين زده فيدب گرکنترلخروجي و همچنين طراحي 

در ادامه شده به منظور پايداری مجانبي سيستم حلقه بسته در مبدا است. 

دوخطي  SOS فرمول بندی مي شود و سپس مسئله به   OBCابتدا طراحي 

 تبديل و برای حل آن يک الگوريتم پيشنهاد مي گردد.

 OBCطراحی  -۳-1

𝑥 بگيريد، بنابراين مي توان  را تخمين متغيرهای حالت سيستم در نظر

 معادلات حالت مشاهده گر را به صورت 

(9) {
𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 + 𝐿(𝑦 − 𝑦̂)

𝑦̂ = ℎ(𝑥)
 

𝐿که  ∈ ℝ𝑛
𝑛 ای است. در صورتي که يک تابع برداری چندجملهOBC  به

𝑢(𝑥)صورت  = 𝐾(𝑥)  و𝑒 = 𝑥 − 𝑥 تعريف شود، بنابراين 
𝑒̇ = 𝑥̇ − 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) + (𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝐾(𝑥)

+ 𝐿(ℎ(𝑥) − ℎ(𝑥)) 
𝑧با تعريف متغيرهای حالت سيستم حلقه بسته به صورت  = (𝑥

𝑒
معادلات   (

 حالت سيستم حلقه بسته برابر است با

(10) {
𝑧̇ = 𝑓𝑐(𝑧)                   𝑧(0) = (

𝑥0
𝑥0 − 𝑥0

)

𝑦 = ℎ𝑐(𝑧)
 

 ه در آنک

𝑓𝑐(𝑧) = (
𝑥̇

𝑒̇
)

= (
= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐾(𝑥 − 𝑒)

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 𝑒) + (𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥 − 𝑒))𝐾(𝑥 − 𝑒) + 𝐿(ℎ(𝑥) − ℎ(𝑥 − 𝑒))
) 

ℎ𝑐(𝑧) = ℎ(𝑥)  و𝑥0  مقدار اوليه متغير𝑥(𝑡)  است. در صورتي که𝐿(0) =

 𝑧(0)ود، بنابراين اگر باشد، مبدا نقطه تعادل سيستم حلقه بسته خواهد ب 0

𝑧𝑒( برای نقطه تعادل 10در ناحيه جذب سيستم ) = قرار داشته باشد،  0

limآنگاه 
𝑡→∞

𝑧(𝑡) → 0 limبنابراين  . 
𝑡→∞

𝑥(𝑡) → نتيجه مي شود که به مفهوم  0

و مشاهده گر طراحي شده است  گرکنترلپايداری سيستم حلقه بسته توسط 

limهمچنين   و
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡) → تضمين مي کند که مشاهده  0

 گر به درستي متغيرهای حالت سيستم را تخمين زده است.

 توسعه ناحیه جذب -۳-2

، مشاهده گر و تابع لياپانوف به گرکنترلا هدف طراحي هم زمان ب

منظور پايداری مجانبي سيستم، تخمين متغيرهای حالت و توسعه ناحيه 

𝑉𝑐(𝑧)(، با تعريف تابع لياپانوف 10م )جذب سيست ∈ ℝ2𝑛 و 

(11) Ω𝑐𝛾 ≔ {𝑧|𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧) ≥ 0} 

 در صورتي که 3ر اساس لم ب

(12) max
𝛾∈ℝ,     𝑉𝑐∈ℝ2𝑛,   𝐾,   𝐿 ∈ℝ𝑛,    𝑠1(𝑧)∈Σ2𝑛

𝛾 

(13) 𝑠. 𝑡 𝑉𝑐(𝑧) − 𝑙1(𝑧) ∈ Σ2𝑛 

(14) −(
𝜕𝑉𝑐
𝜕𝑧

𝑓𝑐(𝑧) − 𝑙2(𝑧)) − 𝑠1(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ Σ2𝑛 

( در مبدا 10سيستم حلقه بسته ) DAتخمين  Ω𝑐𝛾دارای جواب باشد، آنگاه 

𝑙𝑖(𝑧)خواهد بود که در آن  = 𝜖𝑧
′𝑧,    𝑖 = . اما به منظور برقراری اشباع 1,2

𝑢𝑀𝑖𝑛بر روی ورودی به صورت  ≤ 𝑢 ≤ 𝑢𝑀𝑎𝑥 کافي است ، 

(15) Ω𝑐𝛾 ⊆ {𝑧|𝑢 − 𝑢𝑀𝑖𝑛 ≥ 0} 

(16) Ω𝑐𝛾 ⊆ {𝑧|𝑢𝑀𝑎𝑥 − 𝑢 ≥ 0} 

شرايط اشباع بر روی ورودی  Ω𝑐𝛾( تضمين مي کند که 16( و )15شرايط )

,𝑠2(𝑧)را برآورده کند. در صورت وجود  𝑠3(𝑧) ∈ تعريف   Σ2𝑛 و

𝐾𝑐(𝑧) = 𝑢(𝑥) = 𝐾(𝑥 − 𝑒) (بصورت زير 18( و )17اگر دو شرط )

 برقرار باشد

(17) (𝐾𝑐(𝑧) − 𝑢𝑀𝑖𝑛) − 𝑠2(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ 𝛴2𝑛 

(18) (𝑢𝑀𝑎𝑥 −𝐾𝑐(𝑧)) − 𝑠3(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ 𝛴2𝑛 

 ( برآورده خواهد شد.16( و )15( شرايط )2آنگاه با توجه به لم )

به منظور پايداری مجانبي در مبدا و توسعه  OBCايت مسئله طراحي در نه

( به صورت مساله بهينه سازی زير جمع بندی مي 8ناحيه جذب سيستم )

 شود

(19) max
𝛾∈ℝ,     𝑉𝑐∈ℝ2𝑛,   𝐾,   𝐿 ∈ℝ𝑛,    𝑠1𝑠2,𝑠3∈Σ2𝑛

𝛾 

(20) 𝑠. 𝑡 𝑉𝑐(𝑧) − 𝑙1(𝑧) ∈ Σ2𝑛 

(21) −(
𝜕𝑉𝑐
𝜕𝑧

𝑓𝑐(𝑧) − 𝑙2(𝑧)) − 𝑠1(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ Σ2𝑛 

(22) (𝐾𝑐(𝑧) − 𝑢𝑀𝑖𝑛) − 𝑠2(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ Σ2𝑛 

(23) (𝑢𝑀𝑎𝑥 −𝐾𝑐(𝑧)) − 𝑠3(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ Σ2𝑛 

مقدار آن در تكرار قبل  𝛾𝑜𝑙𝑑ر تكرار جاری و د 𝛾مقدار  𝛾𝑛𝑒𝑤ه در آن ک

يک عدد حقيقي مثبت کوچک، در نظر گرفته شده است. پس   𝜖1است و 

تخميني از  Ω𝑐𝛾از حل اين مسئله بهينه سازی در صورت قابل حل بودن، 

 Ω𝑐𝛾( را برای مبدا مي دهد. با تصوير کردن 10ناحيه جذب سيستم )

𝑉(𝑥)با تعريف   ،𝑥برمتغيرهای  = 𝑉𝑐(𝑧)|𝑧=(𝑥0)  ،Ω𝛾: = {𝑥|𝛾 − 𝑉(𝑥) ≥

و  گرکنترل( در مبدا با 8سيستم ) DAتخميني از بدست مي آيد که  {0

مشاهده گر طراحي شده خواهد بود. برای حل مسئله بهينه سازی در مرحله 

ئله برای ورود مس YALMIP [35] ، ابزار  MATLABاز نرم افزار  3و  2

برای تبديل به مسئله  SOSTOOLS4 [36]و  ابزار  SOSبهينه سازی بفرم 
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، LMIبرای حل  SeDuMi [37]و سپس بكارگيری ابزار  LMIبهينه سازی 

 استفاده شده است.

 مثال های عددی -4

در اين بخش مثال های عددی به منظور نشان دادن توانايي روش 

پيشنهادی در توسعه ناحيه جذب تخمين زده شده نسبت به فيدبک خروجي 

𝜖در مقالات ديگر، بيان شده است. ضمنا مقدار  OBCو طراحي  = 𝜖1 =

:Ω𝛾ا توجه به اينكه در نظر گرفته شده است، همچنين ب 10−4 = {𝑥|𝛾 −

𝑉(𝑥) ≥ Ω1را به صورت  DAمي توان به جای آن تخمين   {0 ≔ {𝑥|1 −

𝑉∗(𝑥) ≥ 𝑉∗(𝑥)در نظر گرفت که     {0 =
𝑉(𝑥)

𝛾
بيان  Ω1با  DA. در ادامه 

 نمايش داده مي شود.  𝑉∗(𝑥)شده که در آن تابع لياپانوف 

در مرجع  1حالت زير را در نظر بگيريد )مثال  سيستم با معادلات :1مثال 

[25] ) 

(32) {

𝑥̇1 = −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1
2 − 𝑥2

3 + 𝑥1𝑢

𝑥̇2 = −2𝑥2 − 𝑥1
2 + 𝑢

𝑦 = 𝑥1

 

𝑉(𝑥)با انتخاب تابع لياپانوف درجه دو  [25]در  (32رای سيستم )ب = 𝑥1
2 +

𝑥2
𝑢فيدبک خروجي بفرم درجه دو  گرکنترلو بكارگيری  2 = 𝑢1𝑦 +

𝑢2𝑦
 که در آن 2

(33) 𝑢𝑖 ∈ {−1,1}, 𝑖 = 1,2 

,𝑢1مسئله طراحي  𝑢2  به منظور افزايش ناحيه جذب سيستم بهSOS  و سپس

LMI ه نتيجه در تبديل شده است کError! Reference source not 

found.  ديده مي شود. با توجه بهDA  2.48−بدست آمده ≤ 𝑦 = 𝑥1 ≤

𝑢  از طرفي قانون کنترل طراحي شده 2.48 = 0.92606x1 −

0.10835x1
2.963−در بازه   2 ≤ 𝑢 ≤ تغيير مي کند. برای استفاده  1.63

درجه  گرکنترل، 2گرفتن تابع لياپانوف درجه از روش پيشنهادی با در نظر 

𝑢𝑀𝑖𝑛و  3به صورت درجه  L، چند جمله ای 2 = −2.963, 𝑢𝑀𝑎𝑥 = 1.63 

 پس از حل مسئله بهينه سازی ارائه شده در الگوريتم پيشنهادی

𝑉(𝑥) = 0.07342𝑥1
2 − 0.09865𝑥1𝑥2 + 0.123𝑥2

2,     

𝑢 = 𝑥1 − 𝑥2 − 0.4475𝑥1
2 − 0.0838𝑥̂1𝑥2 + 0.0203𝑥̂2

2  

𝐿 = (
38.9681(𝑦 − 𝑦̂) + 0.3104(𝑦 − 𝑦̂)2 − 4.0903(𝑦 − 𝑦̂)3

−12.2340(𝑦 − 𝑦̂) + 1.1748(𝑦 − 𝑦̂)2 − 2.9689(𝑦 − 𝑦̂)3
)      

 𝑠. 𝑡  𝑦̂ = 𝑥1 

Ω1که  ≔ {𝑥|1 − 𝑉(𝑥) ≥ برای مبدا سيستم  DAتخمين  {0

(32)Error! Reference source not found.  است و درError! 

Reference source not found.  نشان داده شده است. همان گونه که در

نسبت به فيدبک خروجي در شرايط  OBCشكل ديده مي شود استفاده از 

 
1 State-Dependent Riccati Equation 

𝑉̇(𝑥)بزرگتر گرديده است. منحني  DAيكسان منجر به  =  !Errorدر  0

Reference source not found.  رسم شده که همانطور که مشخص است

مماس است که اين به مفهوم همگرا شدن مسئله بهينه سازی  Ω1در نقاطي بر 

به جواب بهينه است. متغيرهای حالت و تخمين آنها به همراه ورودی برای 

𝑧(0)شرايط اوليه  = (−1 − رسم شده است که در  2شكل در  ′(1   1   1

آن پايداری مجانبي و تخمين متغيرهای حالت مشاهده مي گردد. از طرفي 

2.963−همان گونه که ديده مي شود شرط  ≤ 𝑢 ≤ نيز برآورده شده  1.63

 است.

 
بر اساس فيدبک خروجي  : منحني سياه خط چين تخمين ناحيه جذب1 شكل

با روش پيشنهادی، منحني آبي نقطه  DA، منحني آبي خط پيوسته تخمين  [25]

𝑉̇(𝑥)چين  = 0 

 

 

( و 34سيستم چندجمله ای با معادلات حالت ) DA :2مثال 

|𝑢(𝑡)|محدوديت  ≤ فيدبک حالت با  گرکنترلتوسط  [22]در  0.2

و فاکتور شكل  (SDRE) 1بكارگيری معادلات ريكاتي وابسته به حالت

 توسعه داده شده است.  2دهي

(34) {𝑥̇2 =

𝑥̇1 = 𝑥2
−𝑥1

2 − 𝑥2 + 𝑥1
2𝑥2 + 𝑢

𝑦 = 𝑥2

 

2 Shape Factor 

)سياه  𝒙𝟐متغير  (b))آبي خط چين(،  𝒙̂𝟏)سياه پيوسته(، متغير  𝒙𝟏متغير  (a): 2شكل 

 سيگنال ورودی (d))آبي خط چين(،  𝒙̂𝟐پيوسته(، متغير 
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برای  DA، 3و قانون کنترل درجه  6نظر گرفتن تابع لياپانوف درجه  با در

با   نشان داده شده است. .Error! Reference source not foundمبدا در 

از  𝐿و تابع برداری  3، قانون کنترل درجه 4استفاده از تابع لياپانوف درجه 

 روش پيشنهادی پس از طراحي با  3درجه 
𝑉(𝑥) = 0.03195𝑥1

4 − 0.03444𝑥1
3𝑥2+ 0.1025𝑥1

2𝑥2
2 + 0.1806𝑥1

2

+ 0.05964𝑥1𝑥2
3 + 0.2937𝑥1𝑥2

+ 0.01721𝑥2
4 + 0.168𝑥2

2 
𝑢 = −0.1327𝑥̂1 − 0.1674𝑥̂2 + 0.0093𝑥̂1

3 + 0.0329𝑥̂1
2𝑥2

+ 0.041𝑥̂1𝑥̂2
2 + 0.0179𝑥2

3 

𝐿 = (
−0.668(𝑦 − 𝑦̂) − 3.224(𝑦 − 𝑦̂)3

8.045(𝑦 − 𝑦̂) + 10.984(𝑦 − 𝑦̂)3
)       𝑠. 𝑡  𝑦̂ = 𝑥2 

 
،  [22]منحني سياه خط چين تخمين ناحيه جذب بر اساس فيدبک حالت :3شكل 

با روش پيشنهادی، منحني آبي نقطه چين  DAمنحني آبي خط پيوسته تخمين 
𝑉̇(𝑥) = 0 

رسم شده  .Error! Reference source not foundدر  DAدست آمده و ب

، [22]و فيدبک حالت در  6اپانوف درجه است. علي رغم استفاده از تابع لي

DA  تخمين زده شده در روش پيشنهادی با استفاده ازOBC  و همچنين تابع

، وسيع تر است که دليل آن احتمالا بكارگيری لياپانوف با درجه پايين تر

SDRE  است. به ازای شرايط اوليه  [22]در𝑧(0) = (1 − 1   1  − 1)′ ،

 !Errorنها و همچنين سيگنال کنترل در متغيرهای حالت و تخمين آ

Reference source not found.  رسم شده است. همان گونه که مشخص

 است محدوديت بر روی ورودی به درستي برآورده شده است.

 

 سيستم غيرخطي دو ورودی با معادلات حالت  :۳مثال 

(35) {𝑥̇2 =
𝑥̇1 = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1

3 − 𝑥1𝑥2
2 + 𝑢1

−𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1
2𝑥2 − 𝑥2

3 + 𝑢2
𝑦 = 𝑥1

 

|𝑢𝑖|با محدوديت  ≤ 15, 𝑖 =  DAتوسعه  [28]مفروض است. در  1,2

انجام  LMIو تبديل به مسئله  OBCبر اساس طراحي  OSLسيستم های 

گر و قانون کنترل و مشاهده 2گرفته است. با استفاده از تابع لياپانوف درجه 

رسم شده است. برای  5شكل ( در 35برای مبدا سيستم ) DA، 1درجه 

𝑢2استفاده از روش پيشنهادی با توجه به اينكه سيستم دو ورودی است،  =

به منظور طراحي استفاده شده است. پس از طراحي با تابع لياپانوف  𝑢1و  0

 به صورت 1، قانون کنترل و مشاهده گر درجه 2درجه 
𝑉(𝑥) = 0.03782𝑥12 − 0.07572𝑥1𝑥2 + 0.08145𝑥22 
𝑢 = −2.2452𝑥̂1 + 1.4177𝑥̂2 

𝐿 = (
2.743(𝑦 − 𝑦̂)

2.503(𝑦 − 𝑦̂)
)       𝑠. 𝑡  𝑦̂ = 𝑥1 

DA  رسم شده است. متغيرهای حالت و تخمين   5شكل تخمين زده شده در

 DAل به ازای يک مقدار از شرايط اوليه درون آنها به همراه سيگنال کنتر

نشان داده شده است. نكته ديگری که در اين مثال وجود دارد،  6شكل در 

𝑉̇(𝑡) = −𝑃′(𝑥)𝑃(𝑥) < 0   ∀𝑥 ≠  که در آن  0

𝑃(𝑥) =

(

 
 
 
−0.116𝑥1

2 − 0.183𝑥2
2 + 0.35𝑥1𝑥2

0.118𝑥1
2 − 0.231𝑥2

2 + 0.35𝑥1𝑥2
0.123𝑥1

2 + 0.041𝑥2
2 + 0.062𝑥1𝑥2

0.0017𝑥1 − 0.0019𝑥2
5.876𝑥1 + 5.203𝑥2 )

 
 
 

 

و به اين معني است که اگراشباع بر روی ورودی وجود نداشت، 

 سيستم حلقه بسته در مبدا پايدار مجانبي سراسری مي گرديد.

 

 

 

،  OBC [28]منحني سياه خط چين تخمين ناحيه جذب بر اساس  :5شكل 

 با روش پيشنهادی DAمنحني آبي خط پيوسته تخمين 

 𝒙𝟐متغير  (b))آبي خط چين(،  𝒙̂𝟏)سياه پيوسته(، متغير  𝒙𝟏متغير  (a) :4شكل 

سيگنال ورودی (d))آبي خط چين(،  𝒙̂𝟐)سياه پيوسته(، متغير 
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  OSLتم غيرخطي به فرم معادلات حالت سيس :4مثال 

(36) 

{
 
 

 
 𝑥̇1 = −2.548𝑥1 + 9.1𝑥2 +

1

2
|𝑥1 + 1| −

1

2
|𝑥1 − 1| + 𝑢

𝑥̇2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3
𝑥̇3 = −14.2𝑥2

𝑦 = 𝑥1

 

|𝑢|با محدوديت  ≤ ناحيه  OBCبا طراحي  [28]مفروض است. در  15

نشان داده شده است. برای استفاده از روش  7شكل جذب برای مبدا در 

( به فرم چندجمله ای باشد. در صورتي 36بايد معادلات حالت ) پيشنهادی

1−که  ≤ 𝑥1 ≤  ، معادلات حالت سيستم به صورت خطيتضمين شود 1

(37) {

𝑥̇1 = −1.548𝑥1 + 9.1𝑥2 + 𝑢
𝑥̇2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3
𝑥̇3 = −14.2𝑥2

𝑦 = 𝑥1

 

، با Ω𝑐𝛾ا شروع متغيرهای حالت از درون با توجه به اينكه بتبديل مي شود. 

در صورتي که  گذر زمان، متغيرهای حالت درون آن باقي خواهند ماند،

Ω𝑐𝛾 ⊆ {𝑥|1 − 𝑥1
2 ≥ 1، آنگاه {0 − 𝑥1

2 ≥ |𝑥1| و يا 0 ≤ تضمين مي  1

𝑠4کافي است  2گردد. بر اساس لم  ∈ Σ2𝑛  وجود داشته باشد که 

(38) (1 − 𝑥1
2) − 𝑠4(𝑧)(𝛾 − 𝑉𝑐(𝑧)) ∈ 𝛴2𝑛 

( با در نظر گرفتن تابع لياپانوف 23)-(20( به قيود )38ا اضافه کردن قيد )ب

پس از حل الگوريتم  1و مشاهده گر از درجه  گرکنترلو  2درجه 

 که در آن رسم شده است 7شكل تخمين زده شده در  DAپيشنهادی، 
𝑉(𝑥) = 𝑥1

2 + 3.155 ∗ 10−5𝑥1𝑥2 − 1.09 ∗ 10
−5𝑥1𝑥3

+ 0.01108𝑥2
2 − 0.0007628𝑥2𝑥3

+ 0.001014𝑥3
2 

𝑢 =  −5.864𝑥1 − 9.098𝑥̂2 + 0.00377𝑥̂3 

𝐿 = (

11.656(𝑦 − 𝑦̂)

9.736(𝑦 − 𝑦̂)

−3.497(𝑦 − 𝑦̂)
) ,                    𝑦̂ = 𝑥1 

به  DAبه تخمين  [28]همان گونه که ديده مي شود روش بكار رفته در 

راتب کوچكتر از روش پيشنهادی رسيده است که مي تواند به دليل م

متغيرهای حالت و تخمين آنها به  8شكل باشد. در  OSLاستفاده از مفهوم 

 سيگنال ورودی نمايش داده شده است. ههمرا

 

 

)سياه  𝑥2متغير  (b))آبي خط چين(،  𝑥1)سياه پيوسته(، متغير  𝑥1متغير  (a) :8شكل 

خط  )آبي 𝑥3)سياه پيوسته(، متغير  𝑥3متغير  (c))آبي خط چين(،  𝑥2پيوسته(، متغير 

 سيگنال ورودی (d)چين(،  

 

 گیری نتیجه -8
در اين مقاله به توسعه ناحيه جذب سيستم های چندجمله ای به همراه 

و  OBCاشباع بر روی ورودی پرداخته شده است. طراحي تابع لياپانوف، 

 SOSمشاهده گر به منظور توسعه ناحيه جذب تبديل به مسئله بهينه سازی 

ک الگوريتم دو مرحله ای تكراری و تبديل دوخطي گرديده که توسط ي

منجر به نتايج بهتری نسبت به  OBCخطي حل شده است. طراحي  SOSبه 

فيدبک خروجي و همچنين تلاش مشابه برای طراحي  گرکنترلطراحي 

OBC  نشان داده شده،  4گرديده است. علاوه بر اين همانطور که در مثال

ود بر روی متغيرهای حالت را هم به به جز قيود بر روی ورودی مي توان قي

SOS .تبديل کرد 
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