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 (23/11/1393، تاريخ پذيرش مقاله 14/9/1393)تاريخ دريافت مقاله 

 از كلمتش خطی سوئيچينگ های سيستم پايدارسازی سوئيچينگ، های سيستم زمينه در بررسی مورد مسائل مهمترين از يكی: چکیده

 های سيستم مقاوم پايدارسازی برای ماتريسی خطی نامعادلات حل بر مبتنی روش يک مقاله اين در. باشد می ناپايدار زيرسيستم تعدادی

 فيدبک بهره های ماتريس سيستم، های حالت تمامی بودن دسترس در فرض با ابتدا. شود می ارائه پارامتری نامعينی دارای خطی سوئيچينگ

 اقامت زمان حداقل با سوئيچ سيگنال هر ازای به پارامتری نامعينی دارای سوئيچينگ سيستم که شود می طراحی نحوی به ارسازپايد حالت

 تنها و نبوده گيری اندازه قابل سيستم های حالت عملی، کاربردهای از بسياری در اينكه به توجه با سپس. باشد مقاوم مجانبی پايدار مشخص

 در. شد خواهد داده توسعه ها سيستم از دسته اين برای مقاوم پايدارساز حالت فيدبک طراحی روش هستند، سترسد در  آن های خروجی

 مجموعه فرم به سيستم، های خروجی از استفاده با پايدارساز حالت فيدبک وجود برای کافی شرايط حالت، رويتگر بر مبتنی پيشنهادی روش

 داده تعميم نيز دلخواه سوئيچ سيگنال برای پيشنهادی پايدارسازی های روش از هريک همچنين. دش خواهد معرفی ماتريسی خطی نامعادلات

 .است شده ارائه مناسب عددی های مثال  ها روش اين کارايی بررسی برای انتها، در. است شده

 با سوئيچ سيگنال رويتگر، بر مبتنی حالت فيدبک ، مقاوم پايدارسازی پارامتری، نامعينی خطی، سوئيچينگ سيستمکلمات کلیدی: 

 .اقامت زمان

Robust Stabilization of Switched Linear Systems, Based on State 

Feedback Observer and Dwell Time Switching Signal 

Mohamad Ali Bagherzadeh, Jafar Ghaisari, Javad Askari, and Mohsen Mojiri 

Abstract: Stabilization of switched linear systems is one of the most important problems in the 

area of switched systems. In this paper, a design method for robust stabilization of parametric 

uncertain switched linear systems is proposed in terms of linear matrix inequalities. First, a method 

is proposed assuming that all states are available. This method designs the state feedback gains, 

such that the closed-loop system to be robustly asymptotically stable under switching signals with 

the known minimum dwell time. Since the states are unmeasurable in some practical systems, the 

method is then extended to the practical cases, in which the outputs are just available. The observer-

based stabilizing state feedback gains are designed to stabilize such systems robustly for dwell time 

switching signals. The asymptotic stability of the proposed methods is proved under the assumption 

that all the nominal subsystems are controllable and observable. Then, the method is also 

generalized for robust stabilization of uncertain switched linear systems under any arbitrary 

switching signal. The correctness and effectiveness of the results are illustrated by some numerical 

examples. 

 

Keywords: Switched linear system, parametric uncertainty, robust stabilization, observer-based 

state feedback, dwell time switching signals. 
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 مقدمه -1

های سوئيچينگ که از تعدادی زيرسيستم و يک سيگنال  سيستم

های  و کنترل سيستم پايدارسازیاند، در مدلسازی،  سوئيچ تشكيل شده

های سوئيچينگ  [. سيستم6 - 1شوند ] ديناميكی پيچيده به کار گرفته می

های  های سوئيچينگ است که از زيرسيستم خطی، دسته مهمی از سيستم

به دليل ماهيت هايبريد اند.  رناپذير با زمان تشكيل شدهخطی تغيي

های سوئيچينگ، سيگنال سوئيچ نقش کليدی در پايداری اين  سيستم

های سوئيچينگ خطی، در مقالات  [. پايداری سيستم8و  7ها دارد ] سيستم

 - 9توان به ] های بسياری بررسی شده است که از آن جمله می و پژوهش

های  [ برای سيستم16 - 13، ]1ی سوئيچينگ دلخواهها [ برای سيستم12

سوئيچينگ دارای زمان اقامت که فاصله زمانی بين هر دو سوئيچ متوالی 

های سوئيچينگ  [ برای سيستم19 - 17از مقدار مشخصی بزرگتر است و ]

 وابسته به حالت اشاره کرد.

های  های سوئيچينگ متشكل از زيرسيستم سيستم 2پايدارسازی

های اخير مورد توجه پژوهشگران اين زمينه قرار گرفته  ار در سالناپايد

است. هدف از مسئله پايدارسازی، بررسی شرايط کافی )و/يا لازم( برای 

های  پايدار کردن سيستم سوئيچينگ به وسيله سيگنال سوئيچ و/يا ماتريس

های  بهره فيدبک حالت مناسب است. مسئله پايدارسازی سيستم

[ 26-20بدون نامعينی در مراجع مختلفی از جمله ]سوئيچينگ خطی 

[، شرايط کافی برای پايدارسازی 20در ]ابتدا بررسی شده است. 

های سوئيچينگ خطی با استفاده از سيگنال سوئيچ مناسب بررسی  سيستم

دو روش طراحی سيگنال سوئيچ برای تامين پايداری  پس از آنشد. 

[ 22و  21سوئيچينگ خطی در ]  تمای مربعی سيس و پايداری قطعه 3مربعی

روش طراحی سيگنال سوئيچ وابسته به حالت  دو همچنينپيشنهاد شد. 

خاصی  های پايدارساز مبتنی بر حل نامعادلات ماتريسی خطی برای کلاس

و  25شد. در ] پيشنهاد [24و ] [23در ]های سوئيچينگ خطی  از سيستم

های سوئيچينگ  زی سيستم[، شرايط کافی برای بررسی امكان پايدارسا26

های فيدبک حالت و فيدبک حالت مبتنی  خطی با استفاده از مجموعه بهره

های فيدبک حالت سيستم سوئيچينگ  بر رويتگر ارائه شد. همچنين بهره

[ تعيين شد که 27خطی متشكل از دو زيرسيستم مرتبه دوم به نحوی در ]

 ه پايدار مجانبی باشد.حلقه بسته به ازای هر سيگنال سوئيچ دلخواسيستم 

های سوئيچينگ خطی دارای تاخير  ضمن اينكه مسئله پايدارسازی سيستم

اين  با [ بررسی شده است. 30-28در تشخيص سيگنال سوئيچ نيز در ]

، لازم است مسئله  ها بر پايداری سيستم وجود به دليل تاثيرگذاری نامعينی

ای نامعينی نيز بررسی های سوئيچينگ خطی دار پايدارسازی مقاوم سيستم

[، شرايط کافی برای بررسی وجود سيگنال سوئيچ 31[. در ]35 - 31شود ]

های سوئيچينگ  وابسته به حالت مناسب برای پايدارسازی مقاوم سيستم

پيشنهاد شد. ضمن اينكه امكان  4توپيک خطی دارای نامعينی پلی

 
1 - Arbitrary switched systems 
2 - Stabilization 
3 - Quadratically stabilization 
4 - Polytopic uncertainty 

توپيک  ی پلیهای سوئيچينگ خطی دارای نامعين پايدارسازی مقاوم سيستم

[ بررسی شد. همچنين 32با استفاده از فيدبک خروجی نيز در ]

هايی جهت استخراج سيگنال سوئيچ پايدارساز مقاوم برای  الگوريتم

[ پيشنهاد شد. در 34و  33های سوئيچينگ خطی دارای نامعينی در ] سيستم

[ نيز مسئله پايدارسازی مقاوم سيستم سوئيچينگ دارای نامعينی با 35]

های فيدبک حالت به همراه سيگنال سوئيچ  ای از بهره استفاده از مجموعه

 وابسته به حالت مناسب بررسی شد. 

های سوئيچينگ خطی دارای  در اين مقاله، پايدارسازی مقاوم سيستم

های فيدبک حالت و سيگنال سوئيچ با  نامعينی پارامتری با استفاده از بهره

های عملی  ها در مثال دسته از نامعينیشود. اين  زمان اقامت بررسی می

شود که معادلات فضای حالت سيستم بر اساس قوانين حاکم بر  ظاهر می

آيند. در بخش دوم،   آن سيستم و بر حسب پارامترهای نامعين بدست می

شود.  های پارامتری در سيستم سوئيچينگ خطی فرموله می ابتدا نامعينی

و دارای  𝜏𝐷خطی با زمان اقامت های سوئيچينگ  سپس پايداری سيستم

در قالب يک لم بررسی خواهد شد که برای اثبات نامعينی پارامتری، 

های بعدی استفاده خواهد شد. در بخش  های پيشنهادی در بخش قضيه

های سيستم سوئيچينگ،  سوم، با فرض در دسترس بودن تمامی حالت

ساز مقاوم به ازای هر های فيدبک حالت پايدار بهرهای برای طراحی  قضيه

همچنين در بخش  شود. ارائه می 𝜏𝐷سيگنال سوئيچ با حداقل زمان اقامت 

سيستم های بهره فيدبک حالت پايدارساز مقاوم  چهارم، ماتريس

شود. در  های سيستم طراحی می با استفاده از خروجیسوئيچينگ خطی 

وی طراحی های فيدبک حالت مبتنی بر رويتگر به نح بهرهاين روش، 

ی دارای نامعينی پارامتری، به ازای هر  شوند که سيستم حلقه بسته می

پايدار مجانبی مقاوم باشد. در  𝜏𝐷سيگنال سوئيچ با حداقل زمان اقامت 

های عددی مناسب، سادگی و اثربخشی اين قضايا  انتها، با استفاده از مثال

 اده شده است.های سوئيچينگ نشان د در پايدارسازی مقاوم سيستم

 مسئله بیان و نیازها پیش -2

 معادلات با شده توصيف خطی سوئيچينگ  سيستم

{
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)                       
  (1)  

𝑥را در نظر بگيريد که در آن  ∈ ℝ𝑛 های پيوسته،  بردار حالت𝑢 ∈ ℝ𝑚 

𝑦های کنترلی،  ر ورودیبردا ∈ ℝ𝑙 های سيستم و  بردار خروجی

𝜎(𝑡): ℝ+ → ℳ = {1,2, … , 𝑁}  سيگنال سوئيچ است. سيگنال

ای پيوسته از سمت چپ است که ترتيب فعال شدن  سوئيچ، يک تابع قطعه

𝐴𝑖کند. همچنين  ها را هماهنگ می زيرسيستم ∈ ℝ𝑛×𝑛،𝐵𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑚  

𝐶𝑖و ∈ ℝ𝑙×𝑛   به ازای هر𝑖 ∈ ℳکننده  های توصيف ، ماتريس

های  هستند. معمولا ماتريس  های سيستم سوئيچينگ ها و خروجی ديناميک

𝐴𝑖 و𝐵𝑖  باشند. در کاربردهای عملی همراه با نامعينی می  

های عملی  ها که در معادلات فضای حالت سيستم ای از نامعينی دسته

پارامتری است. نامعينی پارامتری در مواردی شود، نامعينی  مشاهده می

افتد که معادلات فضای حالت با استفاده از قوانين حاکم بر  اتفاق می
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شود. نامعينی در اين پارامترها  سيستم و بر حسب پارامترها نامعين نوشته می

ها و يا به واسطه تغيير  گيری دقيق آن معمولا به دليل عدم توانايی در اندازه

های  آيد. در مثال ها در طول عملكرد فرآيند به وجود می آنمقادير 

 𝐴𝑖های فضای حالت  های سوئيچينگ خطی، ماتريس کاربردی از سيستم

𝐵𝑖و  دارای نامعينی به صورت  

  𝐴𝑖(𝑞) = 𝐴𝑖
𝑜 + 𝛥𝐴𝑖(𝑞𝑜, 𝛥𝑞)  (2 )الف  

  𝐵𝑖(𝑞) = 𝐵𝑖
𝑜 + 𝛥𝐵𝑖(𝑞𝑜, 𝛥𝑞)  (2 )ب  

𝒒هستند که  = [𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑟] ،𝒒𝑜 = [𝑞1
𝑜 , 𝑞2

𝑜 , … , 𝑞𝑟
𝑜]  و

𝛥𝒒 = [𝛿𝑞1, 𝛿𝑞2, … , 𝛿𝑞𝑟]  ،در روابط فوق، به ترتيب بردار پارامترها

بردار مقادير نامی پارامترها و بردار ميزان نامعينی پارامترها هستند. همچنين 

𝐴𝑖
𝑜 و 𝐵𝑖

𝑜 ها هستند که به  های نامی فضای حالت زيرسيستم ماتريس

𝐴𝑖صورت 
𝑜 ≔ 𝐴𝑖(𝒒𝑜)  و𝐵𝑖

𝑜 ≔ 𝐵𝑖(𝒒𝑜) شوند. ضمن  تعريف می

,𝛥𝐴𝑖(𝒒𝑜اينكه  𝛥𝒒)  و𝛥𝐵𝑖(𝒒𝑜, 𝛥𝒒) های  جزء نامعين ماتريس 

𝐴𝑖و𝐵𝑖 شوند. ر در نظر گرفته میبوده و به صورت زي 

 𝛥𝐴𝑖(𝑞𝑜, 𝛥𝑞) = ∑ 𝛿𝑞𝑘𝐸𝑘
𝑖𝑟

𝑘=1 الف( 3)   ,  

 𝛥𝐵𝑖(𝑞𝑜 , 𝛥𝑞) = ∑ 𝛿𝑞𝑘𝐹𝑘
𝑖𝑟

𝑘=1 ب( 3)   ,  

𝐸𝑘های  ماتريس
𝑖  و𝐹𝑘

𝑖  در روابط فوق، نشان دهنده نحوه وابستگی

𝐵𝑖و 𝐴𝑖های فضای حالت  ماتريس است. در صورتی  𝑞𝑘به پارامتر نامعين   

𝐸𝑘( نداشته باشد،  𝐵𝑖)يا 𝐴𝑖 تاثيری در ماتريس  𝑞𝑘که پارامتر مجهول 
𝑖  (

𝐹𝑘يا 
𝑖 خواهد بود. 1( ماتريس تهی 

های سوئيچينگ  ی اين بخش، پايداری مجانبی مقاوم سيستم در ادامه

𝛿𝑞𝑘( و 3پارامتری توصيف شده با معادلات ) خطی دارای نامعينی ∈

[−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘] تحت سيگنال سوئيچ دارای زمان اقامت ، 𝜏𝐷 بررسی

، برای پايداری مجانبی مقاوم، در 1خواهد شد. نتيجه بدست آمده در لم 

های فيدبک حالت پايدارساز  های آتی در هنگام طراحی بهره بخش

  استفاده خواهد شد.

( با سيگنال سوئيچ دارای زمان 3) –( 1سيستم سوئيچينگ خطی ) -1لم 

𝛿𝑞𝑘و  𝜏𝐷 اقامت  ∈ [−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘]  پايدار مجانبی سراسری مقاوم است

𝑢(𝑡))ورودی  ≡ ضرايب و  𝑃𝑖مثبت معين متقارن   ماتريس(، اگر 0

𝑘، به ازای هر 𝛼𝑖,𝑘و  𝜆𝑖مثبت  ∈ {1, 2, … , 𝑟}   و هر زيرسيستم

𝑖 ∈ ℳ  ، وجود داشته باشند به نحوی که∑ 𝛼𝑖,𝑘
𝑟
𝑘=1 = 𝛼𝑖  و مجموعه

 نامعادلات ماتريسی زير برقرار باشند.

 𝑃𝑖𝐴𝑖
𝑜 + 𝐴𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖 ≤ −(𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑃𝑖 الف( 4)  ,  

 𝑒−𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑗  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ, (4 )ب  

 𝑃𝑖𝐸𝑘
𝑖 + 𝐸𝑘

𝑖 𝑇
𝑃𝑖 ≤

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖 ج( 4)  ,  

 𝑃𝑖𝐸𝑘
𝑖 + 𝐸𝑘

𝑖 𝑇
𝑃𝑖 ≥ −

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖.  (4 )د  

𝑃𝑖𝛥𝐴𝑖گيريم که  ها نتيجه می الف( برای نامعينی 3از رابطه ) -اثبات +

𝛥𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 = ∑ 𝛿𝑞𝑘 (𝑃𝑖𝐸𝑘

𝑖 + 𝐸𝑘
𝑖 𝑇

𝑃𝑖)𝑟
𝑘=1  است. در صورتی که به

 
1 - Null matrix 

𝑘ازای هر  ∈ {1, 2, … , 𝑟}   و هر زيرسيستم𝑖 ∈ ℳ ضرايب مثبت ،

𝛼𝑖,𝑘 (∑ 𝛼𝑖,𝑘
𝑟
𝑘=1 =  𝛼𝑖 وجود داشته باشند به نحوی که )

𝛿𝑞𝑘 (𝑃𝑖𝐸𝑘
𝑖 + 𝐸𝑘

𝑖 𝑇
𝑃𝑖) ≤ 𝛼𝑖,𝑘𝑃𝑖 ،توان نشان داد  به سادگی می باشد

𝑃𝑖𝛥𝐴𝑖که  + 𝛥𝐴𝑖
′𝑃𝑖 ≤ 𝛼𝑖𝑃𝑖 نامعادله است. همچنين 𝛿𝑞𝑘 (𝑃𝑖𝐸𝑘

𝑖 +

𝐸𝑘
𝑖 𝑇

𝑃𝑖) ≤ 𝛼𝑖,𝑘𝑃𝑖  به ازای تمامی مقادير𝛿𝑞𝑘 ∈ [−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘]  برقرار

د( برقرار باشند. بنابراين از روابط 4ج( و )4است، اگر و تنها اگر روابط )

شود که به ازای هر زيرسيستم  د( نتيجه می4ج( و )4الف(، )4)

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) ( با 3الف( و )2دارای نامعينی )الف𝛿𝑞𝑘 ∈

[−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘] نابرابری ماتريسی ،𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 ≤ −𝜆𝑖𝑃𝑖  برقرار

[ نشان داده شده است که سيستم 16[ و ]14همچنين در ] .است

𝑥̇(𝑡)سوئيچينگ خطی  = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)  با زمان اقامت 𝜏𝐷 پايدار مجانبی

,𝑖است، اگر به ازای هر  𝑗 ∈ ℳ ، .نامعادلات ماتريسی زير برقرار باشند 

 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 ≤ −𝜆𝑖𝑃𝑖 (5 )الف  

 𝑒−𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑗 (5 )ب  

( به ازای 5برقرار باشند، نامعادلات ) 1بنابراين در صورتی که شرايط لم 

تمامی مقادير پارامترهای نامعين برقرار بوده و در نتيجه سيستم سوئيچينگ 

 راسری مقاوم خواهد بود.( پايدار مجانبی س3) –( 1خطی )

  
های سوئيچينگ خطی با  در ادامه، تعريف پايدارسازی سيستم

[ آمده است، 8مطابق آنچه در ] 2ای خطی استفاده از فيدبک حالت قطعه

 شود. بيان می

( قابل پايدارسازی با استفاده از 1سيستم سوئيچينگ خطی ) -1تعریف 

𝑢𝑖(𝑡)ای خطی  فيدبک حالت قطعه = 𝐾𝑖𝑥(𝑡)  به ازای هر(𝑖 ∈ ℳ )

وجود داشته باشد، به نحوی که سيستم  𝜎̂(𝑡)است، اگر سيگنال سوئيچ 

𝑥̇(𝑡)سوئيچينگ خطی حلقه بسته  = (𝐴𝜎̂(𝑡) + 𝐵𝜎̂(𝑡)𝐾𝜎̂(𝑡))𝑥(𝑡) 

 .[8] پايدار مجانبی سراسری باشد

طراحی فیدبک حالت پایدارساز مقاوم با  -3

 های سیستم التاستفاده از ح

های  گيری بودن تمامی حالت در اين بخش، با فرض قابل اندازه

𝐾𝑖}های بهره فيدبک حالت  ای از ماتريس ها، مجموعه زيرسيستم  , 𝑖 ∈

ℳ} ای خطی  کنيم که ورودی کنترلی قطعه را به نحوی طراحی می

𝑢(𝑡) = 𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)، ( 1موجب پايدارسازی سيستم سوئيچينگ خطی )

، 𝜏𝐷 تر يا مساوی با  بزرگ(، تحت هر سيگنال سوئيچ با زمان اقامت 3) –

های بهره فيدبک حالت طراحی شده  شود. به بيان ديگر، مجموعه ماتريس

𝑥̇(𝑡) خطی موجب پايداری سيستم سوئيچينگ = (𝐴𝜎(𝑡) +

𝐵𝜎(𝑡)𝐾𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) دارای زمان اقامت  𝜏𝐷ماتيک اين . نمای ششود

 نشان داده شده است. 1روش در شكل 

 
2 - Piecewise linear state feedback 
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: نمايش شماتيک پايدارسازی سيستم سوئيچينگ خطی با استفاده از 1شكل

 فيدبک حالت

های  های انجام شده در زمينه پايدارسازی سيستم در تمامی پژوهش

يک فرض  ها سوئيچينگ، فرض ناپايدار مجانبی بودن تمامی زيرسيستم

ها،  متداول است. چرا که در صورت پايداری مجانبی يكی از زيرسيستم

مسئله پايدارسازی سيستم سوئيچينگ دارای يک جواب بديهی برای 

باشد. در ادامه  سيگنال سوئيچ پايدارساز، بدون اعمال فيدبک حالت، می

های  ای اثبات خواهد شد که مجموعه شرايط کافی برای وجود بهره قضيه

يدبک حالت پايدارساز مقاوم در سيستم سوئيچينگ خطی متشكل از ف

( را با فرض 3( و )2تعدادی زيرسيستم ناپايدار توصيف شده با معادلات )

 𝛿𝑞𝑘 ∈ [−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘] دهد. ضمن اينكه در صورت برقرار  نشان می

 .شوند های فيدبک پايدارساز نيز ارائه می بودن شرايط اين قضيه، بهره

های  ( با زيرسيستم3) –( 1سيستم سوئيچينگ خطی ) -1قضیه 

(𝐴𝑖
𝑜, 𝐵𝑖

𝑜) های فيدبک حالت  پذير، قابل پايدارسازی با بهره کنترل

{𝐾𝑖 = 𝑅𝑖𝑄𝑖
−1 , 𝑖 ∈ ℳ}  و هر سيگنال سوئيچ دارای زمان اقامت

، ماتريس 𝑄𝑖رن مثبت معين متقا  ماتريساست، اگر  𝜏𝐷 بزرگتر يا مساوی 

 𝑅𝑖 ∈ ℝ𝑚×𝑛  ضرايب مثبت و𝜆𝑖  و𝛼𝑖,𝑘،  به ازای هر𝑘 ∈

{1, 2, … , 𝑟}   و هر زيرسيستم𝑖 ∈ ℳ  ، وجود داشته باشند به نحوی که

∑ 𝛼𝑖,𝑘
𝑟
𝑘=1 = 𝛼𝑖 .و مجموعه نامعادلات ماتريسی زير برقرار باشند 

 [
𝐴𝑖

𝑜𝑄𝑖 + 𝑄𝑖𝐴𝑖
𝑜𝑇

+ 𝐵𝑖
𝑜𝑅𝑖 + 𝑅𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑜𝑇

𝑄𝑖

𝑄𝑖 −
1

𝛼𝑖+𝜆𝑖
𝑄𝑖

] ≤ الف( 6)  0  

 (𝐸𝑘
𝑖 −

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑄𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖 𝑅𝑖 ≤ ب( 6)  0  

 (𝐸𝑘
𝑖 +

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑄𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖 𝑅𝑖 ≥ ج( 6)  0  

 𝑒𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑄𝑖 ≥ 𝑄𝑗  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ (6 )د  

𝑢(𝑡)( با سيگنال کنترلی 1سيستم سوئيچينگ خطی ) -اثبات =

𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) توان به صورت زير بازنويسی کرد. را می 

 𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝜎(𝑡) + 𝐵𝜎(𝑡)𝐾𝜎(𝑡)) 𝑥(𝑡)  (7)  

سيستم سوئيچينگ خطی توان نتيجه گرفت که   می 1لم با استفاده از 

𝐾𝑖}های فيدبک حالت  بهره( با 1)  , 𝑖 ∈ ℳ}به ازای هر سيگنال سوئيچ ، 

به مجانبی مقاوم است، اگر  پايدار 𝜏𝐷با زمان اقامت بزرگتر يا مساوی با 

𝑖ازای هر زيرسيستم  ∈ ℳ ضرايب مثبت ،𝛼𝑖  و𝜆𝑖 مثبت   و ماتريس

وجود داشته باشند، به نحوی که مجموعه نامعادلات 𝑃𝑖 معين متقارن 

 ماتريسی زير برقرار باشد.

 𝑃𝑖(𝐴𝑖
𝑜 + 𝐵𝑖

𝑜𝐾𝑖) + (𝐴𝑖
𝑜 + 𝐵𝑖

𝑜𝐾𝑖)𝑇𝑃𝑖 ≤ −(𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑃𝑖,  (8 )الف  

 𝑃𝑖(𝐸𝑘
𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖 𝐾𝑖) + (𝐸𝑘
𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖𝐾𝑖)
𝑇

𝑃𝑖 ≤
𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖,  (8 )ب  

 𝑃𝑖(𝐸𝑘
𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖 𝐾𝑖) + (𝐸𝑘
𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖𝐾𝑖)
𝑇

𝑃𝑖 ≥ −
𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖,  (8 )ج  

 𝑒−𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑗  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ. (8 )د  

الف( نسبت به دو متغير  8شود، نامعادله ) که مشاهده می همانگونه

محدب نيست. بنابراين، با استفاده از تغيير متغير  𝐾𝑖 و 𝑃𝑖ماتريسی 

𝐾𝑖 = 𝑅𝑖𝑃𝑖  و ضرب کردن دو طرف اين نامعادله در𝑄𝑖 = 𝑃𝑖
، رابطه 1−

محدب است،   𝑅𝑖 و 𝑄𝑖(، که نسبت به متغيرهای 9الف( را به صورت ) 8)

 کنيم. بازنويسی می

 (𝐴𝑖
𝑜𝑄𝑖 + 𝐵𝑖

𝑜𝑅𝑖) + (𝑄𝑖𝐴𝑖
𝑜𝑇

+ 𝑅𝑖
𝑇𝐵𝑖

𝑜𝑇
) + (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑄𝑖 ≤ 0  (9)  

توان نتيجه گرفت که  [ می36] 1سپس با استفاده از لم مكمل شور

الف( برقرار باشد.  6اگر نامعادله ) ( برقرار است، اگر و تنها9رابطه )

ب( نيز  8توان مراحل فوق را بر روی نامعادله ماتريسی ) همچنين می

 تكرار نمود تا به نامعادله محدب زير رسيد.

 (𝐸𝑘
𝑖 𝑄𝑖 + 𝐹𝑘

𝑖 𝑅𝑖) + (𝑄𝑖𝐸𝑘
𝑖 𝑇

+ 𝑅𝑖
𝑇𝐹𝑘

𝑖 𝑇
) −

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑄𝑖 ≤ 0  (10)  

( برقرار است، اگر و تنها 10توان نشان داد که رابطه ) به سادگی می

 اگر رابطه 

(𝐸𝑘
𝑖 −

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑄𝑖 + 𝑄𝑖 (𝐸𝑘

𝑖 𝑇
−

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛)  

(11       )+𝐹𝑘
𝑖 𝑅𝑖 + 𝑅𝑖

𝑇𝐹𝑘
𝑖 𝑇

≤ 0  

ب( برقرار است، اگر و تنها  8رار باشد. به بيان ديگر، نامعادله )برق

𝑥اگر به ازای هر بردار  ∈ ℝ𝑛.نابرابری زير برقرار باشد ، 

 𝑥𝑇 (𝐸𝑘
𝑖 −

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑄𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑄𝑖 (𝐸𝑘

𝑖 𝑇
−

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑥 +

𝑥𝑇𝐹𝑘
𝑖 𝑅𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑅𝑖

𝑇𝐹𝑘
𝑖 𝑇

𝑥 =  

2 [𝑥𝑇 (𝐸𝑘
𝑖 −

𝛼𝑖,𝑘

2𝑐𝑘
𝐼𝑛×𝑛) 𝑄𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝐹𝑘

𝑖 𝑅𝑖𝑥] ≤ 0  

ب( برقرار باشد. به  6ب( برقرار خواهد بود، اگر و تنها اگر ) 8بنابراين )

ج( نيز با يكديگر  8ج( و ) 6ط )توان نشان داد که رواب طور مشابه می

 معادل هستند.

های مثبت معين متقارنی  ماتريس 𝑃𝑗و  𝑃𝑖در انتها، با توجه به اينكه 

توان نتيجه گرفت که  کنند، می ب( صدق می 8هستند که در رابطه )

(𝑒−𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑃𝑖)
−1

≥ (𝑃𝑗)
ت. بنابراين د( اس 6که معادل با نامعادله ) 1−

  شود. اثبات قضيه کامل می

را به نحوی  𝑄مثبت معين   ماتريسبتوان در صورتی که  :1نکته 

𝑄𝑖ج( به ازای 6) –الف(6يافت که روابط ) = 𝑄 ; ∀𝑖 ∈ ℳ ، برقرار

های  ( قابل پايدارسازی با بهره3) –( 1سيستم سوئيچينگ خطی )باشند، 

𝐾𝑖}فيدبک حالت  = 𝑅𝑖𝑄−1 , 𝑖 ∈ ℳ} دلخواه  و هر سيگنال سوئيچ

ماتريس ، 𝑄مثبت معين   ماتريسخواهد بود. همچنين اگر بتوان علاوه بر 

𝑅 ∈ ℝ𝑚×𝑛  ج( به ازای 6) –الف(6)نيز به نحوی پيدا کرد که روابط

𝑄𝑖 = 𝑄  و𝑅𝑖 = 𝑅 (∀𝑖 ∈ ℳ برقرار باشند، سيستم سوئيچينگ خطی )

 
1 - Schur complement lemma 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) 

        +𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡) 

𝑢(𝑡) 𝑥(𝑡) 

از سآشكار
 سوئيچ

 
 

𝐾1 

𝐾𝑚 

𝐾2 
… 
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𝐾ستفاده از بهره فيدبک حالت تكی دارای نامعينی پارامتری با ا =

𝑅𝑄−1  دلخواه، پايدار مجانبی مقاوم خواهد بود. هر سيگنال سوئيچو 

های  پايدارساز برای سيستم حالتهای فيدبک  بهرهدر طراحی  :2نکته 

τ زمان اقامت ،(3) –( 1) دارای نامعينی پارامتری خطی سوئيچينگ
𝐷

 

 داری بايد اقامت ه است. اين زمانيش تعيين شدپمقدار ثابت از يک 

ميزان  زمان اقامت ويک مصالحه بين طريق از باشد که  مقداری حداقل

هرچه کران نامعينی سيستم  بيان ديگرآيد. به  کران نامعينی بدست می

بزرگتر باشد، حداقل زمان اقامت سيگنال سوئيچ پايدارساز نيز بزرگتر 

 خواهد بود.

𝑥̇(𝑡)ينگ خطی نامی سيستم سوئيچ -1قضیه فرعی  =

𝐴𝜎(𝑡)
𝑜 𝑥(𝑡) + 𝐵𝜎(𝑡)

𝑜 𝑢(𝑡) های فيدبک حالت  قابل پايدارسازی با بهره

{𝐾𝑖 = 𝑅𝑖𝑄𝑖
−1 , 𝑖 ∈ ℳ}  و هر سيگنال سوئيچ با زمان اقامت بزرگتر يا

𝑖است، اگر به ازای هر زيرسيستم  𝜏𝐷 مساوی با  ∈ ℳمثبت   ، ماتريس

𝑅𝑖 ، ماتريس 𝑄𝑖معين  ∈ ℝ𝑚×𝑛  ضريب مثبت و𝜆𝑖،  وجود داشته باشند

 نامعادلات ماتريسی زير برقرار باشند. به نحوی که مجموعه

 [
𝐴𝑖

𝑜𝑄𝑖 + 𝑄𝑖𝐴𝑖
𝑜𝑇

+ 𝐵𝑖
𝑜𝑅𝑖 + 𝑅𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑜𝑇

𝑄𝑖

𝑄𝑖 −
1

𝜆𝑖
𝑄𝑖

] ≤ لف(ا 12)  0  

 𝑒𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑄𝑖 ≥ 𝑄𝑗  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ (12 )ب  

به اندازه کافی کوچک  𝛼𝑖,𝑘 ،𝑐𝑘به ازای هر مقدار دلخواه  -اثبات

( برقرار باشد. بنابراين برای 11( و )10وجود دارد به نحوی که روابط )

 کند، به سمت صفر ميل می 𝑐𝑘های سوئيچينگ نامی که   سيستم

که در اين روابط صدق کند نيز به سمت صفر  𝛼𝑖,𝑘کوچكترين مقدار 

نيز برابر صفر خواهد بود و  𝛼𝑖کند. در نتيجه کوچكترين مقدار  ميل می

الف( و 12برای پايداری مجانبی سيستم سوئيچينگ نامی، کافی است )

  ب( برقرار باشند.12)

 طراحی فیدبک حالت پایدارساز مقاوم با -4

 های سیستم استفاده از خروجی

های سيستم در  های واقعی، تمامی حالت در بسياری از سيستم

های  باشد. در اين بخش، با فرض در دسترس بودن خروجی دسترس نمی

𝑦(𝑡)سيستم،  = 𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) ،ابتدا با استفاده از يک رويتگر حالت ،

(. سپس 𝑥̂(𝑡)زنيم ) های سيستم سوئيچينگ خطی را تخمين می حالت

𝐾𝑖}های بهره فيدبک حالت  ای از ماتريس مجموعه  , 𝑖 ∈ ℳ}  مبتنی بر

𝑢(𝑡)کنيم که ورودی کنترلی  را به نحوی طراحی می رويتگر  =

𝐾𝜎(𝑡)𝑥̂(𝑡) ( 1موجب پايدارسازی سيستم سوئيچينگ خطی )– (و 3 )

𝛿𝑞𝑘 ∈ [−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘] تر  بزرگبا زمان اقامت ، تحت هر سيگنال سوئيچ

، شود. به بيان ديگر، سيستم سوئيچينگ خطی 𝜏𝐷 يا مساوی با 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵𝜎(𝑡)𝐾𝜎(𝑡)𝑥̂(𝑡) با زمان اقامت  𝜏𝐷 پايدار

 نمايش داده شده است. 2باشد. ساختار اين روش در شكل  مجانبی مقاوم

 
های  : نمايش شماتيک فيدبک حالت پايدارساز مقاوم با استفاده از خروجی2شكل 

 سيستم سوئيچينگ خطی 

های فيدبک حالت  قضيه زير، مجموعه شرايط کافی برای وجود بهره

های سيستم سوئيچينگ خطی توصيف  پايدارساز با استفاده از خروجی

𝛿𝑞𝑘( را با فرض 3) –( 1شده با معادلات ) ∈ [−𝑐𝑘  , +𝑐𝑘]  نشان

های  دهد. ضمن اينكه در صورت برقرار بودن شرايط قضيه، بهره می

 اند. فيدبک حالت پايدارساز مبتنی بر رويتگر نيز در اين قضيه ارائه شده
 

های نامی  ( با زيرسيستم3) –( 1سيستم سوئيچينگ خطی ) -2قضیه  

𝐴𝑖)پذير  پذير و رويت کنترل
𝑜, 𝐵𝑖

𝑜, 𝐶𝑖
𝑜)  .اگر را در نظر بگيريد

𝑅𝑖 های  ، ماتريس𝑄𝑖,2و  𝑄𝑖,1های مثبت معين متقارن   ماتريس ∈ ℝ𝑚×𝑛 

𝑌𝑖و  ∈ ℝ𝑛×𝑙  ضرايب مثبت و𝜆𝑖 ،𝛽𝑖  و𝛼𝑖,𝑘 به ، وجود داشته باشند

𝑘نحوی که به ازای تمامی مقادير  ∈ {1, 2, … , 𝑟}   و𝑖 ∈ ℳ ، مجموعه

∑و  نامعادلات ماتريسی زير برقرار باشند 𝛼𝑖,𝑘
𝑟
𝑘=1 = 𝛼𝑖  باشد، آنگاه

های بهره  سيستم سوئيچينگ خطی قابل پايدارسازی با ماتريس

𝐾𝑖 = 𝑅𝑖𝑄𝑖,1
𝐿𝑖و  1− = 𝑄𝑖,2

−1𝑌𝑖 تحت هر سيگنال سوئيچ با حداقل زمان ،

  ، است.𝜏𝐷اقامت برابر با 

 [
𝐴𝑖

𝑜𝑄𝑖,1 + 𝑄𝑖,1𝐴𝑖
𝑜𝑇 + 𝐵𝑖

𝑜𝑅𝑖 + 𝑅𝑖
𝑇𝐵𝑖

𝑜𝑇 𝑄𝑖,1

𝑄𝑖,1 −
1

𝛼𝑖+𝜆𝑖+1
𝑄𝑖,1

] ≤ الف( 13) 0  

[
𝑄𝑖,2𝐴𝑖

𝑜 + 𝐴𝑖
𝑜𝑇𝑄𝑖,2 − 𝑌𝑖𝐶𝑖 − 𝐶𝑖

𝑇𝑌𝑖
𝑇 𝑄𝑖,2

𝑄𝑖,2 −
1

𝛼𝑖+𝜆𝑖+1
𝑄𝑖,2

] ≤ ب( 13)  0  

[
−

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑄𝑖,1 𝑄𝑖,1𝐸𝑘

𝑖 𝑇
− 𝑅𝑖

𝑇𝐹𝑘
𝑖 𝑇

𝐸𝑘
𝑖 𝑄𝑖,1 − 𝐹𝑘

𝑖𝑅𝑖
1

𝛽𝑖
(𝑄𝑖,2𝐸𝑘

𝑖 + 𝐸𝑘
𝑖 𝑇

𝑄𝑖,2 −
𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑄𝑖,2)

] ≤ ج( 13)  0  

[

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑄𝑖,1 𝑄𝑖,1𝐸𝑘

𝑖 𝑇
− 𝑅𝑖

𝑇𝐹𝑘
𝑖 𝑇

𝐸𝑘
𝑖 𝑄𝑖,1 − 𝐹𝑘

𝑖𝑅𝑖
1

𝛽𝑖
(𝑄𝑖,2𝐸𝑘

𝑖 + 𝐸𝑘
𝑖 𝑇

𝑄𝑖,2 +
𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑄𝑖,2)

] ≥ د( 13)  0  

 𝑒𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑄𝑖,1 ≥ 𝑄𝑗,1  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ, (13 )ه  

 𝑒𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑄𝑖,2 ≥ 𝑄𝑗,2  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ, (13 )و  

پايدار  2سيستم سوئيچينگ خطی نشان داده شده در شكل  -اثبات

𝑧̇(𝑡)مجانبی مقاوم است، اگر سيستم سوئيچينگ خطی  = 𝑀𝜎(𝑡)𝑧 

𝑧به صورت  𝑧ه بردار پايدار مجانبی مقاوم باشد، ک ≔ [𝑥̂𝑇 , 𝑥̃𝑇]𝑇 

𝑥̃شود ) تعريف می = 𝑥 − 𝑥̂ و ماتريس )𝑀𝜎(𝑡) ( نشان داده 14نيز در )

 شده است.

)()()( )()( tuBtxAtx tt  

)()( )( txCty t  

 

𝑢(𝑡) 

آشكارساز 
 سوئيچ

𝐾1 

𝐾𝑚 

𝐾2 

… 

 

𝑦(𝑡) 

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = (𝐴𝜎(𝑡)

𝑜 + 𝐵𝜎(𝑡)
𝑜 𝐾𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) 

                +𝐿𝜎(𝑡) (𝑦(𝑡) − 𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)) 

𝜎(𝑡) 

𝑥(𝑡) 

 رويتگر حالت
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 𝑀𝜎(𝑡) = [
𝐴𝜎(𝑡)

𝑜 + 𝐵𝜎(𝑡)
𝑜 𝐾𝜎(𝑡)     𝐿𝜎(𝑡)𝐶𝜎(𝑡)           

𝛥𝐴𝜎(𝑡) − 𝛥𝐵𝜎(𝑡)𝐾𝜎(𝑡)    𝐴𝜎(𝑡) − 𝐿𝜎(𝑡)𝐶𝜎(𝑡)
]  (14)  

𝑧̇(𝑡)را بر روی سيستم سوئيچينگ خطی  1لم اکنون  = 𝑀𝜎(𝑡)𝑧 

𝑧̇(𝑡)سيستم سوئيچينگ خطی بنابراين  کنيم. اعمال می = 𝑀𝜎(𝑡)𝑧  با

و  𝑃𝑖مثبت معين   ماتريسمجانبی مقاوم است، اگر  پايدار 𝜏𝐷زمان اقامت 

𝑘، به ازای هر 𝛼𝑖,𝑘و  𝜆𝑖ضرايب مثبت  ∈ {1, 2, … , 𝑟}   و هر زيرسيستم

𝑖 ∈ ℳ  ، وجود داشته باشند به نحوی که مجموعه نامعادلات ماتريسی 

 𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖 ≤ −(𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑃𝑖 الف( 15)  ,  

 𝑒−𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑗  ;   𝑖, 𝑗 ∈ ℳ, (15 )ب  

 𝑃𝑖𝑁𝑘
𝑖 + 𝑁𝑘

𝑖 𝑇
𝑃𝑖 ≤

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖 ج( 15)  ,  

 𝑃𝑖𝑁𝑘
𝑖 + 𝑁𝑘

𝑖 𝑇
𝑃𝑖 ≥ −

𝛼𝑖,𝑘

𝑐𝑘
𝑃𝑖.  (15 )د  

𝑀𝑖که  ،برقرار باشد
𝑜  و𝑁𝑘

𝑖  به ترتيب برابرند با 

  𝑀𝑖
𝑜 = [

𝐴𝑖
𝑜 + 𝐵𝑖

𝑜𝐾𝑖     𝐿𝑖𝐶𝑖       

0    𝐴𝑖
𝑜 − 𝐿𝑖𝐶𝑖

] 

 و

𝑁𝑘
𝑖 = [

0                 0
𝐸𝑘

𝑖 − 𝐹𝑘
𝑖 𝐾𝑖    𝐸𝑘

𝑖 ]. 

𝑃𝑖های  در ادامه با انتخاب ماتريس = [
𝑃𝑖,1 0

0 𝛽𝑖𝑃𝑖,2
دامه ، اثبات را ا[

در حين اثبات  ها ضرايب مثبتی هستند که مقادير آن 𝛽𝑖دهيم، که  می

 شود. مشخص می

𝑧الف( برقرار است، اگر و تنها اگر به ازای هر  15)  = [𝑥̂𝑇 , 𝑥̃𝑇]𝑇 ∈

ℝ2𝑛 رابطه ،𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 ≤ −(𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑧𝑇𝑃𝑖𝑧  برقرار

𝑀𝑖و  𝑃𝑖با جايگذاری باشد. همچنين 
𝑜 ( خواهيم  15در رابطه ،)الف

 داشت:

𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖 = [

𝑆11 𝑆12

𝑆21 𝑆22
] 

 ها برابر هستند با: 𝑆𝑖𝑗که 
𝑆11 = 𝑃𝑖,1(𝐴𝑖

𝑜 + 𝐵𝑖
𝑜𝐾𝑖) + (𝐴𝑖

𝑜 + 𝐵𝑖
𝑜𝐾𝑖)𝑇𝑃𝑖,1, 

𝑆12 = 𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖, 
𝑆21 = (𝐿𝑖𝐶𝑖)𝑇𝑃𝑖,1, 

𝑆22 = 𝛽𝑖{𝑃𝑖,2(𝐴𝑖
𝑜 − 𝐿𝑖𝐶𝑖) + (𝐴𝑖

𝑜 − 𝐿𝑖𝐶𝑖)𝑇𝑃𝑖,1}. 

𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖بنابراين رابطه زير برای 
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 .برقرار است 

 𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 = 

  𝑥̂𝑇[𝑃𝑖,1(𝐴𝑖
𝑜 + 𝐵𝑖

𝑜𝐾𝑖) + (𝐴𝑖
𝑜 + 𝐵𝑖

𝑜𝐾𝑖)𝑇𝑃𝑖,1]𝑥̂ + 
  𝛽𝑖𝑥̃𝑇[𝑃𝑖,2(𝐴𝑖

𝑜 − 𝐿𝑖𝐶𝑖) + (𝐴𝑖
𝑜 − 𝐿𝑖𝐶𝑖)𝑇𝑃𝑖,1]𝑥̃ + 

  2𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖𝑥̃ 
ب(  13الف( و ) 13اکنون، با اعمال لم مكمل شور بر روی روابط )

 آيند. روابط زير بدست می

 𝐴𝑖
𝑜𝑄𝑖,1 + 𝑄𝑖,1𝐴𝑖

𝑜𝑇 + 𝐵𝑖
𝑜𝑅𝑖 + 𝑅𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑜𝑇 ≤ (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖 + 1)𝑄𝑖,1 (16)  

 𝑄𝑖,2𝐴𝑖
𝑜 + 𝐴𝑖

𝑇𝑄𝑖,2 − 𝑌𝑖𝐶𝑖 − 𝐶𝑖
𝑇𝑌𝑖

𝑇 ≤ (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖 + 1)𝑄𝑖,2 (17)  

𝑃𝑖,1( در 16با ضرب کردن طرفين نامعادله ) = 𝑄𝑖,1
( در 17و نامعادله ) 1−

𝑃𝑖,2 = 𝑄𝑖,2
 زير را خواهيم داشت.نامعادلات  1−

(18) 
𝑃𝑖,1(𝐴𝑖

𝑜 + 𝐵𝑖
𝑜𝑅𝑖𝑃𝑖,1) + (𝐴𝑖

𝑜 + 𝐵𝑖
𝑜𝑅𝑖𝑃𝑖,1)

𝑇
𝑃𝑖,1  

≤ (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖 + 1)𝑃𝑖,1 

(19) 𝑃𝑖,2(𝐴𝑖
𝑜 − 𝑃𝑖,2𝑌𝑖𝐶𝑖) + (𝐴𝑖

𝑜 − 𝑃𝑖,2𝑌𝑖𝐶𝑖)
𝑇

𝑃𝑖,2  
≤ (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖 + 1)𝑃𝑖,2 

𝐿𝑖را به صورت  𝐾𝑖و  𝐿𝑖همچنين در صورتی که  = 𝑃𝑖,2𝑌𝑖  و

𝐾𝑖 = 𝑅𝑖𝑃𝑖,1  تعريف کنيم، نامعادله زير برای𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)z 

 برقرار خواهد بود.

 𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 ≤ −[𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝑥̂ + 𝛽𝑖 𝑥̃𝑇𝑃𝑖,2𝑥̃] − 

 (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑧𝑇𝑃𝑖𝑧 + 2𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖𝑥̃ 

𝜖𝑖,1همچنين با تعريف  ≔ 𝜎𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖,1)  و𝜖𝑖,2 ≔ 𝜎𝑚𝑖𝑛(𝑃2,1) 

توان  ، می 𝑃𝑖,2و  𝑃𝑖,1های  کوچكترين مقادير استثنائی ماتريسبه عنوان 

𝛽𝑖نشان داد که به ازای  ≥ ‖𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖‖
2

2
   (𝜖𝑖,1𝜖𝑖,2)⁄های  ، نابرابری

 .زير برقرار است

 𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 ≤ 2𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖𝑥̃ − 𝛽𝑖𝜖𝑖,2𝑥̃𝑇𝑥̃ − 

  𝜖𝑖,1𝑥̂𝑇𝑥̂ − (𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑧𝑇𝑃𝑖𝑧;  ∀𝑖 ∈ ℳ  

 و

 2𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖𝑥̃ − 𝛽𝑖𝜖𝑖,2𝑥̃𝑇𝑥̃ − 𝜖𝑖,1𝑥̂𝑇𝑥̂ ≤ 

  2𝑥̂𝑇𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖𝑥̃ −
‖𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖‖

2

2

𝜖𝑖,1
𝑥̃𝑇𝑥̃ − 𝜖𝑖,1𝑥̂𝑇𝑥̂ = 

− (√𝜖𝑖,1𝑥 −
‖𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖‖

2

√𝜖𝑖,1

𝑥̃)

𝑇

(√𝜖𝑖,1𝑥 −
‖𝑃𝑖,1𝐿𝑖𝐶𝑖‖2

√𝜖𝑖,1

𝑥̃) < 0 

ب( برقرار باشند، رابطه  13)الف( و  13بنابراين، در صورتی که )

𝑧𝑇(𝑃𝑖𝑀𝑖
𝑜 + 𝑀𝑖

𝑜𝑇
𝑃𝑖)𝑧 < −(𝛼𝑖 + 𝜆𝑖)𝑧𝑇𝑃𝑖𝑧 ( 15که همان رابطه 

با ضرب کردن دو طرف برقرار خواهد بود. ضمن اينكه  است الف(

𝑄𝑖در  د( 15ج( و ) 15)نامعادلات ماتريسی  = 𝑃𝑖
𝑁𝑘و جايگذاری   1−

𝑖 
همچنين با استفاده از  و( خواهيم رسيد. 13ه( و ) 13ها، به روابط ) در آن

𝑒𝜆𝑖 𝜏𝐷𝑄𝑖شود  و( نتيجه می 13ه( و ) 13) ≥ 𝑄𝑗 نامعادله ، که معادل با

  لذا اثبات قضيه کامل شده است.ب( است.  15ماتريسی )

وجود داشته  𝑄2و  𝑄1عين مثبت م  های ماتريسدر صورتی که  :3نکته 

𝑄𝑖,1باشند، به نحوی که با قرار دادن  = 𝑄1  و𝑄𝑖,2 = 𝑄2 ،(∀𝑖 ∈

ℳ)( 13، روابط )سيستم سوئيچينگ خطی برقرار باشند، د( 13) –الف

𝐾𝑖}( با فيدبک حالت مبتنی بر رويتگر حالت )3) –( 1) =

𝑅𝑖𝑄1
−1 , 𝑖 ∈ ℳ} و {𝐿𝑖 = 𝑄2

−1𝑌𝑖  , 𝑖 ∈ ℳ} به ازای هر سيگنال )

دلخواه پايدار خواهد بود. علاوه بر اين، درصورتی که  سوئيچ

با ابعاد مناسب نيز وجود داشته باشند که روابط  𝑌و  𝑅های  ماتريس

𝑅𝑖مذکور به ازای  = 𝑅 و𝑌𝑖 = 𝑌  ،سيستم سوئيچينگ برقرار باشند

از يک فيدبک حالت مبتنی بر رويتگر  خطی دارای نامعينی با استفاده

𝐾تكی ) = 𝑅𝑄1
𝐿و  1− = 𝑄2

−1𝑌 قابل ( و هر سيگنال سوئيچ دلخواه

 .استپايدارسازی مقاوم 
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 های عددی مثال -5
𝑥̇(𝑡)سيستم سوئيچينگ  -1مثال  = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡) با 

𝐵𝑖 (𝑖و  𝐴𝑖های  ماتريس = ( را در 20معادلات )داده شده در ( نشان 1,2

های سيستم در دسترس باشند،  نظر بگيريد. با فرض اينكه تمامی حالت

کنيم که  های بهره فيدبک حالت پايدارساز را به نحوی تعيين می بردار

سيستم سوئيچينگ حلقه بسته، به ازای هر سيگنال سوئيچ با حداقل زمان 

 م باشد.پايدار مجانبی مقاوثانيه،  1/0اقامت 

 𝐴1 = [
−2.8 − 0.2𝑎 6.3 −0.6 + 0.2𝑏

1 −0.1𝑎 − 0.1𝑐 7
0.5 − 0.2𝑏 − 0.3𝑐 −3.7 0.9 + 0.3𝑏 − 0.3𝑎

] 

𝐴2 =

[
0.8 − 0.2𝑎 + 0.3𝑏 1.3 − 0.1𝑐 0.6 − 0.2𝑏

2 −2.8 − 0.3𝑎 − 0.2𝑐 2
1.4 + 0.2𝑐 1.3 0.3𝑏 − 0.1𝑎 − 0.3

]  

𝐵1 = [
1 − 0.2𝑎
2 − 0.1𝑏

1
]  

𝐵2 = [
2 + 0.1𝑎

1
1 + 0.2𝑐

]    (20)    

درصد نامعينی حول مقادير نامی  20که پارامترهای نامعين سيستم دارای 

𝑎𝑜ها نيز برابر است با  بوده ومقادير نامی آن = 6 ،𝑏𝑜 = 𝑐𝑜و  5 = 4 .

کننده ساختار نامعينی  های توصيف کنيد، ماتريس همانگونه که مشاهده می

 باشند. ير میبه صورت ز 𝐵𝑖و  𝐴𝑖های  ماتريس

𝐸1
2 = [

−0.2 0 0
0 −0.3 0
0 0 −0.1

] 𝐸1
1 = [

−0.2 0 0
0 −0.1 0
0 0 −0.3

] 

𝐸2
2 = [

0.3 0 −0.2
0 0 0
0 0 0.3

] 𝐸2
1 = [

0 0 0.2
0 0 0

−0.2 0 0.3
] 

𝐸3
2 = [

0 −0.1 0
0 −0.2 0

0.2 0 0
] 𝐸3

1 = [
0 0 0
0 −0.1 0

−0.3 0 0
] 

𝐹1
2 = [0.1 0 0]𝑇 𝐹1

1 = [−0.2 0 0]𝑇 

𝐹2
2 = [0 0 0]𝑇 𝐹2

1 = [0 −0.1 0]𝑇 

𝐹3
2 = [0 0 0.2]𝑇 𝐹3

1 = [0 0 0]𝑇 

𝐴𝑖های نامی )  توان ناپايدار بودن زيرسيستم همچنين می
𝑜 =

𝐴𝑖(𝑎𝑜, 𝑏𝑜, 𝑐𝑜)( که در ،)اند، را بررسی نمود.  شان داده شده( ن21 

 A1
o = [

−4   6.3 0.4
  1 −1    7

−1.7 −3.7 0.6
]  , B1

o = [
−0.2
1.5
1

الف( 21)    [  

 A2
o = [

1.1   0.9 −0.4
2 −5.4    2

2.2    1.3 0.6
]  , B2

o = [
2.6
1

1.8
ب( 21) [  

ير بودن پذ توان به سادگی بررسی نمود که شرط کنترل می

های نامی برقرار است. بنابراين با استفاده از نتايج ارائه شده در  زيرسيستم

د( با کمک  6) -الف(  6و حل مجموعه نامعادلات ماتريسی ) 1قضيه 

توان به نتايج نشان  ، میMATLABافزار  در نرم YALMIPجعبه ابزار 

𝐾𝑖دست يافت ) 1داده شده در جدول  = 𝑅𝑖𝑄𝑖
. همچنين نتايج (1−

𝑎( به ازای پارامترهای 20سازی سيستم سوئيچينگ ) شبيه = 5.4 ،

𝑏 = 𝑐و  5.7 = و يک  1نشان داده شده در جدول  𝐾2و  𝐾1و  4.5

 3ثانيه در شكل  1/0سيگنال سوئيچ با زمان اقامت تصادفی حداقل برابر با

 نشان داده شده است.

بدست آمده از  𝜆𝑖و  𝛼𝑖,𝑘به همراه ضرايب  𝐾𝑖و  𝑅𝑖 ،𝑄𝑖های  ماتريس :1جدول 

 (20سيستم سوئيچينگ ) برای 1قضيه 

 زیرسیستم اول

𝛼1,𝑘 = 1 ; (𝑘 = 1,2,3) , 𝜆1 = 2 

𝑅1 = [−5.325 −5.406 −6.628] 

𝑄1 = [
3.113 0.048 −0.013
0.048 3.150 0.026

−0.013 0.026 3.155
] 

𝐾1 = [−1.6939 −1.6736 −2.0941] 

 زیرسیستم دوم

𝛼2,𝑘 = 1 ; (𝑘 = 1,2,3) , 𝜆2 = 2 

𝑅2 = [−8.229 −11.113 −6.854] 

𝑄2 = [
3.160 −0.003 0.002

−0.003 3.144 −0.008
0.002 −0.008 3.145

] 

𝐾2 = [−2.6064 −3.5424 −2.1861] 

 
ارسازی شده با استفاده از های سيستم سوئيچينگ خطی پايد : حالت3شكل 

فيدبک حالت )بالا(، به ازای سيگنال سوئيچ نشان داده شده با حداقل زمان اقامت 

 ثانيه )پايين( 1/0

در صورتی که در سيستم سوئيچينگ خطی توصيف شده در  :2مثال 

ها، با  ها در دسترس نباشند و تنها خروجی زيرسيستم ، تمامی حالت1مثال 

های بهره فيدبک  گيری باشند، بردار (، قابل اندازه22در )معادله نشان داده 

کنيم که  حالت پايدارساز مبتنی بر رويتگر حالت را به نحوی تعيين می

سيستم سوئيچينگ حلقه بسته، به ازای هر سيگنال سوئيچ با حداقل زمان 

 پايدار مجانبی مقاوم باشد.ثانيه،  1/0اقامت 

  𝑦 = [1 2 4]𝑥 (22)  

(، 22( و )21های نامی نشان داده شده در ) ه زيرسيستماز آنجا ک

کنند، با استفاده از نتايج  پذيری را برآورده می پذيری و رويت شرط کنترل

، نتايج نشان داده YALMIPو به کمک جعبه ابزار  2ارائه شده در قضيه 

سازی سيستم  نتايج شبيه ضمن اينكهآيد.  بدست می 2شده در جدول 

𝑎( به ازای پارامترهای 22و )( 20سوئيچينگ ) = 5.4 ،𝑏 = و  5.7

𝑐 = و يک  2نشان داده شده در جدول   𝐿2و  𝐾1 ،𝐾2 ،𝐿1و  4.5

 4ثانيه در شكل  1/0سيگنال سوئيچ با زمان اقامت تصادفی حداقل برابر با 

( و 20سازی سيستم سوئيچينگ ) نتايج شبيههمچنين  نشان داده شده است.

𝑎 نامی ای پارامترهای( به از22) = 6 ،𝑏 = 𝑐و  5 =  به ازای همان 4

 نشان داده شده است. 5سيگنال سوئيچ در شكل 
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بدست آمده از  𝜆𝑖و  𝛼𝑖,𝑘به همراه ضرايب  𝐿𝑖و  𝑄𝑖 ،𝐾𝑖های  : ماتريس2جدول 

 ( 22و ) (20سيستم سوئيچينگ ) برای 2قضيه 

 زیرسیستم اول

𝛼1,𝑘 = 1 ; (𝑘 = 1,2,3) , 𝜆1 = 2 

𝑄1,1 = [
4.4961   −1.1888    0.6833
−1.1888 1.1321 −0.1733
0.6833   −0.1733    1.1118

] 

𝑄1,2 = [
1.6947   −1.2613 1.2863
−1.2613 9.6218 0.0708
1.2863   0.0708 5.4680

] 

𝐾1 = [−0.1983 −2.5040 −1.6629] 

𝐿1 = [−2.0472 0.4289 1.7171]𝑇 

 زیرسیستم دوم

𝛼2,𝑘 = 1 ; (𝑘 = 1,2,3) , 𝜆2 = 2 

𝑄2,1 = [
4.9249   −1.0792    1.2624
−1.0792 1.4360 −0.4070
1.2624   −0.4070    1.1252

] 

𝑄2,2 = [
1.3316   −1.5988 0.9263
−1.5988 10.6330 0.0750
0.9263   0.0750 6.3105

] 

𝐾2 = [−1.3966 −0.9194 −2.2507] 

𝐿2 = [3.4864 0.6847 0.4784]𝑇 

 گیری نتیجه -6
در اين مقاله، مسئله پايدارسازی با فيدبک حالت و سيگنال سوئيچ دارای 

های سوئيچينگ خطی دارای  حداقل زمان اقامت مشخص برای سيستم

ری بودن تمامی گي نامعينی پارامتری بررسی شد. ابتدا با فرض قابل اندازه

های بهره فيدبک حالت بر اساس  ها، يک روش طراحی ماتريس حالت

حل مجموعه نامعادلات ماتريسی خطی پيشنهاد شده تا بتوان سيستم 

های سوئيچ با حداقل  سوئيچينگ خطی نامعين را به ازای تمامی سيگنال

 زمان اقامت مشخص پايدار نمود. از آنجا که در اغلب کاربردهای عملی،

ی  گيری همه های سيستم در دسترس هستند و امكان اندازه تنها خروجی

های فيدبک حالت  های سيستم وجود ندارد، روش طراحی بهره حالت

مبتنی بر رويتگر، جهت پايدارسازی مقاوم طراحی شد و پايداری سيستم 

های نامی  پذير بودن زيرسيستم پذير و رويت حلقه بسته با فرض کنترل

های پيشنهادی برای پايدارسازی مقاوم ارائه  د. اگرچه روشاثبات گردي

ها برای طراحی فيدبک حالت  شده است، اثبات شده است که آن

های سوئيچينگ بدون نامعينی نيز قابل استفاده  پايدارساز در سيستم

های پيشنهادی برای  باشند. به منظور ارزيابی صحت و کارايی روش می

 .اند ايی مورد بررسی قرار گرفتهه پايدارسازی مقاوم، مثال

 
های سيستم سوئيچينگ خطی پايدارسازی شده با استفاده از  : )الف( حالت4شكل 

𝑒(𝑡)فيدبک حالت مبتنی بر رويتگر، )ب( خطای رويتگر حالت  =

(𝑦(𝑡) − 𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)) ج( سيگنال کنترلی( ،𝑢(𝑡) = 𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)  و )د( سيگنال

و  2برای سيستم سوئيچينگ مثال  ثانيه 1/0حداقل زمان اقامت چ با سوئي

𝑎پارامترهای  = 5.4 ،𝑏 = 𝑐و  5.7 = 4.5. 

 
پايدار شده با استفاده از فيدبک  حلقه بستههای سيستم  : )الف( حالت5شكل 

𝑒(𝑡)حالت مبتنی بر رويتگر، )ب( خطای رويتگر حالت  = (𝑦(𝑡) −

𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡))ترلی ، )ج( سيگنال کن𝑢(𝑡) = 𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) چ با و )د( سيگنال سوئي

پارامترهای و  2، برای سيستم سوئيچينگ مثال ثانيه 1/0حداقل زمان اقامت 

𝑎 = 6 ،𝑏 = 𝑐و  5 = 4. 
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