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های از آنجايی که معمولا ارسال داده در سيستمشود. در اين مقاله به کنترل يک گروه خودرو ناهمگن پرداخته می: چکیده

سازی موتور نيز در مدل وقفهشود. همچنين می لحاظ طراحی کنترلرگيری در چندعاملی با تاخير زمانی همراه است لذا تاخير زمانی اندازه

-می طراحینسبی بين خودرويی، يک کنترلگر خطی بر اساس فاصله نسبی و سرعت  برای هر خودرو گردد.ديناميكی هر خودرو لحاظ می

خطی تاخير زمانی خواهد بود. دو قضيه جديد برای  کليدزنی، يک ديناميک گروه خودروشود که ديناميک حلقه بسته شود. نشان داده می

مگن خودرو شود که گروه ناهگردد و نشان داده میرازوميخين ارائه می-مزبور بر اساس قضيه لياپانوف کليدزنیبررسی پايداری سيستم 

ای گروه ناهمگن تحت هر سوئيچ دلخواه و نيز با لحاظ تاخير زمانی ارتباطی و عملگری پايدار مجانبی خواهد بود. برای اثبات پايداری رشته

-. کيفيت روشکندکه قيودی بر ضرايب کنترلی سيستم اعمال می ای جديد ارائه خواهد شدخودرو تحت عمل سوئيچ و تاخير زمانی، قضيه

 بررسی خواهد شد.سازی های شبيهای ارائه شده توسط مثاله

  ای.عملگری، لياپانوف رازوميخين، پايداری رشته وقفهگروه ناهمگن خودرو، تاخير زمانی ارتباطی، : کلمات کلیدی

Control of a Heterogeneous Platoon of Vehicles with Actuator Lag, 

Communication Delay and Switched Interaction Topology:  

Constant Spacing and Constant Time Headway Policies 

Hossein Chehardoli, Mohammadreza Homaeinezhad 

 

Abstract: This paper investigates the control problem of a heterogonous vehicular platoon with 

time-varying interaction topology, communication delay and actuator’s lag. For each vehicle, a 

neighbor based linear control law using relative position and relative velocity between vehicles is 

considered. Two new approaches based on Lyapunov-Razumikhin theorem are presented to perform 

the internal stability analysis of the resultant switched linear time delay system. It is shown that the 

closed-loop dynamic is globally asymptotically stable under arbitrary switching. It means that the 

heterogeneous platoon of vehicles is internal stable under switching action. In continuance of paper, 

a new theorem is presented to obtain conditions on controller gains satisfying the string stability of 

heterogeneous platoon. Simulation results are provided to show the effectiveness of the proposed 

approaches. 

 

Keywords: Heterogeneous platoon, Communication delay, Actuator lag, Lyapunov-

Razumikhin, String stability. 
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 مقدمه -1

 1(ITS)های حمل و نقل هوشمند های اخير بحث سيستمدر دهه

حلی مفيد و  ITS[. ايده 2و1مورد توجه بسياری قرار گرفته است ]

باشد ها میمنفی تراکم ترافيكی در بزرگراهسودمند برای کاهش اثرات 

دارای مزايای متعددی همچون افزايش ايمنی،  ITSسازی [. پياده3]

کاهش مصرف سوخت، افزايش ظرفيت ترافيكی بزرگراه و کاهش 

-کنترل گروهی خودرو با فاصله ITS[. ايده اصلی 3باشد ]آلودگی می

 [.5و4شد ]باهای کم به منظور افزايش ظرفيت ترافيكی می

 ITSسازی عملی سيستم کنترل گروهی خودروها به عنوان پياده    

-که روشهای اخير مورد توجه روزافزونی بوده است. به طوریدر دهه

-6ها ارائه شده است ]های متعددی برای کنترل حرکت يک بعدی آن

[. ايده اصلی اين امر، کنترل گروهی خودروها به منظور رسيدن به 10

[. اهميت کنترل 11باشد ]نسبی مطلوب و سرعت يكسان میفاصله 

های خودکار و افزايش گروهی خودروها در نظم دهی حرکتی در اتوبان

باشد. به طوری که اگر بتوان خودروها را تا حد ظرفيت ترافيكی می

ممكن نزديک به يكديگر کنترل نمود، آنگاه ظرفيت ترافيكی افزايش 

وهی خودرو دو نوع تحليل پايداری مورد توجه [. در کنترل گر3يابد ]می

باشد که معرف پايداری مجانبی سيستم می 2گيرد. پايداری داخلیقرار می

باشد که متضمن عدم گسترش خطا در طول دسته می 3ایو پايداری رشته

 [.13و12]

بندی بين خودرويی استفاده در حالت کلی دو استراتژی فاصله    

[ و استراتژی فاصله ثابت 14-12مان پيشرفت ثابت ]گردد: استراتژی زمی

[. در استراتژی فاصله ثابت، هدف ثابت نگه داشتن فاصله بين هر 15-17]

که در استراتژی زمان پيشرفت ثابت دو خودروی متوالی است در حالی

باشد. فاصله بين خودرويی متغير و بر حسب سرعت خودروها می

-که پيادهكی را بيشتر کرده در حالیاستراتژی فاصله ثابت حجم ترافي

 [.16و13سازی عملی آن دشوارتر است ]

های اخير تحقيقات فراوانی در زمينه تحليل پايداری و در دهه    

های خودرو انجام شده است. در حالت کلی طراحی کنترلگر برای گروه

طراحی کنترلگر و تحليل پايداری برای حرکت گروهی خودروها در 

پذيرد. [ انجام می23،9،8فضای فرکانس ] در [ و يا21-17] فضای حالت

تطبيقی برای تخمين نيروهای خارجی اعمالی -[ يک کنترل مقاوم16در ]

های بر خودرو ارائه شده است. يک کنترلگر خطی و مقاوم در برابر داده

ی گروه ای و داخل[ ارائه شده است که پايداری رشته15از دست رفته در ]

[ اثرات تاخير زمانی بر پايداری داخلی و 23و14کند. در ]میرا تضمين 

ای درنظر گرفته شده است. يک کنترلگر غير متمرکز برای تضمين رشته

ای يک گروه همگن خودرو در حضور تاخير عملگری در پايداری رشته

اند. [ ارائه شده است که نتايج به صورت عملی اعتبارسنجی شده22]

 
1 Intelligent transportation system (ITS) 
2 Internal stability 
3 String stability 

[ 17ای در ]اعمالی بر خودرو بر پايداری رشته اثرات اغتشاش خارجی

های معادله [ روشی مبتنی بر مطالعه رفتار ريشه3بررسی شده است. در ]

 ای ارائه شده است.پايداری رشته ای بررسیمشخصه سيستم حلقه بسته بر

در تمامی تحقيقات گذشته، ساختار شبكه ارتباطی گروه خودرو،     

ت. در يک گروه خودرو ديناميک حلقه بسته ثابت درنظر گرفته شده اس

که با تغيير ساختار تابعی از ساختار ارتباطی خودروها است. به نحوی

گردد. ارتباطی خودروها، ديناميک حلقه بسته سيستم نيز دچار تغيير می

[ تغيير ديناميک حلقه بسته 25و24] کليدزنیهای مطابق تئوری سيستم

تواند سيستم گردد. همچنين اين امر میتواند باعث ناپايداری کل می

ای سيستم را نيز با مخاطره روبرو نمايد. در اين مقاله به پايداری رشته

کنترل يک دسته ناهمگن خودرو در حضور تاخير زمانی ارتباطی و 

شود. به طور خلاصه عملگری و با ساختار ارتباطی زمان متغير پرداخته می

 شرح زير است:مهمترين نوآوری اين مقاله به 

 ناهمگن درنظر گرفتن گروه خودرو  -1

رازوميخين برای تحليل -ارائه قضايايی نو مبتنی بر قضيه لياپانوف -2

 خطی تاخير زمانی کليدزنیهای پايداری سيستم

ای گروه خودرو در حضور تاخير زمانی تحليل پايداری رشته-3

 زمان متغيرارتباطی، عملگری و ساختار ارتباطی 

 2ادامه مقاله به شرح زير سازماندهی شده است. در قسمت      

به معرفی سيستم مورد  3گردد. در قسمت مقدمات رياضی مسئله ارائه می

شود و نظر و طراحی کنترلگر به منظور پايداری داخلی سيستم پرداخته می

ای پايداری رشته 4گردد. در قسمت دو قضيه جديد در اين راستا ارائه می

ای در اين مورد ارائه مورد بحث قرار خواهد گرفت و قضيهسيستم 

های متعدد برای بررسی کيفيت سازیشبيه 5خواهد شد. در قسمت 

بندی جمع 6گردد. در نهايت مقاله در قسمت قضايای بيان شده ارائه می

  گردد.می

 مقدمات ریاضی مسئله -2

)فرض کنيد     , , )G V  Wدار از ف جهتمعرف يک گرا

,...,1,2}باشد که درآن  Nمرتبه  }V N  ،معرف رئوس گراف

V V   ها ومجموعه يال[ ] ,ij N Nw W 

0, 0ij iiw w ماتريس مجاورت گرافGباشد. اگر يک مسير می

پذير دسترس iاز راس   jوجود داشته باشد، راس  jبه راس  iاز راس 

اگر بين هر دو راس  است 4متصل Gخواهد بود. گراف بدون جهت 

در دسترس سراسری  iمتفاوت حداقل يک مسير وجود داشته باشد. راس 

 5شود اگر در دسترس هر راس ديگری باشد. ماتريس لاپلاسينخوانده می

به صورت Gگراف 
1,

[ ], ,
N

ij ii ij
j i

l l w
 

 L 

,ij ijl w i j   شود. در يک گروه خودرو رهبر به تعريف می

گردد که اطلاعاتی از ساير خودروها دريافت نكند. خودرويی اطلاق می

 
4 Connected 
5 Laplacian 
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-تعريف میGگراف ديگری به صورت 1پيرو-برای مطالعه مسئله رهبر

1Nشود که شامل نشان  0گردد که راس راهنما با شماره راس می

به عنوان ماتريس مجاورت راس صفر درنظر  Zشود. ماتريس داده می

راس صفر قابل دسترس سراسری خوانده  Gشود. در گراف گرفته می

 Gشود اگر برای تمام رئوس ديگر در دسترس باشد. برای گراف می

ماتريس  H L Z گردد که در تحليل پايداری داخلی تعريف می

 گيرد.مورد استفاده قرار می

H: 1لم   .[26] اگر راس صفر قابل دسترس سراسری باشد 0

11: ماتريس متقارن  2لم  12

12 22
T

 
  
 
 

S S
S

S S
 مثبت معين است اگر 

[27] :1
11 22 12 11 12,


S 0 S S S S 0. 

a,. )نامساوی يانگ(: برای هر دو بردار دلخواه 3لم  b  ونيز

ςماتريس 1 نامساوی ،0
2

T T T 
 a b a ςa b ς b برقرار است 

[28]. 

: سيستم تاخيردار زير را درنظر . )لياپانوف رازوميخين(1قضیه 

 ريد:     بگي

(1           )
( )

( ) ( ), [ ,0]

( ) ( ) , [ ,0], (0) 0

t

t

f

t f

    

   




  

     

x x

x

x x

 

توابع پيوسته، غيرمنفی و غيرکاهشی   
3 2 1
, را درنظر بگيريد به  ,

1  نحوی که: 2 3
0 : ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0s s s s      ، 

1همچنين داشته باشيم:  2
(0) (0) 0  ( فرض 27. برای سيستم ،)

پذير کنيد تابع پيوسته و مشتق : ( ,0 , )
n n

f C     مجموعه

محدود  ( ,0 , )
n

C   را به يک مجموعه محدود درn
  می

)نگارد. اگر يک تابع پيوسته  , )V tx وجود داشته باشد به نحوی که 

(2          )
1 2( ) ( , ) ( ) , ,

n
V t t    x x x x  

) مه اگر يک تابع غيرکاهشیو در ادا ), ( )s s s   وجود

 داشته باشد به قسمی که

(3 )
 

3
( , ) ( ),

( , ( )) ( ( , ( ))), ,0

V t x x

if V t x t V t x t



    

 

    
 

  .[29] ( خواهد بود1آنگاه مبدا يک نقطه پايدار مجانبی برای سيستم )

 معرفی سیستم -3
کنترل حرکت يک گروه خودرو ناهمگن شامل يک  ،در اين قسمت

گيرد. حرکت درو پيرو مورد بررسی قرار میخو Nخودرو راهنما و 

( به صورت 1شود. شكل )بعدی درنظر گرفته میگروه، به صورت يک

 دهد.بعدی را نشان میشماتيک گروه ناهمگن خودرو در حرکت يک

 

 
1 Leader-follower 

 

 بعدی: يک گروه خودروی ناهمگن در حرکت يک1شکل 

 معادله ديناميكی هر خودرو به صورت زير است:

(4          )  1

i i

i i i

i i i

i

x v

M x u
v u u

M



 




  
 


 

                                                            

,که در آن  , ,
i i i i

u v x M به ترتيب جرم، موقعيت، سرعت و

سيگنال کليدزنی است که ناشی از ام است و iورودی کنترلی خودرو 

کنترلی است. برای هر دو استراتژی زمان پيشرفت  تغيير ساختار قانون

 شود:ثابت و فاصله ثابت قانون کنترلی به صورت زير درنظر گرفته می

(5         )1

0 0 0

[ ( ) ( ) ]

[ ( ) ( ) ] ( )

iN

i ij j i ji

j

i i i

u K w x t x t d

K x t x t d D v v



   

 



     

      

 

0که در آن:  0
,v x به ترتيب موقعيت و سرعت خودروی راهنما

iضرايب کنترلی و Dو  Kير زمانی ارتباطی، تاخهستند. 
N

  تعداد

باشد. برای هر خودرو موقعيت مطلوب می iخودروهای همسايه خودروی 

0به صورت  1, 1

1

( )
i

d

i j j j

j

x x D L
 



  شود که در می تعريف

j,1آن  j
D

1فاصله مطلوب بين دو خودروی متوالی وj
L

 طول خودرو

1j 1ام است. برای استراتژی فاصله ثابت,j j
D

 مقداری ثابت و برای

,1استراتژی زمان پيشرفت ثابت  0 minj j j
D h v D


   درنظر گرفته

minشود که در آن می
Dخودروی متوالی وحداقل فاصله بين دوj

h 

باشد. خطای تعقيب برای هر خودرو به صورت زمان پيشرفت ثابت می

 شود:می تعريفزير 
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 0

d

i i i i i i i
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 قانون کنترلی برحسب ديناميک خطا به صورت زير خواهد بود:بنابراين 
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های ناپذير در سيستمتاخير زمانی ارتباطی از خصوصيات اجتناب

چندعاملی است. همچنين موتور هر خودرو دارای تاخير عملگری است 

که با لحاظ هر دو نوع تاخير قانون کنترلی فوق به صورت زير درخواهد 

 آمد:
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iکه در آن  i
     وi

 وقفه موتور خودروiباشد. با ام می

( ديناميک حلقه بسته هر خودرو به صورت زير 4( در )8جايگذاری )

 درخواهد آمد: 
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: اگر شرايط زير برقرار باشند سيستم کليدزنی خطی تاخير 2قضیه 

 خواه پايدار مجانبی فراگير خواهد بود.( تحت هر سوئيچ دل10زمانی )

 خودروی راهنما برای کل دسته در دسترس سراسری باشد. -1

2ماتريس مثبت معين -2 2N N
P  وجود داشته باشد به نحوی

 که:
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: اگر شرايط زير برقرار باشند، سيستم کليدزنی خطی تاخير 3قضیه 

 ( تحت هر سوئيچ دلخواه پايدار مجانبی فراگير خواهد بود.10زمانی )

خودروی راهنما برای هر سيگنال کليدزنی قابل دسترس  -1

 سراسری باشد.

Nماتريس مثبت معين  -2 N
P وجود داشته باشد که نامعادله

 زير را ارضا نمايد:
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( و تحت 4( دياگرام کنترلی يک خودرو با معادلات ديناميكی )2شكل )

 دهد.( را به صورت شماتيک نشان می5قانون کنترلی )

 

 گروه : دياگرام کنترلی يک خودرو2شکل

 ایپایداری رشته -4

     
ای بايد ساختار ارتباطی گروه مشخص برای بررسی پايداری رشته

تواند به اطلاعات باشد. در اين مقاله فرض بر آن است که هر خودرو می

و همچنين سرعت نسبی موقعيت نسبی با خودروی جلو، عقب و راهنما 

با خودروی راهنما دسترسی داشته باشد. شكل زير ساختار مورد نظر را 

 دهد.نشان می

 : ساختار ارتباطی گروه ناهمگن خودرو3شکل                  
 

ام به iبا توجه به ساختار ارتباطی فوق، ديناميک حلقه بسته خودرو 

 زير خواهد بود: صورت

(13            )      

, 1 1

, 1 1

[ ( ) ( )]

[ ( ) ( )]

( ) ( )

i i i i i i i

i i i i i i

i i i i

e K e t e t

K e t e t

Ke t De t





 

 



 

 

    

    

    

 

که در آن: 
, 1 , 1 , 1 , 1,i i i i i i i iK Kw K Kw
   

     تبديل .
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تحت  زير برقرار باشد گروه ناهمگن خودرو: اگر شرط 5قضیه 

 ای خواهد بود:پايدار رشته عمل سوئيچ
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 سازینتایج شبیه -5

( درنظر 4خودرو را مطابق شكل ) 5يک گروه ناهمگن شامل 

بگيريد. برای کليه سناريوها، سه ساختار ارتباطی متفاوت به صورت زير 

 اند.شدهدرنظر گرفته 

 : ساختار ارتباطی زمان متغير گروه ناهمگن خودرو4شکل 

( 5سرعت خودروی راهنما به صورت شكل ) 2و 1در سناريوهای 

شود. خطای فاصله برای استراتژی فاصله ثابت به صورت درنظر گرفته می

1 1i i i i
x x L

 
   و برای استراتژی زمان پيشرفت ثابت به صورت

1 0 mini i i i
x x h v D


   گردد. تعريف می 
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 2و 1در سناريو  : سرعت خودروی راهنما5شکل 

: در اين سناريو تمامی خودروهای گروه يكسان درنظر 1سناریو 

نشان  های سيستم راو ثابت ( پارامترهای کنترلی1شوند. جدول )گرفته می

ه شده ای بين کران بالای تاخير زمانی محاسب( مقايسه2دهد. جدول )می

-محافظه 2دهد. طبق اين جدول قضيه را نشان می 3و  2توسط قضايای 

داشته و کران بالای بيشتری برای تاخير  3کاری کمتری نسبت به قضيه 

دهد. به منظور مقايسه اين دو قضيه، مقادير زمانی ارتباطی پيشنهاد می

ه به تاخير موتور ثابت فرض شده است و کران بالای تاخير زمانی با توج

 آن محاسبه شده است.

 1های سيستم برای سناريو ضرايب کنترلی و ثابت :1جدول 

 مقدار توصیف کمیت

( )M Kg 1500 جرم خودرو 

K 1.1 ضريب کنترلی 

D 3.9 ضريب کنترلی 

(sec) 0.07 ر زمانیتاخي sin( )t 

(sec) 0.1 وقفه موتور 

( )L m 4 طول خودرو 

ih
 

 0.02 زمان پيشرفت ثابت

1,i i
D

 2 فاصله مطلوب بين خودرويی 

minD

 

 0.1 فاصله بين خودرويیحداقل 

 

 3و2مقايسه کران بالای تاخير زمانی محاسبه شده توسط قضايای  :2جدول

 تاخیر  (sec)وقفه موتور قضیه
 (sec)زمانی

 0.38 0.05 2قضيه 

 0.29 0.05 3قضيه 

 0.27 0.1 2قضيه 

 0.21 0.1 3قضيه 

 0.17 0.25 2قضيه 

 0.12 0.25 3قضيه 

 

ه خطا نطبق اين شكل دامدهد. ( خطای تعقيب گروه خودرو را نشان می6شكل )

-ای گروه میدر طول دسته روندی کاهشی دارد که نشان دهنده پايداری رشته

با توجه دهد. گروه خودرو را نشان میکنترلی  هایمنحنی ورودی( 7باشد. شكل )

1500Mبه آنكه جرم هر خودرو در اين استراتژی مقدار  Kg  درنظر گرفته

-همچنين شكل های مزبور مقاديری قابل قبول دارند.ه است، بنابراين ورودیشد

( خطای تعقيب و ورودی کنترلی را برای استراتژی زمان پيشرفت 9( و )8های )

 د.ندهیرا نشان م 1ثابت در سناريو 
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 ، استراتژی فاصله ثابت1خطای تعقيب برای سناريو :6شکل              
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 ، استراتژی فاصله ثابت1ورودی کنترلی در سناريو :7شکل               
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 ، استراتژی زمان پيشرفت ثابت1خطای تعقيب برای سناريو :8شکل           
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 استراتژی زمان پيشرفت ثابت، 1ورودی کنترلی در سناريو :9شکل          

 

(. 3شود )جدول در اين سناريو گروه خودرو ناهمگن در نظر گرفته می :2سناریو 

( خطای تعقيب 11( و )10شكل )اند. ضرايب کنترلی مشابه قبل درنظر گرفته شده

های دهند. همچنين شكلو ورودی کنترلی را برای استراتژی فاصله ثابت نشان می

ای تعقيب و ورودی کنترلی را برای استراتژی زمان پيشرفت ثابت ( خط13( و )12)

 دهند.نشان می

 

,) های گروه ناهمگن خودروثابت :3جدول              ,i i iM L) 
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 ، استراتژی فاصله ثابت2برای سناريو خطای تعقيب :10شکل                  
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ای سيستم در حضور اغتشاش در اين سناريو پايداری رشته :3وسناری
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 ی فاصله ثابتژبرای استرات 3درسناريو  ورودی کنترلی :15شکل 

0 20 40 60 80 100 120

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

Time (Sec)

S
p

a
c
in

g
 E

rr
o

r 
(m

)

 

 

35 40 45 50 55
-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

90 100

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04


1


2


3


4

 
 ، استراتژی زمان پيشرفت ثابت3برای سناريو ای پايداری رشته :16کل ش    

0 20 40 60 80 100 120
-2000

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

Time (Sec)

C
o

n
tr

o
l 

In
p

u
t 

(N
)

 

 

u
1

u
2

u
3

u
4

 
 ، استراتژی زمان پيشرفت ثابت3ورودی کنترلی برای سناريو :17شکل             

 

 گیرینتیجه -6

ای يک گروه ناهمگن خودرو در اين مقاله تحليل پايداری داخلی و رشته

ررسی گرديد. ساختار شبكه عملگری ب در حضور تاخير زمانی ارتباطی و

-متغير با زمان درنظر گرفته شد. برای اولين بار قضيه لياپانوف ،ارتباطی

های کليدزنی خطی تاخير زمانی مورد رازوميخين برای تحليل سيستم

بررسی قرار گرفت و دو قضيه جديد برای تحليل پايداری مجانبی اين 

ان داده شد که قضيه اول سازی نشها ارائه گرديد. در نتايج شبيهسيستم
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  های ارائه شده پرداخته شد.تحليل کيفيت روش
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Tدر ادامه اثبات، تابع لياپانوف مشترک 
V  e Pe  را درنظر

 ( به صورت زير خواهد بود:10بگيريد که مشتق آن در راستای )
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i t j s j s i t
t

i j

m m t
T T T

i t j s j s i t
t

i j

nm m
T T T

i i k ir j r j r i k

i j r

T
i k ir

t t ds

ds

   

   








 




 



  



 
  
 
 

 
   
 
 



 

 

 

e PC B P B C Pe

e PC B P B C Pe

e PC B P B C Pe

e PC
1

, , ,

1 1 1

snm m
T T

j r j r i k

i j r



  

  
  
   

  

  B P B C P e

 (30) 

 توان نوشت:به طور مشابه می

1
, ( ) , ( ) , ( ) , ( )

1 1

1
, ( ) , ( ) , ( ) , ( )

1 1

1
, , , ,

1 1 1

max ,

( ) ( )
i

i

s

m mt
T T T

i t j s j s i t
t

i j

m m t
T T T

i t j s j s i t
t

i j

nm m
T T T

i i k ir j r j r i k

i j r

T
i k ir

t t ds

ds

   

   








 




 



  



 
  
 
 

 
   
 
 



 

 

 

e PC C P C C Pe

e PC C P C C Pe

e PC C P C C Pe

e PC
1

, , ,

1 1 1

snm m
T T

j r j r i k

i j r



  

  
  
   

  

  C P C C P e

 (31) 

ه صورت زير قابل بيان ( ب24رابطه ) ،(31( تا )25بندی روابط )با جمع

 خواهد بود:

( ) , ( ) , ( )

1 1

( ) , ( ) , ( )

1 1

1
max , ,

1 1

s

m m
T

t i t i t

i i

T
m m

t i t i t

i i

nm
T T T

i k ij j j i k

i j

V

m

  

  

  

 

 



 

  
      

  

  
      

  

     
     

     

 

 

 

e P A B C

A B C P e

e PB A P A B P P e

 



1 1
max , , , , ,

1 1 1

2
, 2

snm m
T T T

i k ir j r j r j r j r

i j r

T
i k m





 

  

  
   
  

 



 e PC B P B C P C

C P P e

(32) 

 توان نوشت:يا به عبارت ديگر می

(33   )        max 1 max 2
T T T

V a a    e Qe e e e e      

 که در آن:

1 2

1 2

1 max
1,..., 0 1

... 1

1
, ,

1 1

2 max
1,..., 0 1

... 1

1 1
, , , , ,

1

max max

max max

s ij

i i ins

s

s ij

i i ins

s

k n

nm
T T

i k ij j j i k

i j

k n

n

T
i k ir j r j r j r j

r

a

m

a



  



  



 





  

   



 

  

   

 






 



  
   

   
     




 





 



PB A P A B P P

PC B P B C P C 



,

1 1

2
2

m m
T T

r i k

i j

m 

 

  


  
   



  C P

P

 (34) 

0Vحال اگر شرايط زير ارضا گردند، خواهيم داشت:   
(35 ) 2 min 2 1 min 2 2 1( ) / , ( ) a /a a      Q Q 

 

( را 12که نامساوی )P: شرط لازم برای وجود ماتريس 3اثبات قضیه 

Hارضا کند آن است که   اگر راس صفر در  1. با توجه به لم 0

مثبت معين خواهد بود. در ادامه اثبات، Hدسترس سراسری باشد آنگاه

Tتابع لياپانوف مشترک 
V  e Pe :را درنظر بگيريد که در آن

D 
  
 

P P
P

P P
. با انجام روال قضيه قبل، مشتق تابع لياپانوف به 

 صورت زير خواهد بود:
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 
max 1 max 2 ,

2( 1)

T T T

T T
T

V a a

K K

K D



  
  



    

 
   
  

e Q e e e e e

PH H P H P
Q E P PE

PH P

 

(36    ) 

Q ،2ق لم طب اگر  0

 
1

2( 1)
T T

D K    



  P PH PH H P H P که  0

معادل شرط 
2( 1)D

K





باشد. حال اگر شرايط زير برقرار می

0Vباشند آنگاه:   

(37) 2 min 2 1 min 2 2 1( ) / , ( ) a /a a       Q Q 

 

دريافت که اگر  توان( می15:  با توجه به رابطه )4اثبات قضیه 

روابط
1 1, 0.5i iG G    و

1/ 1N NE E    برقرار باشند آنگاه

1/ 1i iE E  . 1 در نظر بگيريد

1

1

1

2

i

i

i

p
G

q







 

 
 

1 1
4 0

i i
q p

 
  :که در آن 

4 2 2 2

1 , 1 , 1

3 2

, 1 , 1

, 1 , 1

2

1 , 1

( )

2 sin 2( ) cos

2( ) sin( )

( )

i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i i i

q D K K K

D K K K

K K K D

p K

 

 

 



 

    

  

  

 

 

 

     

     

    



 

(38      )

 
1بنابراين عبارت  1

4 0
i i

q p
 
  :به صورت زير خواهد بود

 
(39     )

2 2

, 1 , 1 , 1

, 1 , 1

2

, 1 , 1

3 4 2 2

( ) 4( )

2( ) sin( )

2( ) cos

2 sin 0

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i

i

K K K K

K K K D

K K K

D D

  

 

 

  

  

   

  

 

 

   

     

   

    

 

 با توجه به روابط:

(40               )
0 : sin sin ,

cos 1 cos 1

    

 

      

    
 

 ( را به صورت زير بيان نمود:39توان عبارت )می

(41      )

4 2

, 1 , 1

2 2

, 1 , 1

2

, 1

(1 2 ) { 2( )

(1 ( ))} ( )

4( ) 0

i i i i i

i i i i i i

i i

D D K K K

D K K K

K

 

 





 

 

 



     

      

 

 

 برقرار خواهد بود. تحت شرايط زير نامساوی فوق

(42  )2

, 1 , 1

, 1 , 1

1 2 0,

2( )(1 ( )) 0,

i

i i i i i i

i i i i

D

D K K K D

K K K

 

 


 

 

  

      

 

 

1با استدلال مشابه برای 

1

1

1

2

i

i

i

p
G

q







  نتيجه زير حاصل

 گردد:می

(43   )2

, 1 , 1

, 1 , 1

1 2 0,

2( )(1 ( )) 0,

i

i i i i i i

i i i i

D

D K K K D

K K K

 

 


 

 

  

      

 

  

 باشد:ديناميک حلقه بسته آخرين خودرو به صورت می

(44                ), 1 1
[ ( ) ( )]

( ) ( )

N N N N N N N

N N N N N

e K e t e t

K e t De t





 



 
   

   
 

توان نشان داد اگر شرايط زير برقرار انجام روال مشابه قبل میبا 

/1باشند، آنگاه  1N NE E   : 

(45    )
2

, 1

1 2 0,

2( )(1 ( )) 0

N

N N N N N

D

D K K D
  



  

     
 

توان به ( را می45( و )43(، )42با انجام محاسبات جبری عبارات )

 صورت شرط زير بيان نمود:

(46 )         
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2
( ) )

1
, 0
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i i i i i i
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