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اسائِ ؿذُ اػت. دس سٍؽ اسائِ ؿذُ یک خجشی ثِ ؿكل ّضًجشگ  -دس ایي همبلِ سٍؿي ثشای حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًؼیلي: چکیذه

دّذ. ّوچٌیي  ی هتغیش خجشی دس اختیبس لشاس هي ی کبهلي ثشای هحبػجِ ػغح لغضؿي هتٌبػت ثب ایٌذکغ ػیؼتن تؼشیف ؿذُ اػت کِ هؼبدلِ

ت. دس اًتْب، سٍؽ خجشی تضویي ؿذُ اػ -ی دیفشاًؼیلي ی لیذ دس هؼبدلِ ثِ دلیل پبیذاسی ػغح لغضؿي، ّوگشایي خغبی دٍسی اص خویٌِ

 سٍی چٌذ هثبل خغي ایٌذکغ ٍ غیش خغي اػوبل ؿذُ ٍ ًتبیح آٍسدُ ؿذُ اػت.

 .ی لیذ خجشی، ؿكل ّضًجشگ، حل ػذدی، کٌتشل هذ لغضؿي، سدیبثي خویٌِ -هؼبدلات دیفشاًؼیليکلمات کلیذی: 

Solution of Differential-Algebraic Equations in Hessenberg Form 

Using Sliding Mode Control 

Ali Khaleghi Karsalari, Masoud Shafiee 

 

Abstract: In this paper, a method for numerical solution of differential-algebraic equations 

(DAEs) in Hessenberg form is presented. In this method, a sliding surface proportional to systems 

index is defined that generates a complete equation to calculate algebraic variables. Since the 

sliding surface is stable, convergence of the distance from manifold constraint in DAE is satisfied. 

Finally, the proposed method is applied for some linear and nonlinear index-3 systems. Numerical 

solutions confirm the accuracy of the proposed technique. 

 

Keywords: differential-algebraic equations, Hessenberg form, sliding mode control, constraint 

manifold tracking. 

 مقذمه -1

سٍیكشدّبی هختلفي ثشای ثِ دػت آٍسدى تمشیت ػذدی پبػخ 

ّبی اسائِ ؿذُ،  ی سٍؽ خجشی ٍخَد داسد. اص خولِ -ی دیفشاًؼیلي هؼبدلِ

کَتبی ضوٌي -، ساًگ[1,2]تَاى ثِ اػتفبدُ اص فشهَل تفبضل ٍاسٍى  هي

 3سٍؽ اختلال َّهَتپي [6] 2ی آدٍهیي ، تدضیِ[5] 1، تمشیت پبدُ[4–2]

 اؿبسُ کشد. [8] 4ّبی چٌذ هشثؼي ٍ تمشیت [7]

ثٌذی  ّبی حل ػذدی هَخَد، دػتِ ثِ دلیل تٌَع ثؼیبس صیبد سٍؽ

ی ػبخت  تَاًذ ثش اػبع ًحَُ ثٌذی هي َاس اػت. یک دػتِآًْب اًذکي دؿ

پبػخ ثبؿذ. دٍ سٍیكشد اكلي، حل تشتیجي ٍ ػبخت ػشاػشی پبػخ اػت. 

 
1 Pade Approximation 
2 Adomian decomposition 
3 Homotopy Perturbation Method (HPM) 
4 Multiquardatic approximation 
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 1ّبی عیفي دس سٍیكشد ػبخت ػشاػشی پبػخ، کِ دس ثشخي هتَى سٍؽ

ؿَد ثب اػتفبدُ اص یک هدوَػِ اص تَاثغ پبیِ،  ؿًَذ، ػؼي هي ًیض ًبهیذُ هي

ل، تمشیت صدُ ؿَد. لزا ّذف ثِ دػت آٍسدى ضشایت ی ح پبػخ دس ثبصُ

تَاثغ پبیِ ثِ كَستي اػت کِ خغب ثِ حذ هغلَة ثشػذ. دس همبلات اص 

سٍؿي اسائِ ؿذُ  [9]تَاثغ پبیِ هختلفي ثْشُ ثشدُ ؿذُ اػت. اص خولِ، دس 

ثشای تمشیت پبػخ  sی دلخَاُ  ای دسخِ ت کِ اص یک چٌذخولِاػ

ًیض ثِ ػٌَاى  3ٍ چجیـف 2ّب لظاًذس ای اص چٌذخولِکٌذ.  هياػتفبدُ 

ّبی هتؼبهذ دس تمشیت ػذدی هؼبئل ثؼیبسی اػتفبدُ ؿذُ  ای خولِ چٌذ

 .[10]اػت 

ثَدى ؿشایظ اٍلیِ، ثب اػتفبدُ اص  دس سٍیكشد تشتیجي، ثب تَخِ ثِ هؼیي

آیذ. ثِ عَس  ػبصی، پبػخ ثشای گبم ثؼذی ثِ دػت هي یک سٍؽ گؼؼتِ

کَتبی ضوٌي -ّبی هجتٌي ثش فشهَل تفبضل ٍاسٍى یب ساًگ کلي سٍؽ

 خضء ایي دػتِ ّؼتٌذ.

دس ایي همبلِ سٍؿي ثب سٍیكشد تشتیجي ثشای حل هؼبدلات 

خجشی کِ ثِ ؿكل ّضًجشگ دادُ ؿذُ ثبؿٌذ، اسائِ ؿذُ  -دیفشاًؼیلي

ّبی حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي هؼوَلي ّوشاُ ثب  اػت. ایي سٍؽ ثِ سٍؽ

ی  لیذ ثؼیبس ًضدیک اػت. دس هؼبدلات دیفشاًؼیلي هؼوَلي ثب لیذ، هؼبدلِ

ی  ؿَد کِ ثذٍى آى ًیض هؼبدلِ ای هحؼَة هي فِلیذ، اعلاػبت اضب

دیفشاًؼیلي هؼوَلي لبثل حل اػت ٍ اگش ّیچ خغبیي دس حل ػذدی 

ی لیذ ثبیذ دس پبػخ، ثشلشاس ثبؿذ. اهب ثِ دلیل  ٍخَد ًذاؿتِ ثبؿذ، هؼبدلِ

ٍخَد خغبّبی هختلف دس حل ػذدی، هوكي اػت ایي اتفبق كَست 

اكلاح پبػخ ػذدی دس ّش گبم اػتفبدُ ی لیذ ثشای  ًگیشد. لزا اص هؼبدلِ

ی پبیذاسی ثشای ّوگشا هبًذى  ؿَد هؼبدلِ ؿَد. ثشای ایي کبس ػؼي هي هي

ی لیذ تـكیل گشدد ٍ ثب اػتفبدُ اص آى هؼبدلِ، دس ّش  حل ػذدی ثِ هؼبدلِ

ّب اكلاح ؿَد. دس سٍؿي کِ دس ایي همبلِ ثذاى خَاّین  گبم همذاس حبلت

تفبدُ ؿذُ اػت. اهب ثشخلاف هؼبدلات پشداخت سٍیكشد هـبثْي اػ

خجشی، لیذ  -دیفشاًؼیلي هؼوَلي ّوشاُ لیذ، دس هؼبدلات دیفشاًؼیلي

ؿَد ٍ ثذٍى آى هؼبدلِ لبثل حل ًیؼت. دس  اعلاػبت اضبفِ هحؼَة ًوي

ی لیذ ثِ ػٌَاى خغب دس ًظش گشفتِ  سٍؽ اسائِ ؿذُ دس ایي همبلِ، هؼبدلِ

یفشاًؼیلي پبیذاس سٍی آى، کِ هتٌبػت ی د ؿَد ٍ ثب تـكیل یک هؼبدلِ هي

ّبی خجشی دػتگبُ دیفشاًؼیلي  ؿَد، حبلت ثب ایٌذکغ ػیؼتن تـكیل هي

 ؿَد. خجشی هحبػجِ هي –

اداهِ ایي همبلِ ثِ ؿشح صیش اػت: دس ثخؾ دٍم هؼبدلات 

اًذ. دس ثخؾ ػَم سٍؽ حل ػذد  خجشی تؼشیف ؿذُ -دیفشاًؼیلي

جشگ اسائِ ؿذُ اػت. دس ثخؾ خجشی ؿكل ّضً -هؼبدلات دیفشاًؼیلي

چْبسم دس هَسد اًتخبة ضشایت هٌبػت هشثَط ثِ سٍؽ اسائِ ؿذُ 

ّبی ػذدی حل ؿذُ ثب سٍؽ اسائِ ؿذُ  تَضیحبتي آٍسدُ ؿذُ اػت. هثبل

 اًذ. افضاسّبی هَخَد ًیض دس ثخؾ پٌدن اسائِ ؿذُ ٍ همبیؼِ ثب ًشم

 

 
1 Spectral methods 
2 Legendre 
3 Chebychev 

 جثری -معادلات دیفرانسیلی -2

 خجشی ثِ كَست صیش اػت: -دیفشاًؼیلي  ی تشیي ؿكل هؼبدلِ کلي
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/طاکَثیي  هبتشیغکِ دس آى  f x  تكیي اػت. ثؼیبسی اص

یبثٌذ، داسای  خجشی کِ دس هؼبئل ػولي ظَْس هي -هؼبدلات دیفشاًؼیلي

ّب ؿكل ّضًجشگ اػت اهب پیؾ  ی آى تشی ّؼتٌذ کِ اص خولِ ؿكل ػبدُ

اص هؼشفي ؿكل ّضًجشگ لاصم اػت خبكیت هْوي دس هؼبدلات 

 هؼشفي ؿَد. 4دیفشاًؼیلي خجشی ثِ ًبم ایٌذکغ

داسای  (1)خجشی غیش خغي  -ی دیفشاًؼیلي لِ: هؼبد[2] 1تؼشیف 

  کَچكتشیي تؼذاد هـتمبت ثِ كَست  اػت اگش   ایٌذکغ 
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)اهكبى اػتخشاج ػیؼتن  (2)ثبؿذ ثِ عَسی کِ  ) ( , )x t x t   سا تٌْب

 ثب هحبػجبت خجشی ثذّذ.

ی  حبل ثب دس ًظشگیشی تؼشیف ایٌذکغ، ؿكل کلي هؼبدلِ

 :[2]لبثل تؼشیف اػت  خجشی ّضًجشگ ثب ایٌذکغ  -دیفشاًؼیلي
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0کِ دس آى  11

1 2





 

  

f ff

x x x
، (3)ی کبهل اػت. دس  داسای ستجِ  

0ی ًخؼت یؼٌي  هؼبدلِ 1( ( ), )t t f x ی خجشی ٍ هتغیش  هؼبدلِ  0

( )tx ؿَد. هؼبدلات ّضًجشگ ثب ایٌذکغ ثیـتش  هتغیش خجشی خَاًذُ هي

خجشی ایفب  -اص یک ًمـي هحَسی دس تئَسی هؼبدلات دیفشاًؼیلي

تش لبثل ثبصًَیؼي ثِ ؿكل  خجشی ػوَهي -کٌٌذ ٍ هؼبدلات دیفشاًؼیلي هي

. هؼبدلات ّضًجشگ ثِ كَست [11]ّضًجشگ ثب ّوبى ایٌذکغ ّؼتٌذ 

ّبی هكبًیكي لبثل تَخِ ّؼتٌذ. اص خولِ ثؼیبسی اص  خبف دس ػیؼتن

ّبی چٌذ خؼوي یب  ّبی دیٌبهیكي همیذ هثل ػیؼتن هؼبدلات ػیؼتن

 .[12،13]آیٌذ  ّبی غیشَّلًََهیک ثِ كَست ّضًجشگ ثِ دػت هي سثبت
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 ی هرنثرگ حل عذدی معادله -3

خجشی ؿكل ّضًجشگ سا ثِ كَست صیش  -ی دیفشاًؼیلي هؼبدلِ

 ًوبیین: ثبصًَیؼي هي

0 1

1 1 1 2

1 1 1 2

( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), ( ), )

( ) ( ( ), ( ), , ( ), )

t t t

t t t t

t t t t t   







e f x

x f x x

x f x x x

 (4) 

)اگش پغ اص چٌذ گبم تضویي کٌین  (4)ی  دس هؼبدلِ ) 0t e ،

ی لیذ ّوگشا  تَاى ًتیدِ گشفت حل ػذدی ثِ ػوت خویٌِ آًگبُ هي

)ؿَد. ثشای تضویي  هي ) 0t e ي ّبی هختلفي ٍخَد داسد. اٍلی سٍؽ

)ی  سٍؽ حل هؼبدلِ ) 0t e عَس کِ  ثشاػبع هتغیش خجشی اػت. ّوبى

خجشی ایٌذکغ یک اًدبم  -داًین ایي کبس ثشای هؼبدلات دیفشاًؼیلي هي

ّبی ثبلاتش  کٌذ. اهب ثشای ایٌذکغ ؿَد ٍ پبػخ هٌبػجي ّن تَلیذ هي هي

چَى 






e

x
 تكیي اػت، اهكبى یبفتي پبػخ ٍخَد ًذاسد. 

ی  گیشی، هؼبدلِ ثبس هـتك ، ثب ثشای ػیؼتن ثب ایٌذکغ 

 آیذ. یؼٌي داسین: دیفشاًؼیلي هؼوَلي ثشای کل ػیؼتن ثِ دػت هي

d
det 0

dt






 
 

 

g

x
  

تَاى ثب اػتفبدُ  ی دیفشاًؼیلي هؼوَلي، هي هؼبدلٍِ لزا ثب تـكیل ایي 

ّبی ضوٌي، ػیؼتن سا حل کشد. ایي سٍؽ دس ٍالغ تـكیل ٍ حل  اص سٍؽ

 ی صیش اػت: هؼبدلِ

( )d
.

dt





 

e
e 0  (5) 

هتغیش خجشی، ثشای  (5)ی  هـكل سٍؽ، ایي اػت کِ ثب حل هؼبدلِ

گش دلیلي ٍخَد ًذاسد کِ لیذ دس پبػخ ثِ دػت آهذُ ثشلشاس ثوبًذ ٍ دس دی

)تَاى تضویي ًوَد کِ  ٍالغ ًوي )te  ًیض ثِ كفش هیل کٌذ. دٍ اكلاح

 ؿَد: ثِ كَست صیش اػوبل هي (5)ی  سٍی هؼبدلِ

عَس  ثبس اًدبم ؿَد. دس ٍالغ ّوبى گیشی،  ( ًیبصی ًیؼت هـتك1

گیشی( ثب  گیشی )كفش ثبس هـتك ی ایٌذکغ یک، ثذٍى هـتك کِ دس هؼألِ

ًیض  ؿَد، ثشای ایٌذکغ  اػتفبدُ اص سٍؽ ضوٌي، هؼبدلِ حل هي

1تَاى  هي   ًوَد.ثبس هـتك گشفتِ ٍ هؼبدلِ سا ثِ كَست ضوٌي حل 

هبًذ، ثبیذ تضویي  ( ثشای آًكِ تضویي ًوبیین لیذ دس پبػخ ثشلشاس هي2

)ًوبیین کِ  )te  ،کٌٌذ. ثِ كفش هیل هي ّوگيٍ هـتمبت آى 

ای هـبثِ ثب آًچِ  ، هؼأل1ِدس سٍؽ کٌتشل ثب اػتفبدُ اص ػغح لغضؿي

ای اػت  ًِی ػغح لغضؽ ثِ گَ ّذف هبػت، ثشسػي ؿذُ اػت. هؼبدلِ

ؿًَذ. ػپغ اص سٍی آى، ٍسٍدی  آى ّوگي كفش هي هـتمبتکِ خغب ٍ 

ی ّضًجشگ ایٌذکغ  ؿَد. ثشای تَضیح ثیـتش، هؼبدلِ کٌتشلي هحبػجِ هي

 گیشین: دٍ سا دس ًظش هي

 
1 Sliding Mode Control 

0 1

1 1 1 2

( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), ( ), )

t t t

t t t t





e f x

x f x x
 (6) 

 

)2ؿَد کِ اگش دس ایي هؼبدلِ  دیذُ هي (6)ثب ًگبُ ثِ  )tx  ِسا ث

ػٌَاى هتغیش کٌتشلي ٍسٍدی دس ًظش ثگیشین، آًگبُ 

0 1( ) ( ( ), )t t te f x تَاى ثِ ػٌَاى خشٍخي دس ًظش گشفت ٍ  سا ًیض هي

)2ي ّذف تؼیی )tx ًَِای اػت کِ  ثِ گ( )te  .ثِ ػوت كفش هیل ًوبیذ

خجشی ایٌذکغ دٍ ثؼیبس ًضدیک  -ی دیفشاًؼیلي لزا اص ایي دیذگبُ هؼبدلِ

 ی تٌظین دس هٌْذػي کٌتشل اػت. ثِ هؼألِ

 ػغح لغضؽ، ػغحي پبیذاس ٍ هؼوَلاً ثِ كَست صیش دس ًظش گشفتِ

 ؿَد: هي
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i

k

i
 

 
  
 

الجتِ دس حبلت کلي،  اػت. 

تَاًٌذ اص ایي لبػذُ پیشٍی ًكٌٌذ ثلكِ تٌْب کبفي اػت  هي iضشایت 

ی ػغح لغضؽ، پبیذاس ثبؿذ. ایي اًتخبة  عَسی اًتخبة ؿًَذ کِ هؼبدلِ

ػغح ، کٌذ. ثشای ػیؼتن ّضًجشگ ثب ایٌذکغ  پبیذاسی سا تضویي هي

1kسا ثشای   (7)لغضؿي    اص عشفي داسین: گیشین. دس ًظش هي 
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 ّب ثِ كَست صیش ّؼتٌذ: -iکِ دس آى 
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ٍ هـتمبت آى،  ix، هتغیش 1iؿَد، دس  عَس کِ دیذُ هي ّوبى

1iٍخَد ًذاسد ٍ لزا 

i





0

x
iاػت. ّوچٌیي ثشای    :داسین 

1

01

0 21
1 1

1 2 1

0 2 11
1
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0 21
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dt
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، xثشای  (7)ی ضوٌي  ی تبثغ ضوٌي، حل هؼبدلِ لزا عجك لضیِ

داسای خَاة اػت. الجتِ اػتفبدُ اص ایي هؼبدلِ، تٌْب دس كَستي کِ 

ّبی  تَاى ثب سٍؽ پزیش ثبؿذ، هٌبػت اػت. هي گیشی تحلیلي اهكبى هـتك

ی  ثِ خبی ایي کبس، اگش اص هؼبدلِ ػذدی ًیض، هـتمبت سا تمشیت صد ٍلي

تش اػت. دس اداهِ سٍاثظ ثشای  ػبصی ؿذُ اػتفبدُ کٌین، ساحت گؼؼتِ

 ػبصی ؿذُ، آٍسدُ ؿذُ اػت. ؿكل گؼؼتِ

خجشی ّضًجشگ  -ی دیفشاًؼیلي تَاى ًـبى داد کِ هؼبدلِ ثِ ساحتي هي

ّبی كشیح،  ي اص سٍؽػبصی ثِ کوک یك ، پغ اص گؼؼتِثب ایٌذکغ 

 ثِ كَست صیش لبثل ًوبیؾ اػت:

0 1
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1 1 1 2
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0 f x

x f x x

x f x x x

 (8) 

)کِ دس آى  )n

i i ntx x ِی  اػت. هؼبدل
1

0 1 1( , )n

nt



 

 0 f x تَاى ثِ كَست تشکیجي اص تَاثغ تٌْب ثش  سا هي

nاػبع همبدیش 

ix  ،همبدیش فؼلي حبلت( ًَؿت. دس اداهِ ثشای ػبدگي(

3ثب  (8)هؼبدلات سا ثشای ػیؼتن ّضًجشگ ثِ ؿكل   ِدػت  ث

 ّبی ثبلاتش، ػبدُ اػت. داسین: . ٍلي تؼوین آى ثِ ایٌذکغآٍسین هي
1
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1دس ّش لحظِ، همبدیش 

nx  ٍ2

nx ِی  دس اختیبس ّؼتٌذ ٍ لزا دس هؼبدل

nثِ دػت آهذُ، تٌْب 

x ِی ثِ دػت آهذُ  ًبهؼلَم اػت. اص عشفي هؼبدل

nثشای 

x :داسای خَاة اػت صیشا ثشای آى داسین 

2 0 1 2

3 1 2 3

det det 0n

n n n n

   
 

   

e f f f

x x x x
 (9) 

 دّین: ی ػغح لغضؽ سا ثِ كَست صیش تـكیل هي دس اًتْب، هؼبدلِ

1

1 2 2 0

( ) n

n n n

z a 

   



    

 

   

s e

e e e
 (10) 

 کِ دس آى داسین:

1
( )i

i a
i




 
  
 

 (11) 

ؿَد  ػولگشی اػت کِ ثِ كَست صیش تؼشیف هي zّوچٌیي 

 (:z)تجذیل 

1n nz e e 
 

. ػذدی ثیي كفش ٍ یک اًتخبة گشدد  a ثشای پبیذاسی کبفي اػت

 آیذ: لزا دػتگبّي ثِ ؿكل صیش ثِ دػت هي

0 1 1 1 2 2 1 2 3 1 2

1 0 1 1 2 1 0 1

( ( ( , , ), ( , , , ), ), )

( ( , ), ) ( , )

n n n n n

n n n n

n n n

n n

t t t t

t t 

 

  

f f f x x f x x x

f f x x f x 0
 (12) 

3کِ دس آى تٌْب 

nx  ّوَاسُ  (12)ی  ، هؼبدلِ(9)هدَْل اػت ٍ عجك

3ثشای 

nx حتي ّبی ثبلاتش ًیض ثِ سا داسای پبػخ اػت. ثشای ایٌذکغ

 ی هـبثِ سا تـكیل داد. تَاى هؼبدلِ هي

 لزا الگَسیتن حل ثِ ایي كَست خَاّذ ثَد:

ی كفش، همبدیش حبلت هؼلَم ّؼتٌذ. ثب دس ًظش گشفتي  دس لحظِ -1

0n  ِ0سا تـكیل دادُ ٍ همذاس  (12)ی  هؼبدل

x ؿَد. اكلاح هي 

ّب دس  ، همبدیش حبلتnی  اص سٍی همبدیش ثِ دػت آهذُ دس لحظِ -2

1n ی  ن. تَخِ ؿَد کِ تب لجل اص ّوگشایي ثِ خویٌِکٌی سا هحبػجِ هي

دس  (12)ی  لیذ، ایي همبدیش ثب همبدیش ثِ دػت آهذُ دس تـكیل هؼبدلِ

ی پیؾ، هوكي اػت هتفبٍت ثبؿٌذ ٍ ثبیذ دٍثبسُ هحبػجِ ؿًَذ. اهب  هشحلِ

 ی هدذد ًیؼت. پغ اص ّوگشایي ثِ لیذ، ًیبص ثِ هحبػجِ

، nثِ ػٌَاى همذاس خذیذ ثشای  1nثب دس ًظش گشفتي  -3

nی  هحبػجِ

x ِ(12)ی  اص سٍی همبدیش خذیذ ثِ دػت آهذُ ٍ هؼبدل 

 ؿَد. تكشاس هي

خبسج ؿذُ ٍ دس غیش ػبصی سػیذین،  دس كَستي کِ ثِ پبیبى ؿجیِ -4

 کٌین. ثبصگـت هي 2ی  ایي كَست ثِ هشحلِ

 

 انتخاب ضرایة سطح لغسش -4

ّوبى عَس کِ گفتِ ؿذ، ثشای ّوگشایي، دس حبلت پیَػتِ کبفي 

ثیي كفش ٍ یک  aتش اص كفش ٍ دس حبلت گؼؼتِ  ثضسگ اػت 

کٌٌذ. ّشچِ  اًتخبة گشدد. ایي دٍ ػذد، ػشػت ّوگشایي سا تؼییي هي

ؿَد. اص  تش اًتخبة ؿَد، ػشػت ّوگشایي ثیـتش هي ثضسگ همذاس 

عشف دیگش همبدیش خیلي ثضسگ، دػتگبُ سا خیلي ًبّوَاس خَاٌّذ کشد 

ّبی خیلي  ػتگبُ ًیبص ثِ گبمکِ هغلَة ًیؼت. دس یک سٍؽ گبم هتغیش، د

ّبی گبم ثبثت، هَخت ًبپبیذاسی حل  کَچكي ثشای حل داسد ٍ دس سٍؽ

ثبیذ تبثؼي اص خغبی حل ٍ ػشػت  خَاّذ ؿذ. دس حبلت کلي همذاس 
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ّوگشایي هَسد ًیبص ثبؿذ. سًٍذ ًضٍل خغبی فبكلِ اص هٌحٌي لیذ، دس 

 اػت: حبلت پیَػتِ ثِ كَست صیش

1

0( ) e tt t e e  (13) 

گبم، خغب ثِ صیش همذاس هغلَة  Nدس كَستي کِ ثخَاّین پغ اص 

tol :ثشػذ، ثبیذ داؿتِ ثبؿین 

1 ( )

0

1

0

( )

( )1
max ln

Nh

i

i
i

Nh e

e Nh

Nh tol

 





 





  
   

  

e tol

 (14) 

الجتِ هؼوَلاً کبسثشاى چٌیي ًیبصّبیي ًذاسًذ ٍ ایي اعلاػبت سا ًیض ٍاسد 

تَاى  ، هيفشم ثشای  کٌٌذ. ثشای ثِ دػت آٍسدى یک همذاس پیؾ ًوي

گفت ّوگشایي پغ اص دُ تب كذ گبم، اًتخبة هٌبػجي اػت. ّوچٌیي اگش 

4)1صهبى تمشیجي ًـؼت سا  ( 1))   ُی تمشیجي  دس ًظش ثگیشین ثبص

 آیذ: ثِ دػت هي صیش ثشای 

1 1

400 ( 1) 40 ( 1)h h


 
 

 
 (15) 

1ّبی اسائِ ؿذُ دس ثخؾ پٌدن، همذاس  دس حل

200 ( 1)h






 

دس  .maxh.ّبی گبم هتغیش ًیض ثبیذ اص  دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. دس سٍؽ

سا دس حبلت  aتَاى  هؼبدلات ثبلا اػتفبدُ ؿَد. ثِ ّویي تشتیت هي

 گؼؼتِ ثِ دػت آٍسد. داسین:

1

0( ) ne n e n a    (16) 

 ؿَد: ٍ لزا ثب فشضیبت لجلي ًتیدِ هي

1

0 1

0

min lnN i
N

i
i

tol
N a a

e N









  
    

  
e tol  (17) 

 

حل مسائل نمونه تا استفاده از روش ارائه  -5

 شذه

خجشی  -افضاسّبی هختلفي ثشای حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًؼیلي ًشم

اهكبى  ode15sثب اػتفبدُ اص تبثغ  MATLABافضاس  اًذ. دس ًشم اسائِ ؿذُ

)خجشی ثِ ؿكل -حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي , ) ( , )t tM x x f x 

)پزیش اػت. دس كَستي کِ هبتشیغ  اهكبى , )tM x  تكیي ثبؿذ، ػیؼتن

خجشی خَاّذ ثَد. اهب ایي تبثغ تٌْب لبدس ثِ حل هؼبئل  -دیفشاًؼیلي

. [14]ّبی ثبلاتش لبثل اػتفبدُ ًیؼت  ایٌذکغ ایٌذکغ یک اػت ٍ ثشای

ثشای  NDSolveتَاى اص تبثغ  هي Wolfram Methematicaافضاس  دس ًشم

خجشی کوک گشفت ٍلي ثشای هؼبدلات ثب  -حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي

افضاس  . دیگش ًشم[15]ثبلاتش اص یک تضویي ّوگشایي ٍخَد ًذاسد ایٌذکغ 

خجشی  -اػت کِ تَاًبیي حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي APMonitorهغشح 

افضاسی هختلفي ًیض دس  ی ًشمّب ثب ّش ایٌذکؼي سا داساػت. ّوچٌیي ثؼتِ

ّبیي  ی حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًؼیلي هَخَد ّؼتٌذ کِ کتبثخبًِ صهیٌِ

خجشی داسًذ. اص آى خولِ  -ثشای حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًؼیلي

DASSAL/LAPACK  ،RADAU   ٍGAMD تَاى ًبم ثشد کِ ّوگي  سا هي

 DASSAL/LAPACKاًذ. اص ثیي آًْب  ػبصی ؿذُ ثِ صثبى فَستشى پیبدُ

خجشی ایٌذکغ یک  -هخلَف هخلَف حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي

 اػت ٍلي دٍ هَسد دیگش ػوَهي ّؼتٌذ.

اًذ ّوگي ایٌذکغ ثبلاتش اص  ّبیي کِ دس ایي ثخؾ اسائِ ؿذُ هثبل

ّب اػتفبدُ  ی پبػخ ثشای همبیؼِ MATLABتَاًین اص  یک داسًذ ٍ لزا ًوي

تن دس اختیبس اػت ٍ لزا ثشای کٌین. دس هثبل اٍل ٍ دٍم پبػخ دلیك ػیؼ

آًْب پبػخ سٍؽ ػذدی ثب پبػخ دلیك ػیؼتن همبیؼِ ؿذُ اػت. دس هثبل 

ی پبػخ اػتفبدُ ؿذُ اػت.  ًیض ثشای همبیؼِ APMonitorافضاس  دٍم اص ًشم

افضاسّب، پبػخ ّوگشا تَلیذ ًكشدًذ ٍلي  ثشای هثبل آخش ًیض ّیچ یک اص ًشم

افضاسی پبػخ آًْب هحبػجِ ؿذ. هیضاى خغبی  ّبی ًشم ثب اػتفبدُ اص ثؼتِ

 دٍسی اص لیذّب ًیض ثِ ػٌَاى یكي اص هؼیبس ثشسػي پبػخ اسائِ ؿذُ اػت.

 :[16]صیش سا دس ًظش ثگیشیذ  2-خغي ایٌذکغػیؼتن  :1مثال 

( )
0 10,
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t
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r t
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 کِ دس آى
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1 1 0 1
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0 0 1 2 1
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t r t e t

     
       

     

 
    
 

A B C

g

  

)1ی  ثب ؿشایظ اٍلیِ 0) 1x   ٍ2( 0) 0x  خَاة دلیك ایي .

 هؼبدلِ ثِ كَست صیش اػت:

1 2

cos( )
( ) , ( ) sin( ), ( ) .

1 2

t t
x t e x t t z t

t

  


دس اداهِ ثب  

ی ػغح  اػتفبدُ اص سٍؽ اسائِ ؿذُ، ایي هؼألِ حل ؿذُ اػت. هؼبدلِ

 کٌین: لغضؽ سا ثِ كَست صیش تؼشیف هي

d

d
e r s e

t

r r

r r



 

 

 
     

 

   

     

Cx

Cx Cx

CAx CBz Cg Cx

  

 ٍ دس ًتیدِ
1( )

( )

z

r r 

 

   

CB

CAx Cg Cx
 

افضاس  ػبصی سٍؽ اسائِ ؿذُ دس ًشم پبػخ ایي هؼألِ ثب اػتفبدُ اص پیبدُ

MATLAB  ثِ دػت آٍسدُ ؿذ. ثشای ایي هؼألِ عَل گبم حل سا ثشاثش
210h   200)1ٍ ضشیت ّوگشایي ( 1)) 0.5h      دس

سػن ؿذُ اػت. ثشای  1ؿكل دس ًظش گشفتین. پبػخ دلیك ٍ پبػخ ػذدی 

 ًمغِ تٌْب یک ًمغِ سػن ؿذُ اػت. 20ًوبیؾ ثْتش، اص ّش 
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گیشین  سا دس ًظش هي  2 ؿكلآًٍگ ًـبى دادُ ؿذُ دس  :2مثال   

 هتلل اػت. lثِ یک هیلِ ثِ عَل  mم . فشم ؿذُ اػت خش[17]

 

اًشطی  ثشای ثِ دػت آٍسدى هؼبدلات آًٍگ دس فضبی کبستضیي، 

 ًَیؼین: پتبًؼیل سا ثشای آى هي

( , )U x y mgh mgl mgy    (18) 

کِ دس آى  ( ), ( )x t y t  هكبى خشمm ِی  دس لحظt  .اػت

ًـبى دادُ ؿذُ اػت. اًشطی  hٍ استفبع آًٍگ ثب  gؿتبة گشاًؾ ثب 

 آیذ: خٌجـي ًیض ثِ كَست صیش ثِ دػت هي

 2 21
( , )

2
T x y m x y   (19) 

2ػجبست  2x y عَس کِ  کٌذ. ّوبى ػشػت آًٍگ سا هـخق هي

)ی دلخَاُ  تَاًذ دس ّش ًمغِ آصاداًِ ًوي mداًین خشم  هي , )x y  ثبؿذ

ی   لشاس گیشد. لزا عجك هؼبدلِ lای ثِ ؿؼبع  تَاًذ تٌْب سٍی دایشُ ثلكِ هي

 خَاّین داؿت: x  ٍyّبی  دایشُ، لیذی ثِ كَست صیش سٍی حبلت

2 2 20 ( , )g x y x y l     (20) 

 دّین: تبثغ لاگشاًظی سا تـكیل هي (20)تب  (18)ثب اػتفبدُ اص 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )L q q T x y U x y g x y    (21) 

]کِ دس آى  , , ]Tx y q  تؼشیف ؿذُ اػت. هؼبدلات حشکت

 ی اٍیلش ثِ دػت آیٌذ: تَاًٌذ ثب اػتفبدُ اص هؼبدلِ حبل هي

0, 1,2,3.
k k

d L L
k

dt q q

  
   

  
 (22) 

 سػین: ی صیش هي کِ ثِ ساثغِ

2 0,

2 0,

( , ) 0.

mx x

my mg y

g x y





 

  



 (23) 

]ثب تؼشیف ثشداس  , , , , ]Tx y x y x  هؼبدلات سا ثِ كَست

 ًَیؼین: ی اٍل هي هشتجِ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

0

1

x 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-2

0

2

x 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

0

1

z

t (sec)

 چیي( پیَػتِ( ٍ پبػخ ػذدی ثب اػتفبدُ اص سٍؽ اسائِ ؿذُ )ًمغِ هٌحٌيپبػخ دلیك ): 1شکل 

 آًٍگ -2 ؿكل
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1 3

2 4

3 1 5

4 2 5

2 2 2

1 2

2

2

0

x x

x x

x x x
m

x g x x
m

x x l





 

 

  

 (24) 

ثِ ؿكل ّضًجشگ ایٌذکغ ػِ اػت.  (24) لبثل رکش اػت کِ ػیؼتن

پبساهتشّب ثِ كَست صیش دس ًظش گشفتِ ؿذُ ػبصی ٍ حل ػذدی،  ثشای ؿجیِ

 اػت:

21kg, 1m, 9.81 m/sm l g    
کٌین آًٍگ اص حبلت ػوَدی، ثب ػشػت اٍلیِ  ّوچٌیي فشم هي

بًیِ پشتبة ؿَد. لزا ؿشایظ اٍلیِ ثِ كَست صیش ثِ دػت یک هتش ثش ث

 آیذ: هي

0 0 0 00, , 1, 0x y l x y     
ی لیذ آٍسدُ  دس ؿكل صیش حل آى ثب اػتفبدُ اص سٍؽ سدیبة خویٌِ

 ؿذُ اػت:

 

ثشای ثشسػي دسػتي ٍ دلت پبػخ، آى سا ثب حل حبكل اص هذل 

تَاى ثِ كَست  کٌین. آًٍگ سا هي دیفشاًؼیلي هؼوَلي آى همبیؼِ هي

ی  ی دیفشاًؼیلي هؼوَلي ًیض هذل کشد. اص سٍی پبػخ هؼبدلِ هؼبدلِ

 ی آًٍگ سا هحبػجِ کشد: تَاى همذاس صاٍیِ خجشی، هي -دیفشاًؼیلي

atan2( , )x y   
خجشی ثب سٍؽ سدیبة  -ی دیفشاًؼیلي حل هؼبدلِ 4ؿكل  دس

 اًذ: ی دیفشاًؼیلي هؼوَلي آًٍگ سػن ؿذُ ی لیذ ٍ حل هؼبدلِ خویٌِ

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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 ی لیذ ثب اػتفبدُ اص سٍؽ سدیبة خویٌِ آًٍگی  حل ػذدی هؼبدلِ: 3كل ؿ

 

 .اًذ آهذُ دػت ثِ اسائِ ؿذُ سٍؽ اص اػتفبدُ ثب یخجش -يلیفشاًؼید ی هؼبدلِ حل اص ًمبط ٍ يهؼوَل يلیفشاًؼید ی هؼبدلِ حل اص َػتِیپ يهٌحٌ:  4ؿكل 
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لبدس ثِ حل  APMonitorافضاسّبی اسائِ ؿذُ تٌْب  دس ثیي ًشم افسارهای دیگر نرممقایسه تا 

ی  ًتیدِ 5ؿكل  خجشی ایٌذکغ ػِ اػت. دس -ی دیفشاًؼیلي هؼبدلِ

 آٍسدُ ؿذُ اػت: APMonitorافضاس  ثب ًشم آًٍگػبصی  ؿجیِ

 

ؿَد، ػلاٍُ ثش ٍخَد اختلالاتي دس  دیذُ هي 5ؿكل عَس کِ دس  ّوبى

ثِ تذسیح اص پبػخ اكلي  APMonitorصهبى یک تب دٍ ثبًیِ، پبػخ ػذدی 

 تَاًذ لیذ سا اسضبء ًوبیذ. فبكلِ گشفتِ ٍ ًوي

ّبی هْن سٍؽ اسائِ ؿذُ، همبٍم ثَدى آى دس همبثل  یكي اص ٍیظگي

دس هثبل لجل  ی ًبػبصگبس اػت. ثشای ثشسػي ایي هَضَع، ؿشایظ اٍلیِ

کٌین.  ی لیذ، دچبس اختلال هي ؿشایظ اٍلیِ سا دس خْت ػوَد ثش خویٌِ

دسخِ ٍ ثذٍى ػشػت اٍلیِ سّب ؿَد.  45ی  کٌین آًٍگ دس صاٍیِ فشم هي

 گیشین: ی ًبػبصگبس سا ثِ كَست صیش دس ًظش هي ؿشایظ اٍلیِ

0 0 0 00.75, 0.75, 0, 0x y x y    
تش ؿذُ  ػبصی عَلاًي جیِّوچٌیي ثشای ًوبیؾ ثْتش، هذت صهبى ؿ

ی لیذ اػت کِ  ، پبػخ سٍؽ، ثذٍى اػتفبدُ اص کٌتشل خیو6ٌِؿكل اػت. 

ی  گیشی اص هؼبدلِ ی دیفشاًؼیلي کِ ثِ کوک هـتك اص حل هؼبدلِ

 سػن ؿذُ اػت.آهذُ،  خجشی ثِ دػت -دیفشاًؼیلي

 
0 5 10 15 20 25

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t (sec)



افضاس  ی سٍؽ اسائِ ؿذُ دس ایي همبلِ )ًمبط تَ پش( ٍ حل ثب اػتفبدُ اص ًشم ثِ ٍػیلِ آى یػذد حل کٌبس دس( َػتِیپ ًوَداس) آًٍگ ی هؼبدلِ كیدل حل: 5ؿكل 
APMonitor ُّب( )ػتبس 

 

 اػتفبدُ اص سٍؽ اسائِ ؿذُ ثذٍى ًبػبصگبس یِ یاٍل ظیؿشا ثب آًٍگ یخجش -يلیفشاًؼید ی هؼبدلِ حل: 6ؿكل 
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ّبی عَلاًي ًیض، سٍؽ  ػبصی ؿَد، دس ؿجیِ عَس کِ دیذُ هي ّوبى

 هبًذ. ی لیذ ثبلي هي اسائِ ؿذُ، ثِ كَست هٌبػجي سٍی خیوٌِ

هذل آى آٍسدُ  8ؿكل  دس -[18]ی هحَس هبؿیي  هؼألِ :3مثال 

 ؿذُ اػت:

 

ب دٍ فٌش دس اًتْب ثِ یكذیگش دّذ کِ ث دٍ کبست سا ًـبى هي 8ؿكل 

ًـبى دادُ ؿذُ اػت ثبثت اػت ٍ  (0,0)ای کِ ثب  هتلل ّؼتٌذ. ًمغِ

)ی  تَاًذ حَل آى ثچشخذ. ًمغِ کبست پبییٌي هي , )b bx y  ًیض ثِ كَست

)ؿذُ حشکتي ًَػبًي داسد. ٍضؼیت ًمبط  کٌتشل , )r rx y  ٍ( , )l lx y 

ی هؼبدلات  ی هحبػجِ خشٍخي هغلَة ػیؼتن ّؼتٌذ. اص آٍسدى ًحَُ

ی ًْبیي آٍسدُ ؿذُ اػت. هؼألِ  ؿَد ٍ تٌْب هؼبدلِ ػیؼتن خَدداسی هي

 آیذ: ثِ فشم صیش ثِ دػت هي

,

( , , ),

0 ( , ),

p q

Kq f t p

t p











 (25) 

p,4کِ دس آى  q ،2 ،0 3t    تبثغ ٍ
7 4:f   :ثِ كَست صیش اػت 

0 1 2

2

0 1 2

0 2

2

0 2

( , , )

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )
2

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )
2

l
l b l r

l

l
l b l r

l

r b
r l r

r

r b
r l r

r

f t p

x
L L x x x

L

y M
L L y y y

L

x x
L L x x

L

y y M
L L y y

L



 

  



 



 
    

 
 

     
 
 

   
 
 
     
 

 (26) 

 ّوچٌیي داسین:

2 2

2 2

[ , , , ],

,

( ) ( )

l l r r

l l l

r r b r b

p x y x y

L x y

L x x y y



 

   

  

5تبثغ  2:  :ثِ كَست صیش اػت 

2 2 2
( , ) .

( ) ( )

l b l b

l r l r

x x y y
t p

x x y y L


 
       

 (27) 

bx  ٍby ّبی تحشیک ػیؼتن ّؼتٌذ. ایي ػیؼتن داسای  ًیض ٍسٍدی

یک  (25)ی  ایٌذکغ ػِ ٍ ثِ ؿكل ّضًجشگ اػت. ؿكل هؼشفي ؿذُ

ّبی چٌذ خؼوي ثِ ٍخَد  ؿكل ػوَهي اػت کِ هؼوَلاً دس ػیؼتن

 آیذ. هي

 گیشین: تَاثغ تحشیک ػیؼتن سا ثِ كَست صیش دس ًظش هي

2 2( ) ( ),

( ) sin( ).

b b

b

x t L y t

y t h t

 


 (28) 

 اًذ: دس صیش آٍسدُ ؿذُ همبدیش ثبثت ًیض

1L  210   110h   

0 1/ 2L   10M   / 5   

10     

0 5 10 15 20 25
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 اػتفبدُ اص سٍؽ اسائِ ؿذُ ثب ًبػبصگبس یِ یاٍل ظیؿشا ثب آًٍگ یخجش -يلیفشاًؼید ی هؼبدلِ حل: 7كل ؿ

 

 هذل هحَس هبؿیي :8ؿكل 
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 دادُ ؿذُ اػت:ی ػبصگبس ّن ثِ كَست صیش  ؿشایظ اٍلیِ

0 0

0 0 02

0 0 0 0

0 1/ 2

1/ 2 0
, ,

1 1/ 2

1/ 2 0

2
(0, , ),

0
, .

0

p q

q f p
M

p q




 

   
   
    
   
   
   



 
    

 

  

 کٌین: سا ثِ كَست صیش تؼشیف هي fلجل اص ؿشٍع تبثغ 

1
( , , ) ( , ) ( , )f t p A t p B t p

K
    

 کِ دس آى داسین:

2

2( )

2( )2
( , ) ,

0 2( )

0 2( )

b l r
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l r
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y y y
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x xM

y y
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22
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2

l
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r b
r

r

r b
r

r

x
L L

L

y M
L L

L
B t p

x xM
L L

L

y y M
L L

L







 
 

 
 

  
 
 

 
 
 
  
  

  

ّب  ام ایي هبتشیغiػغش  iBیب  iAّوچٌیي دس اداهِ هٌظَس اص 

 ّؼتٌذ.

 ثشای لیذ ًخؼت )ػوَد ثَدى فٌش ػوت چپ( داسین:

1 1 2

1 1 1 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )

( )

( )

( )

2 2

l b l b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

e t x x y y p x p y

e t q x p x q y p y

e t q x q x q x p x

q y q y q y p y

A x A y B x B y

q x q y p x p y



   

   

   

   

   

   

  

 ثشای لیذ دٍم )ثبثت ثَدى عَل کبست ثبلایي( داسین:

2 2 2

2

2 2 2

1 3 2 4

2 1 3 1 3

2 4 2 4
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2 1 3 2 4

1 3 1 1 3 3
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 لبثل حل اػت. کِ ثِ ساحتي دس ّش لحظِ، ثشای 

افضاسّبی هَخَد  حل ایي ػیؼتن ثؼیبس دؿَاس اػت ٍ اغلت ًشم

. اهب ایي ػیؼتن ثِ کوک سٍؽ اسائِ ؿذُ [18]اًذ آى سا حل کٌٌذ  ًتَاًؼتِ

)دس ایي همبلِ حل ؿذُ اػت. دس ؿكل صیش ًوَداس  , )l lx y  ٍ

( , )r rx y ّبی ایي ػیؼتن سػن ؿذُ اػت: ِ ػٌَاى خشٍخيث 
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ثشای ثشسػي دسػتي دس ؿكل صیش ٍضؼیت لیذّبی ػیؼتن ًیض سػن 

ؿذُ اػت. ػیؼتن داسای دٍ لیذ اػت. فٌش ػوت چپ ػوَد ثش کبست 

ی ثشداس  ػبصی ّوَاسُ صاٍیِ پبییٌي ًلت ؿذُ اػت لزا دس حیي ؿجیِ

( , )l lx y  ثب ثشداس( , )b bx y  ی  بؿذ. ّوچٌیي فبكلِدسخِ ث 90ثبیذ ثشاثش

)ی  ًمغِ , )l lx y ِی  اص ًمغ( , )r rx y  ثبیذ ثشاثش عَل کبست ثبلایي

ػبصی  خغبی ایي لیذّب دس حیي ؿجیِ 10ؿكل یؼٌي یک هتش ثبؿذ. دس 

 سػن ؿذُ اػت.
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 ػبصی ػیؼتن هحَس هبؿیي خغبی فبكلِ اص لیذّب دس ؿجیِ -10ؿكل 
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 810ی  ؿَد خغبی صاٍیِ اص هشتجِ عَس کِ دس ؿكل دیذُ هي ّوبى

دّذ ثِ ؿكل  هتش اػت ٍ ًـبى هي 710ی  ادیبى ٍ خغبی عَل اص هشتجِس

 اًذ. خجشی اسضبء ؿذُ -ی دیفشاًؼیلي هٌبػجي لیَد دس حل ػذدی هؼبدلِ

)گیشی  ی اًتگشال همبدیش هشخغ پبػخ دس اًتْبی ثبصُ 3sec)t   ِث

 :[19]اًذ  كَست صیش دادُ ؿذُ

10.493455784275402809122 10lx    

0.496989460230171153861ly   

0.104174252488542151681 10rx    

0.373911027265361256927ry   
10.770583684040972357970 10lx     
20.7446866587237785533466 10ly    

10.175568157537232222276 10rx    

0.770341043779251976443ry   
2

1 0.473688659084893324729 10     
2

2 0.110468033125734368808 10     

ٍضؼیت خَاة حبكل اص سٍؽ اسائِ ؿذُ ٍ ًیض پبػخ  2خذٍل دس 

 آٍسدُ ؿذُ اػت. RADAU  ٍGAMDّبی  ثؼتِ

سٍؽ  RADAU GAMD سٍؽ حل

 پیـٌْبدی

 710 710 710 خغبی ًؼجي
 710 710 710 خغبی هغلك

عَل گبم اٍلیِ دس ًظش 

 گشفتِ ؿذُ

710 710 710 

دفؼبت فشاخَاًي هؼبدلِ 

 حبلت ػیؼتن

2559 7167 1905 

 335 98 289 ّب تؼذاد گبم

 

افضاس ثِ صثبى فشتشى ثَدُ اػت ثِ  ػبصی ایي دٍ ًشم خب کِ پیبدُ اص آى

ػبصی سٍؽ اسائِ ؿذُ دس ایي پشٍطُ کِ ثِ صثبى  كَست کلي اص پیبدُ

MATLAB ی ثْتش، تؼذاد  تش اػت. لزا ثشای همبیؼِ ثَدُ اػت، ػشیغ

ّب ثِ  ی حبلت ػیؼتن( ٍ تؼذاد گبم )هؼبدلِ fدفؼبت فشاخَاًي تبثغ 

ػٌَاى هؼیبسّبی کبسایي سٍؽ دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. لبثل رکش اػت 

کِ دس ّش ػِ هَسد، عَل گبم حل عَسی تٌظین ؿذُ اػت کِ ثِ دلت 

ؿَد سٍؽ خذیذ  عَس کِ دیذُ هي دػت یبثین. ّوبى 710ًؼجي ٍ هغلك 

ّبی ثیـتشی ثشای حل ًیبص داؿتِ اػت ٍلي تؼذاد دفؼبت  ثِ تؼذاد گبم

اػت( کوتش اػت. دس  fی حبلت ػیؼتن )کِ ّوبى تبثغ  فشاخَاًي هؼبدلِ

کَتبی گبم هتغیش هشاتت چْبس ٍ پٌح ثشای - ػبصی اص ساًگ ایي پیبدُ

آل  داخلي اػتفبدُ ؿذُ اػت. تؼذاد دفؼبت ایذُ ODEگیشی  اًتگشال

ّب اػت کِ هوكي  فشاخَاًي تبثغ حبلت دس ایي سٍؽ، پٌح ثشاثش تؼذاد گبم

 اػت دس اثش ًبهَفك ثَدى عَل گبم اًتخبة ؿذُ تكشاس ؿَد.

دس حبلت کلي تَاًبیي دس دػتیبثي ثِ دلت هَسد ًظش کبسثش، دس کٌبس 

عَس کِ  تَاًٌذ هؼیبسّبی کبسایي سٍؽ حل ثبؿٌذ. ّوبى ػشػت حل، هي

ّب لبدس ثِ حل هؼبدلات ایٌذکغ ثبلا  ى ؿذ ثؼیبسی اص سٍؽتش ثیب پیؾ

هَفك ثِ حل  2خذٍل افضاسی اسائِ ؿذُ دس  ی ًشم ًیؼتٌذ ٍلي ّش ػِ ثؼتِ

ل، تبثؼي اص ّب اص ًظش ػشػت ح اًذ. اهب ثشسػي آى ایي هؼألِ ؿذُ

پبساهتشّبی هختلفي اػت کِ ثِ دػت آٍسدى یک هؼیبس ػشساػت ثشای 

یبثي تبثغ ضوٌي یب  ی حبلت، سیـِ کٌذ. حل هؼبدلِ همبیؼِ سا دؿَاس هي

ی هحبػجبتي ٍ  تَاًٌذ هٌبثغ اكلي ّضیٌِ ی هبتشیغ طاکَثیي هي هحبػجِ

تِ ثِ ًَع تش، ثؼ گیشی ػبم صهبًي دس هؼبئل هختلف ثبؿٌذ. لزا دس ًتیدِ

تَاًٌذ ثش یكذیگش اسخحیت  هي 2خذٍل ّبی اسائِ ؿذُ دس  هؼألِ سٍؽ

 داؿتِ ثبؿٌذ.
 

 گیری  نتیجه -8

خجشی ؿكل  -دس ایي همبلِ سٍؿي ثشای حل هؼبدلات دیفشاًؼیلي

ّبی حل  ی اكلي ایي سٍؽ ثشاػبع سٍؽ ؿذ. ایذُ ّضًجشگ اسائِ

هؼبدلات دیفشاًؼیلي هؼوَلي ّوشاُ ثب لیذ اػت. ثشای هحبػجِ ٍ تضویي 

ّوگشایي پبػخ، یک ػغح لغضؿي پبیذاس تؼشیف ؿذ ٍ ًـبى دادُ ؿذ کِ 

تـكیل ػغح لغضؿي هتٌبػت ثب ایٌذکغ ػیؼتن، ثشای هؼبدلاتي کِ ثِ 

ی  ی پبیذاس ثشای هحبػجِ یک هؼبدلِؿكل ّضًجشگ ًَؿتِ ؿذُ ثبؿٌذ، 

دّذ. ػپغ ثشای هؼبئلي کِ اهكبى  هتغیش خجشی دس اختیبس لشاس هي

پزیش ًیؼت، سٍؽ حل اكلاح ؿذ ٍ ثب  ی هـتك تحلیلي اهكبى هحبػجِ

ی هـتمبت  ی دیفشاًؼیلي، ثذٍى ًیبص ثِ هحبػجِ ػبصی هؼتمین هؼبدلِ گؼؼتِ

اى ثشای حل هؼبدلات ّضًجشگ تَ تحلیلي، هؼألِ حل ؿذ. اص ایي سٍؽ هي

ّبی خغي ٍ  ثب ایٌذکغ دلخَاُ اػتفبدُ ًوَد. دس اًتْب حل ػذدی هثبل

 غیشخغي ثشاػبع ایي سٍؽ ثِ دػت آٍسدُ ؿذ.
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