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 احتوبل ًطخ هبتطیس ثب ظهبًي تأذیط ثب ّوطاُ هبضوَف پطش ّبیسیستن ثطای لغعضي هَز وٌٌسُوٌتطل ططاحي همبلِ ایي زض: چکیده

 ّبیاحتوبل ثب هبضوَف پطش ّبیسیستن ٍ ثبضسهي ولي وبهلاً ضسُ اضائِ ضٍش. است گطفتِ صَضت اغتطبش حضَض زض هؼلَمًیوِ اًتمبل

 هَز زیٌبهیه صبزفيت پبیساضی ٍ ذطي لغعش سطح ٍجَز ثطای وبفي ضطایط اثتسا زض. گیطزهي ثط زض ضا هؼلَم وبهلاً یب ًبهؼلَم وبهلاً اًتمبل

 هسیطّبی وِ است ضسُ ططاحي چٌبى لغعضي هَز وٌٌسُوٌتطل یه ازاهِ زض. است گطزیسُ اضائِ ذطي هبتطیسي ّبیًبتسبٍی پبیِ ثط لغعضي

 اػوبل بث ًتیجِ زض. ثوبًٌس ثبلي آى زض ثؼسی ّبیظهبى توبم ثطای ٍ ثطسٌس ًظط هَضز لغعضي سطح ثِ هحسٍز ظهبى زض ثستِحلمِ سیستن حبلت

 ثط آهسُ ثسست ضطایط توبم. ضسس هي پبیبى ثِ وٌٌسُوٌتطل ططاحي ٍ ضس ذَاّس تصبزفي پبیساض ثستِحلمِ سیستن آهسُ ثسست وٌتطل لبًَى

 ثطای ػسزی هثبل یه آذط زض. ّستٌس حل لبثل سبًيآ ثِ ػسزی ّبیضٍش افعاضًطم ٍسیلِ ثِ وِ ثبضٌس هي ذطي هبتطیسي ّبیًبتسبٍی پبیِ

 .است ضسُ آٍضزُ ضسُ پیطٌْبز ضٍش ثَزى هؼتجط ٍ وبضایي يتضوی

 هؼلَم؛ًیوِ اًتمبل ّبیاحتوبل ظهبًي؛ تأذیط لغعضي؛ هَز وٌتطل تصبزفي؛ پبیساضی هبضوَف؛ پطش ّبی سیستنکلوات کلیدی: 

 .ذطي هبتطیسي ّبیًبتسبٍی

Sliding Mode Control of Time-Delay Markovian Jump Systems  

with Partly Known Transition Probabilities 

Nasibeh Zohrabi, Hamid Reza Momeni, Amir Hossein Abolmasoumi 

 

Abstract: In this paper, a sliding mode controller for time-delay Markovian jump systems with 

partly unknown transition probability matrix in presence of disturbance is designed. The proposed 

method is quite general and includes both systems with completely known and completely unknown 

transition probability rates. At first, sufficient conditions for existence of linear switching surface 

are obtained in terms of linear matrix inequalities (LMIs) that guarantee the stochastic stability of 

sliding mode dynamics. Then, a sliding mode controller is designed such that the closed-loop 

system’s state trajectories reach the desired sliding surface in a finite time and maintain there for all 

subsequent times. As a result, the stochastic stability of closed-loop system is guaranteed by 

applying a specifically designed control law. All of the conditions are presented in terms of linear 

matrix inequalities and can be simply solved by means of numerical software tools. Finally, a 

numerical example is given to demonstrate the validity and effectiveness of the proposed method. 

Keywords: Markovian Jump Systems (MJSs); Stochastic Stability; Sliding Mode Control 

(SMC); Time-Delay; Partly Unknown Transition Probabilities; Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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 هقدهه -1

 يتصبزف يصٌؼت یّبستنیاظ س يزض ػول ضفتبض هؼبزلِ حبلت ثؼض

حبلت  یص فضبیلِ ًوبیّب ضا ثِ ٍستَاى آىيل ًویي زلیثبضس ثِ ّويه

LTI يطات ًبگْبًییل تغیثِ زل يىیٌبهیز یّبستنیي طجمِ اظ سیهسل وطز. ا 

ثِ ًبم  يضسُ اتفبلچییسَ یّبستنیاظ س یازض ػٌبصط ذَز، زض طجمِ

 طًس.یگيلطاض ه 2هبضوَف پطش یّبستنیب سی 1يیهؼ یاتىِ یّبستنیس

[ هؼطفي 1اٍلیي ثبض زض ] پطش هبضوَف يچ ضسُ اتفبلییسَ یّبستنیس

ي ثطزاض یاٍل ا ءزٍ جعء زض ثطزاض حبلت ذَز ّستٌس. جع یزاضا ضسًس ٍ

َستِ زض ظهبى است. یطات پییتغ یطز ٍ زاضایگيه nRزض یطیحبلت، همبز

 يطز ٍ ثِ طَض تصبزفیگيه هجوَػِ هحسٍز هیزض  یطیجعء زٍم همبز

ٌس یه فطآیي جعء ثب یوٌس. ايچ هییط هحسٍز حبلت سَیي همبزیث

ّب ثِ طَض ستنیي طجمِ اظ سیضَز. ايص زازُ هیَستِ ًوبیهبضوَف ظهبى پ

ضًَس. يهرتلف استفبزُ ه يػول یّبستنیهسل وطزى س یثطا يلبثل لجَل

 یّبستنیس ،[2] سیتَل یّبستنیتَاى ثِ سيّب هستنیي سیاظ جولِ ا

زض زِّ ّبی اذیط   اضبضُ وطز. [ 5، 4ي ]هربثطات یّبستنیس[ ٍ 3] َّافضب

تَجِ سیستن ّبی پطش هبضوَف ثِ زلیل وبضثطزّبی گستطزُ ػولي 

سبى وٌتطل ضا ثِ ذَز جلت وطزُ ٍ ًتبیج ي ٍ هٌْسیاظ هحمم یبضیثس

اظ جولِ ًتبیج ثسست آهسُ  .یبضی ًیع زض ایي ظهیٌِ ثسست آهسُ استثس

H [8 ،9 ،10 ][، وٌتطل 7[، پبیساضسبظی ]6تَاى ثِ هسئلِ پبیساضی ]هي

[  12زض  ] ز. اطلاػبت ثیطتط زض ایي ظهیٌِ[ اضبضُ وط11ٍ هسئلِ فیلتطیٌگ ]

 ضَز.ٍ هطاجغ زضٍى آى یبفت هي

ّبی پطش هبضوَف، هبتطیس ًطخ ّبی سیستنطرصِیىي اظ ه

ثبضس. هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ثِ صَضت آهبضی ضفتبض احتوبل اًتمبل هي

وٌس. زستطسي وبهل پطش سیستن اظ یه هَز ثِ هَز زیگط ضا هطرص هي

ّبی پطش ثِ هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل، تجعیِ ٍ تحلیل ٍ وٌتطل سیستن

وٌس. ضبیبى شوط است وِ  بزی سبزُ ٍ ضاحت هيهبضوَف ضا ثِ همساض ظی

زض ثیطتط هطبلؼبت اًجبم ضسُ، زستطسي وبهل ثِ اطلاػبت هبتطیس ًطخ 

ّبی پطش احتوبل اًتمبل یه فطض ػوَهي ثطای تجعیِ ٍ وٌتطل سیستن

ثسست آٍضزى  ،وِ زض ثیطتط وبضثطزّبی ػوليهبضوَف است. زض حبلي

ثبضس ٍ یب ترویي توبهي ػٌبصط  ّبی اًتمبل هَضز ثحث هيوبهل احتوبل

ثٌبثطایي  [.14 ،13ثبضس]ثط ٍ گطاى هي هبتطیس ًطخ احتوبل پیچیسُ، ظهبى

ّب تط ایي سیستنثب تَجِ ثِ هطبلت گفتِ ضسُ، هطبلؼِ ٍ ثطضسي حبلت ولي

هؼلَم احتوبل اًتمبل ًیوًِطخ ّبی پطش هبضوَف ثب هبتطیس یؼٌي سیستن

ّبی ثبضس. زض سبلصطفِ ٍ ثْتطی هيثِّب اهط همطٍىًسجت ثِ ترویي آى

ّب جلت ضسُ است ٍ ًتبیجي ًیع زض ظهیٌِ اذیط تَجِ هحممبى ثِ ایي سیستن

H [18  ،19 ٍ ][، وٌتطل 17، 14، 16، 15 ،13پبیساضی ٍ پبیساضسبظی ]

احتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم ثسست  ًطخ [ ثب هبتطیس20هسئلِ فیلتطیٌگ ]

 آهسُ است.

 
1 Piecewise deterministic systems 
2 Markovian jump systems 

 زض یساضیًبپب یل هْن ثطایه زلیط یاست وِ ٍجَز تأذ يْیثس

اظ  یيّبستنیي سیوٌتطل چٌتجعیِ ٍ ي یّبست. ّوچٌستنیػولىطز س

 پبیساضی ضٍی ثط تأذیط اثط چگًَگي ثبضس.يهسبئل زضَاض وٌتطل ه

 هیبى زض ضا ٍسیؼي تَجِ ٍ ػلالِ سبلیبى، طَل تأذیطزاض، زض ّبیسیستن

ثسیبضی اظ  جیط ًتبیاذ یّبزض زِّ .ثطاًگیرتِ است هحممیي ٍ زاًطوٌساى

ثسست ّبی پطش هبضوَف تأذیطزاض ی سیستنساضسبظیٍ پب یساضیپب جولِ

، 21، 10، 9ِ ]ثطای اطلاػبت ثیطتط ث تَاى، ثِ ػٌَاى هثبل هيآهسُ است

تأذیط  ثِ ٍاثستِ ثِ زٍ صَضت ج یي ًتبی. ا[ هطاجغ وطز26، 25، 24، 23، 22

لاظم ثِ شوط است زض ایي همبلِ سیستن هَضز ٌس. ثبضيه طیتأذاظ ٍ هستمل 

تأذیط هتغیط آى هطبلؼِ سیستن پطش هبضوَف ثب تأذیط ظهبًي است وِ زض 

است. ّوچٌیي ضطایط ثسست آهسُ ثطای پبیساضی زاض وطاىٍ  ثب ظهبى

 ثبضس.تصبزفي هستمل اظ تأذیط هي

ّبی وٌتطلي همبٍم هٌبست ثطای وٌتطل یىي اظ ضٍشاظ ططف زیگط، 

ّب، اغتطبضبت زاذلي ٍ ذبضجي ٍ ّوچٌیي سیستن زض حضَض ػسم لطؼیت

ثط  زض ایي ضٍش ثبضس.ضي هيسیستن ّبی غیطذطي، ضٍش وٌتطل هَز لغع

ثِ حلمِ ثستِ ّبی سیستن توبهي حبلت[ 27اسبس لضیِ وٌتطل هَز لغعضي ]

 اػوبل ثب وبض ضًَس. ایيهؼیي زض فضب ّسایت هي سَی یه سطح لغعش

  صَضت حلمِ ثستِ زیٌبهیىي سیستن ثِ ًبپیَستِ وٌتطلي یه ًیطٍی

 هؼبزلِ تَسط ضفتبض سیستن لغعضي، سطح ثب ثطذَضز اظ پس. گیطزهي

هَضز  وِ ثط ضٍی سطح لغعشثسیي هؼٌي .ضَز هي تؼییي هصوَض سطح

ّبی هطلَة هبًٌس پبیساضی، لبثلیت ضز اغتطبش، ضزیبثي ٍ ًظط، هطرصِ

وٌٌسُ هَز لغعضي اذیطاً هَضَع ططاحي وٌتطل ضَز.هي غیطُ تضویي

ّبی پطش هبضوَف تَجِ هحممیي ضٍ ثِ ذَز جلت وطزُ است، سیستن

 .ضَز[ هطاجؼِ 31، 30، 29، 28َاى هثبل ثطای اطلاػبت ثیطتط ثِ ]ثِ ػٌ

ثطضسي وٌتطل هَز لغعضي توبم وبضّبی فَق، ضبیبى شوط است وِ زض 

ط هبتطیس ًطخ سیستن ّبی پطش هبضوَف ثب فطض زستطسي وبهل ثِ ػٌبص

چگًَگي  ّبآىگطفتِ است. زض حمیمت زض احتوبل اًتمبل صَضت 

ّب زض ًظط گطفتِ ل ٍ فطض ًبهؼلَم ثَزى آىّبی اًتمبزستطسي ثِ احتوبل

زض  است. اًجبم ضسُوٌٌسُ هَز لغعضي ًطسُ ٍ ثِ سبزگي ططاحي وٌتطل

ّبی پطش هبضوَف ثب ئلِ وٌتطل هَز لغعضي سیستنًتیجِ هب زض اثتسا هس

سیستن ثطضسي وطزین. [ 32هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم ضا زض ]

 َزُ ٍ زض ًتیجِ ثسست آٍضزى ضطایطث[ ثسٍى تأذیط 32]هَضز هطبلؼِ زض 

LMI .ثیط أت ثِ ثب تَجِ ثطای پبیساضی تصبزفي آى ثِ هطاتت سبزُ تط ثَز

ّب ّب، پبیساضی ٍ وٌتطل ایي سیستنثط ػولىطز سیستن تأذیطلبثل تَجِ 

سئلِ وٌتطل اگطچِ تب ثِ اهطٍظ ه اهطی هْن ٍ ضطٍضی است. تأذیط ّوطاُ ثب

هَضز ثطضسي ٍ هطبلؼِ لطاض  ثب ظهبى هتغیط تأذیطثب  ّبایي سیستنهَز لغعضي 

پبیساضی ٍ وٌتطل هَز حصَل ّسف زض ایي ًَضتبض زض ًتیجِ ًگطفتِ است. 

ظهبًي ثب هبتطیس ًطخ  تأذیطّبی پطش هبضوَف ّوطاُ ثب لغعضي سیستن

 ثبضس ٍ ولي هي وبهلاً. ضٍش اضائِ ضسُ ثبضسهياحتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم 

 وبهلاًّبی اًتمبل وبهلا ًبهؼلَم یب ّبی پطش هبضوَف ثب احتوبلسیستن

اصطلاح ثِ وبض ثطزُ ضسُ ثِ ػجبضت زیگط،  ضَز.هؼلَم ضا ضبهل هي
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تَاًس ثِ ایي هؼٌي است وِ هي "هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم"

ثبضس ٍ یب تؼسازی اظ ػٌبصط توبم ػٌبصط هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل هؼلَم 

هبتطیس ًبهؼلَم ثبضٌس ٍ یب حتي توبم ػٌبصط هبتطیس ًبهؼلَم ثبضٌس. یؼٌي 

توبم ًتبیج  ططاحي زض ایي همبلِ ، سِ حبلت فَق ضا پَضص هي زّس.

افعاض ّبی هبتطیسي ذطي ثَزُ ٍ ثِ ٍسیلِ ًطمثسست آهسُ ثط پبیِ ًبتسبٍی

س وِ ایي یىي اظ هعایبی ضٍش ّبی ػسزی ثِ آسبًي لبثل حل ّستٌضٍش

ثبضس. زض حمیمت زض ایي همبلِ ثسست آٍضزى ضطایط پبیساضی اضائِ ضسُ هي

ّبی زاض ثط پبیِ ًبتسبٍیتأذیطتصبزفي ثطای سیستن پطش هبضوَف 

هبتطیسي ذطي یىي اظ هسبئل زضَاض ػسزی ثَزُ وِ زض ًْبیت ثب استفبزُ 

 پصیط ضسُ است.بىّبی ذبصي وِ زض ازاهِ آهسُ است، اهىضٍش اظ

ّبی هبتطیسبثغ لیبپبًَف هٌبست ٍ استفبزُ اظ اضائِ تزض ایي همبلِ زض اثتسا ثب 

ذطي ثطای پبیساضی تصبزفي زیٌبهیه  آظاز، ضطیت سطح لغعش يٍظً

ّبی هبتطیسي ذطي ثسست آٍضزُ ضسُ است. هَز لغعضي ثط پبیِ ًبتسبٍی

ستِ ثِ وطاى ثبلای ضطایط ثسست آهسُ هستمل اظ تأذیط ثَزُ ٍ فمط ٍاث

ُ، ثط اسبس لضیِ وٌتطل وٌٌسهطتك تأذیط ّستٌس. سپس ثب ططاحي وٌتطل

ثستِ ثِ سطح لغعضي هطلَة هسیطّبی حبلت سیستن حلمِ ،هَز لغعضي

هبًٌس، یؼٌي هي جب ثبليّبی ثؼسی زض آىٍ ثطای توبم ظهبى ضسیسُ

( ) 0s t  ٍ  ( ) 0s t   ًتیجِ ثب اػوبل لبًَى وٌتطلّستٌس. زض ( )u t 

وٌٌسُ ثِ سیستن حلمِ ثستِ پبیساض تصبزفي ذَاّس ضس ٍ ططاحي وٌتطل

 ضسس.پبیبى هي

، ثِ هؼطفي سیستن تحت وٌتطل ٍ 2 زض ازاهِ ایي ًَضتبض، اثتسا زض لسوت

پطزاظین. زض ایي لسوت  اضائِ هجبًي ضیبضي هَضز استفبزُ زض ایي همبلِ هي

 آٍضزُثسست ّبی هَضز ًیبظ ٍ ّوچٌیي فطم ضگَلاض سیستن تؼبضیف ٍ لن

وٌٌسُ هَز لغعضي ثطای سیستن پطش ثِ ططاحي وٌتطل 3ضسُ است. لسوت 

ثرص زض اثتسا ثب اًتربة سطح زض ایي  پطزاظز. هي هبضوَف ثب تأذیط ظهبًي

یٌبهیه هَز لغعضي ثط پبیساضی تصبزفي ز 1ذطي، ثب اضائِ لضیِ  لغعش

گیطز، سپس زض اض هيّبی هبتطیسي ذطي هَضز ثطضسي لطپبیِ ًبتسبٍی

بیساضی سیستن وٌٌسُ هَز لغعضي ثطای تضویي پوٌتطلططاحي  2لضیِ 

 لسوت سبظی زض ػسزی ٍ ًتبیج ضجیِ  گیطز. اضائِ هثبلثستِ صَضت هيحلمِ

 زّس. ا تطىیل هيآٍضزُ ضسُ است ٍ ًتیجِ گیطی، لسوت ًْبیي همبلِ ض 4

 

 لازم تعاریف و کنترل تحت سیستن هعرفی -2

ّبی هَضز ایي ثرص ثِ هؼطفي سیستن تحت وٌتطل ٍ اضائِ تؼبضیف ٍ لن

پطزاظز. زض اثتسا سیستن پطش هبضوَف پیَستِ زض  استفبزُ زض ایي همبلِ هي

)بى ّوطاُ ثب تأذیط هتغیط ثب ظهبى ظه )t ُزض فضبی احتوبل  تؼطیف ضس

 , ,F P  گیطین:ظیط ضا زض ًظط هي 

(1) 
) ( ) ( ) ( ( ))

( )[ ( ) ( ) (

( ) (

)]

t d t

t t

x t A r x t t

B r u t F r w

t A r

t

x 

 

  
 

)وِ زض آى  ) nx t    حبلت، ثطزاض( ) mu t   ٍضٍزی وٌتطل 

)ٌٌسُ ٍ و ) lw t   ثبضس.اغتطبش هي  ( )t  تأذیط هتغیط ثب ظهبى

  است وِ زض ضطایط ظیط صسق وٌس:

(2) 0 ( ) , ( ) 1t t       

 :ثبضس.  ّوچٌیي زاضینهي ظهبًي تأذیطحس ثبلای  وِ زض آى

(3) 
 ( ) ( ), ,0

( ) ( ), 0s

x s s s

x t x s t s

 



   

    
  

 , 0tr t   ٍ فطآیٌس هبضوَف ظهبى پیَستِ گسستِ همساض ّوگي

ثبضس وِ همبزیطی زض فضبی حبلت هحسٍز هحسٍز هي

 1,2,...,N ّبیگیطز. ایي فطآیٌس تصبزفي زاضای ًطخهي 

 ثبضس ٍ زاضین:هي ijاحتوبل اًتمبل 

(4) 
 

0
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Pr

1 ( ),

( )
lim 0, 0

ij

t h t

ii

h

h o h if j i
r j r i

h o h if j i
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h

h


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
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  

 

 

وِ زض آى  0 , ,ij i j j i    زٌّسُ ًطخ اًتمبل اظ هَز ًطبى

i  زض ظهبىt  ثِ هَزj  زض ظهبىt h  ٍ
1,

N

ii ijj j i
 

 
 

iثطای ّط   ثبضس. هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ثِ صَضت ظیط هي

 ضَز:تؼطیف هي

(5) 

11 12 1

21 22 2

1 2

N

N

N N NN

  

  

  

 
 
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 
 

 

ثِ وبض  iثِ صَضت اًسیس  trزض ازاهِ ثطای ضاحتي فطایٌس هبضوَف 

هي تَاًس ثِ صَضت ظیط زٍثبضُ ًَضتِ  (1) ستنیسضَز. ثٌبثطایي ثطزُ هي

 ضَز:

(6) 
 

( ) (( ) ( ))

( ) ( )

i di

i i

x t A x t t

B u

x

Fw t

t

t
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ّبی ثبثت هؼلَم ثب اثؼبز هبتطیس iA،diA،iB ٍiFوِثِ طَضی

 هٌبست ّستٌس. ّوچٌیي فطض ضسُ است وِ:

(7) ( ) , 0,i i iF w t f f i   

 هؼلَم زض ًظط گطفتِ ّبی احتوبل اًتمبل ثِ صَضت ًیوِزض ایٌجب ًطخ

 وِ ثؼضي اظ ػٌبصط زض هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل هؼٌياًس؛ ثسیيضسُ

ضا ثِ صَضت ظیط   ًبهؼلَم ّستٌس. ثطای جساسبظی ػلائن، فضبی حبلت 

 وٌین:افطاظ هي

(8)  

 

:

:

i

k ij

i

u

i i

k j

u

i

j is known

j is unknown

 





 






 

iزاضتِ ثبضین اگط 

 تَاى ، هيi

  ضا ثِ صَضت ظیط تَصیف

 وطز:

(9)  1 ,..., , 1i ii

q q N      

iوِ زض آى

q
  ًُوبیٌسq اهیي ػٌصط هؼلَم زض سططi  هبتطیس

  است. ثب تَجِ ثِ هطبلت گفتِ ضسُ، سیستن پطش هبضوَف ّوطاُ ثب

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
91

.6
.3

.6
.2

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

07
 ]

 

                             3 / 10

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1391.6.3.6.2
http://joc.kntu.ac.ir/article-1-54-fa.html


64 

 

 وٌتطل هَز لغعضي سیستن ّبی پطش هبضوَف ّوطاُ ثب تأذیط هتغیط ثب ظهبى ثب هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم

 حویسضضب هَهٌي، اهیطحسیي اثَالوؼصَهي، اثيًسیجِ ظْط

 

Journal of Control,  Vol. 6,  No 3, Fall 2012  1391پبییع ، 3، ضوبضُ 6هجلِ وٌتطل، جلس 

 

ًبهؼلَم یب وبهلاً  احتوبل اًتمبل وبهلاًًطخ تأذیط هتغیط ثب ظهبى ثب هبتطیس 

 گطفتِ است ٍ ضٍش اضائِ ضسُ وبهلاً ولي  ثطضسي لطاضهؼلَم هَضز 

ّبی هَضز ًیبظ ثطای استفبزُ زض اثجبت ثبضس. زض ازاهِ تؼبضیف ٍ لنهي

 ّبی اضائِ ضسُ زض ایي همبلِ آهسُ است.لضیِ

)سیستن پطش هبضوَف  -1تعریف  ) ( ) ( )tx t A r x t  پبیساض

0( است اگط یه همساض ثبثت هحسٍز SS) 1تصبزفي 0( , )T x r   ٍجَز

 وِ ضاثطِ ظیط زاضتِ ثبضس ثِ طَضی

(10)    0
0

2

0 0 0( ) , ,E x t dt x r T x r


 

0یط اٍلیِ ثطای ّط ضطا 0( , )x r  [12] ثطلطاض ثبضس. 

)سیستن پطش هبضوَف  -1لن  ) ( ) ( )tx t A r x t   پبیساض تصبزفي

(SSِاست اگط ٍتٌْب اگط هجوَػ )ّبی هتمبضى ٍ هثجت هؼیي ای اظ هبتطیس

0iP  وِ ًبتسبٍی هبتطیسي ذطي ٍجَز زاضتِ ثبضٌس ثِ طَضی

(LMI)  ظیط ثطای ّطi   [12] ثطلطاض ثبضس. 

(11) 0T

i i i
j

i ij jA P P A P


   

)فطض وٌیس -2لن  ) nx t ،( ) my t ،n mN  ،

ˆ n mN  ٍ0  صَضت اگط ثبضٌس. زض آىˆTN N N ،

 .[33] ُ ضاثطِ ظیط ثطلطاض استآًگب

(12) 
2 1 ˆ2 T Tx Ny x y Ny


  

 سیستن تحت کنترل 2فرم رگولار -2-1
ثطای ثسست آٍضزى   iT 3زض ایي لسوت، زض اثتسا یه هبتطیس ًبٍیژُ

ظیط ضَز وِ زاضای ذبصیت ثِ طَضی اًتربة هي (6)فطم ضگَلاض سیستن 

 :[28] ثبضس

(13) ( )

2

0 n m m

i i

i

T B
B

  
  
 

 

2وِ زض آى 

m m

iB   ،یه هبتطیس ًبٍیژُ است. ثطای ضاحتيiT  

 ضَز:ثِ صَضت ظیط تفىیه هي

(14) 2

1

T

i
i T

i

U
T

U

 
  
 

 

1وِ زض آى 

n m

iU   ٍ( )

2

n n m

iU    زٍ ظیطثلَن اظ

 ّستٌس، یؼٌي: iB 5تثٌبیيحبصل اظ تجعیِ همبزیط اس 4هبتطیس یىبًي

(15)  1 2
( )0

i T

i i i i
n m m

B U U V
 

 
  

 
 

m m

i

   ٍ یه هبتطیس لططی هثجت هؼیيm m

iV   یه

ثبضس. زض ازاهِ ثب اػوبل تجسیل حبلت هي [34]هبتطیس یىبًي 

( ) ( )iz t T x t  آیس:، فطم ضگَلاض ظیط ثسست هي(6)ثِ سیستن 

 
1 Stochastically stable 
2 Regular form 
3 Nonsingular 
4 Unitary matrix 
5 Singular value decomposition 

(16) 
 ( )

2

( ) ( ( ))

0
( ) ( )

( ) i di

n m m
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1وِ زض حبلي

ii i iA T A T  ٍ1

di i ii dA T A T   ّستٌس. ثب زض ًظط

1گطفتي  2( ) [ ( ) ( )]T TTz t z t z tضا ثِ  (16)َاى سیستن ت،  هي

 ضىل ظیط ثبظًَیسي وطز:

(17) 
 

 

   
1 11 1 12 2

11 1 12 2

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( ))
i i

d i d i

z t A z t A z t

A z t t A z t t
 

(18)  

 

   

   

2 21 1 22 2
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( ) ( )

i i

d i d i

i i

z t A z t A z t
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)1وِ زض آى  ) n mz t   ،2( ) mz t   تطّبی ّستٌس ٍ پبضاه

 ضًَس:زیگط ثِ صَضت ظیط هحبسجِ هي
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 کنترل هود لغسشی سیستن تحت کنترل -3

 فی دیناهیک هود لغسشیپایداری تصاد  -3-1
زض ایي لسوت پبیساضی تصبزفي هستمل اظ تأذیط زیٌبهیه هَز لغعضي ثط 

ثط طجك لضیِ  گیطز.ّبی هبتطیسي ذطي هَضز ثطضسي لطاض هيپبیِ ًبتسبٍی

ثِ ػٌَاى زیٌبهیه هَز لغعضي ضٌبذتِ  (17)هؼبزلِ  [35]وٌتطل هَز لغعضي 

 ضَز:ضسُ است. زض اثتسا سطح لغعضي ذطي ثِ صَضت ظیط اًتربة هي

(19) 1 2( ) [ ] ( )i is t C C z t 

iثطای ّط  2iCوِزض حبلي  پصیط است. ثب تؼطیف هؼىَس
1

2

( )

1

m n m

i iiC C C    2صاضی ٍ جبیگ 1( ) ( )iz t C z t  

 ٍ2 1( ( )) ( ( ))iz t t C z t t     زیٌبهیه هَز (17)زض ،

 ضَز:ثِ صَضت ظیط ثبظًَیسي هي لغعضي

(20) 
  

   

1 1 1

11 12 11 12

( ) ( ) ( ( )),

,
i di

i i i i di d i d i i

z t A z t A z t t

A A A C A A A C
 

ثطای  iC، ططاحي پبضاهتط سطح لغعش ذطي 1زض ازاهِ، زض لضیِ 

 صَضت گطفتِ است. (20)پبیساضی تصبزفي زیٌبهیه هَز لغعضي 

)ّوطاُ ثب تأذیط هتغیط ثب ظهبى  (20)زیٌبهیه هَز لغعضي  -1قضیه  )t 

پبیساض تصبزفي است اگط زستِ  (8)هؼلَم ّبی اًتمبل ًیوِثب احتوبل

0iXّبی هبتطیس   ،0R  ،T

i iW W   ٍiY   ثِ ًحَی

ظیط  (LMIs)ّبی هبتطیس ذطي ٍجَز زاضتِ ثبضٌس وِ هجوَػِ ًبتسبٍی

iثطای ّط   :ثطلطاض ثبضٌس 
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1

0 0
0,

0 0

0 0 2 1

i i i d i i d i i

i

i

i

i

u

X A X A Y

X R
i

X R








  
 
 

  
  

 
     

 

(23) 0, ,
i i

i j

i

u

W X
j j i

X X 

 
   

 
 

(24) 


   0, ,i
i uj

X W j j i 

 وِ زض آى

(25)
1 1 1

,..., , ,...,i i i i
i i q

i i i i ii i i i
X X X X

   
   

 

  
  

 

(26)  
1 1 1

,..., , ,...,i i i i
i i q

i diag X X X X
    

  

11 12 11 12
i

T T T

i i i i i i i i

j

i ij iA X A Y X A Y A W


 


     

1ثبضٌس ٍ هي ,...,i i

q   ایي اگط اًس. ػلاٍُ ثطتؼطیف ضسُ (9)زض

 iXزاضای یه جَاة هوىي ثط پبیِ   (24) تب (21)ّبی  LMIهجوَػِ 

 ٍiY صَضت ثبضٌس، زض آىiC ضَز:ثِ صَضت ظیط هحبسجِ هي 

(27) 1

i i iC Y X  

 ضَز:زض اثتسا تبثغ لیبپبًَف ضا ثِ صَضت ظیط اًتربة هي -1اثبات قضیه 

(28) 0

1 1 1

)

1

(

1

( ( ), ) ( ) ( )

( ) ( )

T

i

t

T

V z t i z t P z t

z t Q z t d


  




  
 

 هبتطیس هثجت هؼیي است. هی Qوِ زض آى 

ّبی ثطای سیستن [36] 1سپس ثب استفبزُ اظ هفَْم ػولگط هطتك هتَسط 

ثِ صَضت ظیط ثسست  (28)تصبزفي پطش هبضوَف، هطتك تبثغ لیبپبًَف 

 آیس:هي

(29)0

1 1 1

1 1

( )

( ( ), ) ( ) ( )

( ) ( )

T

i

t

T

d
V z t i z t P z t

dt

d
z t Q z t d

dt 

  


    

 
   

  


 

 زض ًتیجِ

(30) 





 

1 1

1

1 1

1 1 1 1

1 1

( ( ), ) ( )

( )

( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

1 ( ) ( ( )) ( ( ))

T T

i i i i

ij j

T T

di i

T T

i di

j

T

V z t i z t P A A P

P z t

z t t A P z t

z t P A z t t z t Q z t

t z t t Q z t t







  



  



 

  

   



 

)وِ ثب تَجِ ثِ ایي )t  آیس:است، ثسست هي 

 
1 Weak infinitesimal operator 

(31) 





 

1 1

1

1 1

1 1

1 1

( ( ), ) ( )

( )

1 ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( )

( ) ( ( ))

T T

i i i i

ij j

T

T

j

T

di i

T

i di

V z t i z t P A A P

P Q z t

z t t Q z t t

z t t A P z t

z t P A z t t



  







  

 

   

 

 



 

ٍ   2هَجَز زض لن  (12)اظ ًبتسبٍی  ثب استفبزُ (31)ٍ جولِ آذط ثطای ز

1)تؼطیف )Q Q  :ًبتسبٍی ظیط ثطلطاض است 

(32) 
1 1

1

1 1

1 1

2 ( ) ( ( ))

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

T

i di

T T

i di di i

T

z t P A z t t

z t P A Q A P z t

z t t Q z t t



 



 

  

 

)1ثطای  (32)ثب استفبزُ اظ  ( ), )V z t i زاضین: 

 (33) 





1 1

1

1

( ( ), ) ( )

( )

T T

i i i i

i
j

j j

T

i di di i

V z t i z t P A A P

P Q

P A Q A P z t






  

 



 

 

)1وِ ثطای ایي ،(33)جِ زض زض ًتی ( ), ) 0V z t i   ثبضس، ثبیس

 ًبتسبٍی ظیط ثطلطاض ثبضس:

(34)1 0T T

i i i i ij j i di di i
j

P A A P P Q P A Q A P 



     

 آیس:ًبتسبٍی ظیط ثسست هي (34)زض  هىول ضَضثب اػوبل 

(35) 0

T

j
i i i i ij j i diP A A P P Q P A

Q




   
  
 

   


 

 زاضین: (35)زض   (20)اظ  iA  ٍdiAثب جبیگصاضی 

(36)

   

 

11 12 11 12

11 12

*

0

T

i i i i i i i i ij j

i d i d i i

j

P A A C A A C P P Q

P A A C

Q




     





 
 



1سپس ثب ضطة  

i iX P   تؼطیف  (36)زض زٍ ططف ًبتسبٍی ٍ

i i iY C X  آیس:ًبتسبٍی ظیط ثسست هي 

(37)
1

11 12

0
i i ij j i i i d i i d i i

i i

j

J X X X X QX A X A Y

X QX




   
  
 

   


 

11 11 1212

T

i i i i i

T T

i ii iJ A X A Y X A Y A     
 ضَز:ثِ صَضت ظیط ثبظًَیسي هي (37)ثب استفبزُ اظ هىول ضَض ًبتسبٍی 

(38)

 

 

11 12

1

1

11 12 0

T

i i d i i d i

i i ij j i i i d i d i
j

i

X QX A X A Y

J X X X X QX A X A Y







  

 
     

 

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iطذطي زض ازاهِ ثطای ثطذَضز ثب جولِ غی iX QX  1اظ ًىتِ  (38)زض 

 این.استفبزُ وطزُ

 ظیط وِ ضاثطِ:  ثب تَجِ ثِ ایي 1نکته  

 1 1 1( ) ( ) 2 0i i i i iX Q Q X Q X QX X Q        
 ین زاضت:ّویطِ ثطلطاض است، ذَاّ

(39) 12i i iX QX X Q   

وبض ثطزى آى زض ٍ ثِ 1زض ًىتِ  (39)ثب زض ًظط گطفتي ًبتسبٍی زض ًتیجِ 

 ذَاّین زاضت: (38)

(40)

 

 

1

11 12

1

1

11 12

2

0

T

i d i i d i

i i ij j i i i d i i d
j

i

X Q A X A Y

J X X X X QX A X A Y









   

 
     

 


 آیس:ظیط ثسست هي هبتطیسي ًبتسبٍی (40)ثب اػوبل زٍثبضُ هىول ضَض ثِ  

(41)   
1

11 12

1

0

2

i i ij j i i i d i i
j

d i i

i

J X X X X QX A X A Y

X Q








   
  
 

    


 

ّبی اًتمبل ًیوِ هؼلَم ًبتسبٍی هبتطیسي زض ایي هطحلِ ثطای ثطضسي احتوبل

 ضَز:ثب استفبزُ اظ هىول ضَض ثِ صَضت ظیط ًَضتِ هي (41)

(42)  

 

1

1
1

11 12

11 12

2

0

i i ij j i i i

d i i d i i i

T

d

j

i i d i i

J X X X X QX

A X A Y X Q

A X A Y

 






 

   

 



 

0ijوِ ثب تَجِ ثِ ایي ًىتِ 
j




  است، ضاثطِ ظیط ّویطِ ثطلطاض

 است:

(43) 0ij
j

iW


 

Tوِ زض آى 

i iW W  ّستٌس. زض حمیمت  1آظاز يٍظً ّبیهبتطیس

ثطای حل هسئلِ ػسم ّبی اًتربثي ّستٌس. ، هبتطیسiWّبی هبتطیس

زستطسي وبهل ثِ ػٌبصط هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل، ػٌبصط هؼلَم ٍ 

 ثِ صَضت ظیط تفىیه  (8)ًبهؼلَم هبتطیس احتوبل اًتمبل ضا ثِ ٍسیلِ 

 وٌین:هي

(44) 

 

 

  

 

1

1

1
1

11 12

11 12

2

0

i

i
u

i i ij i j i i

ij i j i i i i

d i i d i i i

T

d i i d

j

i

j

i

J X X X W

X X X W X QX

A X A Y X Q

A X A Y





















   

  
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 




 

 
1   Free weighting matrices 

0وِ ثب تَجِ ثِ ایي ( , , )ij i j j i     ٍ0ii  ،

1,
( )

N

ii ijj j i
 

 
  ثطای ّط  ثبضٌس، ٍاضح است وِ هي

ii  ،0i  ضَز اگط هجوَػِ هيLMI ظیط ثطلطاض ثبضٌس: ّبی 

(45)

 

 

   

1

11 12

1
1

11 1

,

22 0,

i
i ii i ij i j i

i i d i i d i i

T

i d i i d

j j

i

i

i

i

X X X X

X QX A X A Y

X Q A X A Y i





   









 

  

    



 

(46)  1 0,
i
u

i

j

ij i j i iX X X W i


 



   

iثطای ّط  ٍاضح است وِ  اظ ططف زیگط،

ui  ،0i  ضَز هي

 ّبی ظیط ثطلطاض ثبضٌس: LMIاگط هجوَػِ  

(47) 

 

  

 

1

1
1

11 12

11 1

,

2

2

0,

i
i ij i j i i i

d i i d i i i

T

d i i d

i

ui i

j j

i

X X X X QX

A X A Y X Q

A X A Y i





 



 





 

   

  



 

(48)

   1

,

0,
i
u

ii j i ij i j i
i
u

j j i

iX W X X X W i


  

 

     

 تؼطیف ضسُ است. 1زض لضیِ  iوِ

ثطلطاض  (48)تب  (45)ّبی هبتطیسي ذطي یًبتسبٍثٌبثطایي اگط هجوَػِ 

ضَز. ثب تضویي هي (20)ثبضٌس، پبیساضی تصبزفي زیٌبهیه هَز لغعضي 

1Rتؼطیف  Q  اػوبل هىول ضَض،   (26)ٍ  (25)ٍ زض ًظط گطفتي ٍ

iiثِ تطتیت ثطای  (22)ٍ  (21)ّبی یًبتسبٍ   ٍi

ui   هؼبزل

 (24)ٍ  (23)ّبی یًبتسبٍّستٌس. ثِ طَض هطبثِ،  (47)ٍ  (45)ّبی یًبتسبٍ

آیٌس. زض ًتیجِ اگط ثسست هي  (48)ٍ  (46)ّبی یًبتسبٍثِ تطتیت اظ 

صَضت ثطلطاض ضًَس، زض آى (24)تب  (21)ّبی  LMIهجوَػِ 
1

i i iC Y X  تضویي  (20)ضَز ٍ پبیساضی تصبزفي سیستن هي 

 ■               وٌس.ضَز ٍ ایي اثجبت ضا وبهل هيهي

طراحی کنترل کننده هود لغسشی و بدست  -3-2

 آوردى قانوى کنترل

)زض ایي لسوت ثِ ططاحي لبًَى وٌتطل  )u t  ثطای تضویي ضسیسى

) لغعضي هسیطّبی حبلت سیستن حلمِ ثستِ ثِ سطح , ) 0s t i   ثطای

ّبی اًتمبل ًیوِ سیستن پطش هبضوَف ّوطاُ ثب تأذیط ظهبًي ثب احتوبل

پطزاظین. زض حمیمت، ثسٍى زستطسي ثِ ػٌبصط هبتطیس ًطخ هؼلَم هي

وٌٌسُ هَز لغعضي ٍاثستِ ثِ هَز ثطای پبیساضی ، وٌتطلاحتوبل اًتمبل 

 ثستِ ططاحي گطزیسُ است.بزفي سیستن حلمِتص

) ّوطاُ ثب تأذیط هتغیط ثب ظهبى (16)سیستن پطش هبضوَف  -2قضیه  )t 

ض ًظط ثگیطیس. فطض وٌیس سطح ضا ز (8)ّبی اًتمبل ًیوِ هؼلَم ٍ احتوبل

ثسست آهسُ  1اظ لضیِ  iCُ ثبضس ٍ اًتربة ضس (19)ثِ صَضت  لغعش

0iّبی ثبضس. اگط هبتطیس   ٍT

i iV V  ِثِ ًحَی ٍجَز زاضت

iّبی ظیط ثطای ّط  LMIثبضٌس وِ هجوَػِ   :ثطلطاض ثبضٌس 
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(49) 0, ,i

uj iV j j i     

(50) 0, ,i

uj iV j j i     

ثب استفبزُ اظ لبًَى وٌتطل ظیط  (16)صَضت هسیطّبی حبلت سیستن زض آى

) تَاًٌس زض ظهبى هحسٍز ثِ سطح لغعضيهي , ) 0s t i  :ٍاضز ضًَس 

(51)

  
   

   

1
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
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 

 

 

0iوِ زض آى   .یه همساض ثبثت وَچه هؼلَم است 

 ًتربة زض اثتسا تبثغ لیبپبًَف ضا ثِ صَضت ظیط ا -2اثبات قضیه 

 وٌین:هي

(52) 
1

( , , ) ( ) ( )
2

T

iV z t i s t s t 

)، (19)ٍ  (16)ّبی طجك هؼبزلِثط )s t  آیس:ثسست هيثِ صَضت ظیط 

(53) 

 
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1 2
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
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 
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 

 

، هطتك تبثغ (53)ثب استفبزُ اظ ػولگط هطتك هتَسط ٍ زض ًظط گطفتي 

 ثبضس:ثِ صَضت ظیط هي (52)لیبپبًَف 

(54)
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 

0ijوِ ثب تَجِ ثِ ایي
j




ّبی اذتیبضی ، هؼبزلِ ظیط ثطای هبتطیس

T

i iV V :ثطلطاض است 

(55) 1
( ) ( ) 0,

2

T

ij
j

is t V s t i


   

T

i iV V ثبضٌس. ثب اضبفِ وطزى سوت چپ آظاز هي يّبی ٍظًهبتطیس

ًطخ ه ػٌبصط هؼلَم ٍ ًبهؼلَم هبتطیس ٍ تفىی (54)ثِ  (55)هؼبزلِ 

 ذَاّین زاضت: (8)احتوبل اًتمبل ثِ ٍسیلِ 

(56)
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)ثب جبیگصاضی لبًَى وٌتطل  )u t (51)  آیس:ثسست هي (56)زض 

(57)
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iiثِ تطتیت ثطای  (50) ٍ (49)ّبی تَجِ زاضتِ ثبضیس وِ ًبتسبٍی   

 ٍi

ui  :هؼبزل ًبتسبٍی ظیط ّستٌس 

(58)   1
( ) ( ) 0
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ij j i
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s t V s t
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ذَاّین  (7)ٍ ّوچٌیي ضاثطِ  (50)،  (49)ّبی ي ثب تَجِ ثِ ًبتسبٍیثٌبثطای

 زاضت:

(59) 
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 ِ زاضتِ ثبضیس وِتَج

(60) 
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 زض ًتیجِ ذَاّین زاضت:

(62) 
1

2( , , ) ( , , )iV z t i V z t i  
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11
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i i ii i i i ii C B B C     
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  

  

0iآى  وِ زض   ًبتسبٍی زض  [36] 1است. ثب استفبزُ اظ ضاثطِ زیٌىیي

 زاضین: ،(62)

 (63)    
1

2

1

22 ( ), ( ) 2 (0), (0)iE V z t r t t V z r     

tظهبى ضسیسى  تَاى گفت یهزض ًتیجِ هي   ثِ صَضت ظیط 

(64) 

1

2
0 02 ( , )

i

V z r
t


  

)وِ ثِ طَضیٍجَز زاضز  , , ) 0V z t i ثِ زًجبل آى ٍ ، 

( , ) 0s t i   ثطایt t   است. ثٌبثطایي ثب اػوبل لبًَى وٌتطل ثطلطاض

ثستِ زض ظهبى هحسٍز ثِ سطح حبلت سیستن حلمِهطلَة، هسیطّبی 

 ■  .وٌسضسٌس ٍ ایي اثجبت ضا وبهل هيهي (19)ضسُ  لغعضي تؼییي
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 هثال عددی و شبیه سازی -4

ي ًطبى زازى اػتجبض ٍ زضست یثطا یسزه هثبل ػیبى یي لسوت ثِ ثیزض ا

سیستن پطش هبضوَف تأذیطزاض  ن.یپطزاظيه ضٍش اضائِ ضسُ زض ایي همبلِ

3Nثب سِ هَز ػولیبتي  (8)ّبی اًتمبل ًیوِ هؼلَم ثب احتوبل (6)   ٍ

 گیطین:ّب ٍ پبضاهتطّبی ظیط ضا زض ًظط هيهبتطیس
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 هبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ثِ صَضت ظیط زازُ ضسُ است:
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زض لضیِ  (24) -(21)ّبی هبتطیسي ذطي زض اثتسا ثب حل هجوَػِ ًبتسبٍی

 ، زاضین:MATLABافعاض زض ًطم LMIتَسط جؼجِ اثعاض  1

1 2 3

1 2 3

1 2

 0.1840, 0.2116, 0.3003,

1.1626, 1.2732, 2.4042,

0.1754, 0.1828, 0.0139.

X X X

Y Y Y
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ثِ صَضت ظیط  (27)ثب استفبزُ اظ  iCپبضاهتط سطح لغعضي ذطي زض ًتیجِ 

 آیس:ثسست هي

1 2 36.3181, 6.0184, C 8.0050C C   
 ضَز.هي (20)وِ زض ًتیجِ هٌجط ثِ پبیساضی تصبزفي زیٌبهیه هَز لغعضي 
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)1حبلت  هسیطّبی: 2 ضىل )x t  ٍ2( )x t ِسیستن حلمِ ثست 
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)لبًَى وٌتطل  : : 3 ضىل )u t 
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)لبًَى وٌتطل : 4ضىل  )u t  ووتطٍظٍظ  ثب 

ثستِ زض سبظی، هسیطّبی حبلت سیستن حلمِثب تَجِ ثِ ًتبیج ضجیِ 

ضسٌس ٍ صحت ضٍش پیطٌْبز ظهبى هحسٍز ثِ سطح لغعضي هطلَة هي

 وٌٌس.س هيییأضسُ ضا ت

 

 گیری  نتیجه -8

ّبی وٌٌسُ هَز لغعضي ثطای سیستنوٌتطل ططاحي هسئلِ زض ایي همبلِ

 زضهبتطیس ًطخ احتوبل اًتمبل ًیوِ هؼلَم ثب پطش هبضوَف ثب تأذیط ظهبًي 

ثطای حل هسئلِ ًیوِ  . زض حمیمتهَضز هطبلؼِ لطاض گطفت اغتطبش حضَض

طخ احتوبل اًتمبل، فضبی احتوبل هحسٍز ضا هؼلَم ثَزى ػٌبصط هبتطیس ً

سطح لغعش  ثب ػٌبصط هؼلَم ٍ ًبهؼلَم افطاظ وطزین. ّوچٌیيثِ زٍ فضب 

زض اثتسا ثب استفبزُ اظ . زض ایي ططاحي، اینضا ذطي زض ًظط گطفتِهَضز ًظط 

ٍ تفىیه ػٌبصط هؼلَم ٍ ًبهؼلَم هبتطیس ًطخ  آظاز يّبی ٍظًهبتطیس

ثطای تضویي پبیساضی تصبزفي  هستمل اظ تأذیط ضطایط احتوبل اًتمبل،

ّبی هبتطیسي ذطي اضائِ ضس ٍ ثط بتسبٍیزیٌبهیه هَز لغعضي ثط پبیِ ً

ثب اًتربة تبثغ سپس  اسبس آى ضطیت سطح لغعش هَضز ًظط ثسست آهس.

ططاحي لبًَى استفبزُ اظ هبتطیس ٍظًي آظاز، لیبپبًَف ٍاثستِ ثِ هَز ٍ 

)وٌتطل هَز لغعضي  )u t  ثطای تضویي ضسیسى هسیطّبی حبلت سیستن

 ٍ زض ًتیجِ پبیساضیصَضت گطفتِ حلمِ ثستِ ثِ سطح لغعضي هطلَة 

زض آذط ثب اضائِ یه هثبل ػسزی،  حبصل ضس.سیستن حلمِ ثستِ تصبزفي 

 وبضایي ٍ زضستي ضٍش پیطٌْبز ضسُ ًطبى زازُ ضس.
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