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های دارای تريلر ها سيستمباشد. يک دسته از اين رباتهای متحرک ميمتحرک چرخدار، يكي از مهمترين انواع رباتربات : چکيده 

ها مخصوصاً در حرکت رو به عقب، يكي از چالش برانگيزترين مباحث پژوهشي در اين باشد. مسئله کنترل حرکت اين دسته از رباتمي

ی کنترل حرکت يک ربات متحرک دارای تريلر در تعقيب مسيرهای کارتزين ارائه شده است که باشد. در اين مقاله روشي براحوزه مي

آورد. برای اين منظور، ابتدا معادلات سينماتيكي همزمان توانايي کنترل حرکت رو به عقب و رو به جلو ربات دارای تريلر را برای ما فراهم مي

گردد. معادلات تعقيب مسيرهای کارتزين علاوه بر مورد نظر برای ربات تعريف مي ربات دارای تريلر استخراج شده و سپس مسير مرجع

باشد. سپس با استفاده از تبديلاتي معادلات سيستم را در يک فضای گر حرکت ربات نسبت به مسير مرجع نيز ميمعادلات حرکت ربات، بيان

است. قانون کنترلي طراحي شده سيستم را به صورت مجانبي به سمت   ارائه گرديده ای برای سيستم  کننده جديد بيان نموده و در پي آن، کنترل 

 کننده طراحي شده ارائه گرديده است.سازد. در پايان نتايج بدست آمده به عنوان تضمين کنترل مسير مرجع پايدار مي

 .مجانبي، حرکت رو به عقبربات متحرک چرخدار، پايداری کلمات کليدي: 

Backward and forward path following control of a wheeled robot 

Ali Keymasi Khalaji, Abolfazl Yazdani 

Abstract: A wheeled mobile robot is one of the most important types of mobile robots. A 

subcategory of these robots is wheeled robots towing trailer(s). Motion control problem, especially 

in backward motion is one of the challenging research topics in this field. In this article, a control 

algorithm for path-following problem of a tractor-trailer system is provided, which at the same time 

provides the ability to control the backward and forward motions of the tractor-trailer robot. To this 

end, first the kinematic equations of a wheeled robot with a trailer is extracted and then reference 

paths for the robot are defined. Path following equations, in addition to the robot mathematical 

equations, also represent the robot movement with respect to the reference path. Then, by using 

transformations the system equations are expressed in a new space and subsequently a control 

algorithm is proposed for the system. The investigated control law make the system asymptotically 

stable around the reference path. Finally, obtained results have been presented which guarantee the 

designed controller. 

Keywords: Wheeled mobile robot, Asymptotic stability, Backward motion. 
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 مقدمه -1

هايي هستند که معمولاً شامل يک های دارای تريلر، رباتربات

های ديفرانسيلي بوده باشند و اين ترکتور يک واحد با چرخترکتور فعال مي

ها کند. در اين سيستمجابجا و هدايت ميو تعداد دلخواهي تريلر غيرفعال را  

باشد، به وسيله مفاصل ها مياجزای مستقل سيستم که شامل ترکتور و تريلر

دوراني خنثي با هم ارتباط دارند. با توجه به نوع اتصال بين اجزای سيستم 

ها به سه ها يا خارج از آن قرار گيرد، اين سيستمکه بر روی محور چرخ

، که در آن 1های دارای تريلر استانداردربات -1شود: ميدسته طبقه بندی 

های ربات -2.  [2,  1]های ربات قرار دارند  محل اتصال، بر روی محور چرخ

، که در آن محل اتصال، خارج از محور 2دارای تريلر غير استاندارد

، که در 3های دارای تريلر عموميربات -3. [3]دباشنهای ربات ميچرخ

های آن محل اتصال به صورتي ترکيبي، در برخي بر روی محور چرخ

 .[4]واحد قبلي و در برخي ديگر، خارج از محور قرار گرفته اند، 

-های دارای تريلر، مياز مهمترين دلايل اهميت کنترل حرکت سيستم

های حرکتي، بسيار غيرخطي، وجود محدوديت توان به معادلات حرکتي

-ها در حالت تكين و بوجود آمدن حالتها و زير سيستمريلرقرارگيری ت

های آن مانند پديده قيچي شدن های خاص در آرايش سيستم و زير سيستم

های دارای های مربوط به ربات. از لحاظ کمي، در پژوهش[5]اشاره نمود،  

ها ارائه های مختلفي برای کنترل اين سيستمحلتريلر، برخي متخصصان راه 

های دارای تريلر با های کمتری در زمينه ربات. پژوهش[11-6]اند، داده 

)که در آنها قوانين کنترل  [15-12]تعداد تريلر دلخواه، ارائه شده است 

های دارای تريلر استاندارد پيشنهاد شده است(. يكي از مهمترين برای ربات

نظر  ها، اين است که ازهای سينماتيكي در اين دسته از رباتويژگي

سازی فيدبک ديفرانسيلي مسطح نيستند و در محاسبات کنترلي، با خطي

-. با توجه به محدوديت[16]توان آنها را به طور مجانبي پايدار نمود، نمي

رسد تحولات و ها به نظر ميای موجود و کاربردهای فراوان اين سيستمه

ها وجود تهای پژوهشي زيادی در زمينه کنترل اين دسته از رباپتانسيل

ها نيز های متحرک دارای تريلر از نظر هزينهداشته باشد. استفاده از ربات

باشد. اين مزايای تر ميدر مقايسه با تعدادی واحد مجزای فعال، به صرفه

های اخير به تحقيقات زيادی تا های متحرک دارای تريلر در سال ربات

ها کاربردهای سيستم های تجاری آن منجر شده است. اينرسيدن به نمونه

ها های بزرگ، انتقال بار در فرودگاه فراواني در حوزه حمل و نقل محموله

ها و همچنين های راه آهن و خدمات داخلي در کارگاه و ايستگاه 

. با توجه به حضور قيدهای غيرهولونوميک در [17]کشاورزی دارند، 

ه عنوان يک دسته های متحرک دارای تريلر بها رباتسينماتيک اين سيستم

شوند. برخي از مسائل مهم های غيرهولونوميک در نظر گرفته مياز سيستم

 ها، عبارتند از: تعقيب مسير در فضايي دکارتيکنترلي برای اين سيستم

و رديابي مسيرهای  [19, 18]، پايدارسازی حول پيكربندی مطلوب [12]

ختلف کنترلي برای اين های م. در تحقيقات قبلي، الگوريتم[21,  20]زماني  

 
1 Standard N-Trailers (SNT) 
2 Non-Standard N-Trailers (NSNT) 

, 22]توان به کنترل تطبيقي  ها ارائه شده است. از جمله اين قوانين ميسيستم

های کنترلي بر اساس عدم وابستگي به روش،  [23]، کنترل مود لغزشي  [23

, 18]و کنترل سوئيچينگ  [26]کنترل فازی [ ،25, 24]مدل سيستم 

بر روی حرکت رو به جلوی  های انجام شده اشاره نمود. عمده پژوهش[19

ها بوده است. از سوی ديگر، کنترل حرکت رو به عقب اين دسته از ربات

ها در های متحرک دارای تريلر بسيار دشوارتر است، زيرا اين سيستمربات

باشند و در صورت حرکت رو به عقب خود به صورت حلقه باز ناپايدار مي

شدن يا باعث پديده قيچيعدم وجود هماهنگي لازم در کنترل سيستم 

تحقيقات بر روی مشكلات .[27]دهد، برخورد ميان اجزای سيستم رخ مي

کنترل ربات متحرک با يک يا چند تريلر در حال انجام است، مانند 

پايدارسازی فيدبک در پيكربندی داده شده، رديابي مسير مرجع، پارکينگ 

کنترل آرايش اين های پيچيده و موازی، برنامه ريزی حرکت در محيط

شدن در حرکت رو به عقب سيستم ها اثر قيچيها. در برخي پژوهشسيستم

مورد توجه قرار گرفته است و برخي از قوانين کنترل فيدبک به منظور 

 [ .29, 28]متعادل کردن اين پديده ارائه شده است، 

يک روش به منظور کنترل يک ربات متحرک دارای تريلر  ،[30]در 

تواند مساله رديابي مسير ربات را در يک پيكربندی ه است که ميارائه داد

، يک روش کنترلي برای پايدارسازی حرکت [6]بيان شده، حل کند. در 

رو به عقب در مسيرهای ساده را برای يک وسيله نقليه کوچک ساخته شده 

از يک ترکتور دارای هدايتگر زاويه فرمان و يک تريلر پيشنهاد شده است. 

نون کنترلي برای پايدارسازی فيدبک از طريق بسط ديناميک سيستم يک قا

پيشنهاد  [31]سازی آن برای يک ربات متحرک دارای تريلر در و خطي

های فازی گسسته کننده فازی بر مبنای مدل يک کنترل   [32]شده است. در  

که برای سيستم ربات متحرک دارای تريلر ارائه شده است که در اين 

ه شرايط پايداری از معيار پايداری لياپانوف بدست آمده است. کنندکنترل 

با استفاده از مكانيزم  [33]برای مساله رديابي مسير، يک راه حل عملي در 

تواند به آرامي به سمت مسير حرکت يابي که با آن ربات ميمبتني بر مكان

ی سازی شده خطيکند، پيشنهاد شده است. يک کنترل فيدبک تطبيقي 

قطعيت و اغتشاشات تواند بر عدمپيشنهاد گرديده که مي  [22]يناميكي در  د

يک قانون کنترل  [34]خارجي در طي رديابي مسير مرجع غلبه کند. در 

ای برای رفع خطای رديابي مسيرهای فيدبک بر اساس تبديلات زنجيره 

يک کنترل کننده مود لغزشي تطبيقي   [23]مرجع پيشنهاد شده است. در 

 هایقطعيت عدم و اغتشاشات حضور در متحرک ربات کنترل  برای

 را مرجع مسير رديابي خطاهای پايدارسازی که است شده  ارائه خارجي

 تريلر دارای هایسيستم مورد در مطرح مسائل از يكي. آوردمي فراهم

روشي به منظور  [10]  در. باشدمي آن کردن پارک برای سيستم کنترل 

ها پيشنهاد شده است. در پارک کردن موازی و مستقل اين دسته از سيستم

، مكانيزمي ايجاد شده به منظور بهبود عملكرد کنترل يک سيستم [35]

های صورت دارای تريلر در حرکت رو به عقب ارائه شده است. پژوهش

3 General N-Trailers (GNT) 
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سأله تعقيب گرفته عمدتاً در زمينه تعقيب مسيرهای حرکت زماني بوده و م

مسيرهای کارتزين کمتر مورد توجه قرار گرفته است. همچنين غالباً 

ها مورد بررسي قرار گرفته است های رو به جلوی اين دسته از رباتحرکت 

های رو به عقب و رو به جلو در مسئله تعقيب زمان حرکتو کنترل هم

نشده های انجام پذيرفته تاکنون گزارش مسيرهای کارتزين در پژوهش

گيرد. برای کنترل است که در اين مقاله اين موارد مورد بررسي قرار مي

های چرخدار در اين پژوهش از همزمان روبه عقب و روبه جلوی ربات

تغيير متغيرهای زنجيری استفاده شده است و با استخراج معادلات در فضای 

جديد سينماتيكي، به کنترل سيستم پرداخته شده است. بنابراين 

 ستاوردهای اين مقاله عبارتند از: د

مدلسازی سيستم ربات دارای تريلر در دستگاه فرنه نسبت به مسيرهای  •

 مرجع در صفحه کارتزين

ارائه روش کنترلي بر مبنای تغيير متغيرهای زنجيری برای حل مسأله  •

تعقيب مسير در فضای کارتزين در حرکت رو به جلو و رو به عقب 

 لرربات چرخدار دارای تري

 تحليل پايداری روش ارائه شده با تئوری لياپانوف •

در اين مقاله کنترل حرکت يک ربات متحرک دارای يک تريلر، در 

های رو به عقب و رو به جلو مورد بررسي قرار گرفته است. روال حرکت 

باشد که در ابتدا برای توصيف حرکت سيستم، کاری بدين ترتيب مي

فضای دکارتي استخراج گرديده است.  معادلات سينماتيكي ربات را در

های کنترلي سيستم طراحي شده است. با سپس با تبديلات مناسب ورودی

های استفاده از تبديلات مورد نظر، امكان کنترل مناسب سيستم در حرکت 

رو به جلو و رو به عقب مهيا گرديده است. در ادامه پايداريسيستم حلقه 

ه دست آمده عملكرد مناسب الگوريتم بسته تحليل گرديده است. نتايج ب

مدلسازی  2دهد. بدين ترتيب در بخش کنترلي طراحي شده را نشان مي

رياضي ربات دارای يک تريلر در تعقيب يک مسير در فضای کارتزين 

، به طراحي قانون کنترل فيدبک با استفاده از 3ارائه شده است. در بخش 

فضای دکارتي به فضايي جديد  ای و انتقال معادلات ازتبديلات زنجيره 

پرداخته شده است و پايداری سيستم حلقه بسته مورد تحليل و بررسي قرار 

، نتايج بدست آمده از اعمال الگوريتم کنترلي 4گرفته است. در بخش 

بندی جمع  5طراحي شده به سيستم، ارائه و تحليل گرديده است. در بخش  

 ته است.نتايج حاصل از روش پيشنهادی صورت پذيرف 

 

مدلسازي ربات متحرک داراي تريلر و   -2

 بندي مسألهفرمول

های رباتهای متحرک چرخدار در بحث يكي از مهمترين ويژگي

باشد. به عبارت ديگر فرض سينماتيک، وجود قيدهای غيرهولونوميک مي

های ربات در ای است و از لغزش چرخشود حرکت ربات صفحهمي

شود. قيود غيرهولونوميک حرکت رو به جلو و رو به عقب صرف نظر مي 

های تعميم يافته سيستم ای ميان مختصات تعميم يافته سيستم و سرعترابطه

و  چرخباشند. از لحاظ مفهومي، اين قيود مربوط به عدم لغزش بين مي

کند. حضور قيود سطحي است که ربات بر روی آن حرکت مي

باشد، ها ميرهولونوميک يک پديده مهم در سينماتيک اين نوع سيستمغي

. رابطه بين سينماتيک کلي ربات و قيود مختلف آن از جمله قيود غير [36]

توان هولونوميک نسبت به سرعتهای تعميم يافته سيستم، خطي بوده و مي

 اين رابطه را به صورت زير بيان نمود:

𝐴𝑇(𝜉)𝜉̇ = 0 (1) 

 mتعداد قيدهای سيستم و n باشد که مي n×mماتريس  A (ξ)که در آن  

وضعيت ربات   1با توجه به شكل  تعداد مختصات تعميم يافته سيستم است.  

ξمتحرک نسبت به دستگاه مرجع با بردار  = (x y θ0 θ1)
T  

,x)شود، که در آن نشان داده مي y)  ی مختصات نقطهPm  د و باشميθ0 

گيری تريلر نسبت به دستگاه مرجع را جهت θ1گيری ترکتور و جهت

)نقطه مرجع بر روی   Pmروی ترکتور و    مفصلفاصله بين    dدهد.  نشان مي

باشد. برای ربات متحرک چرخدارِ دارای يک تريلر ماتريس تريلر( مي 

  باشد:قيدی به صورت زير مي

𝐴(𝜉) = [
sin 𝜃0 −cos 𝜃0 0
sin 𝜃1 −cos𝜃1 0

    
−𝑑 cos(𝜃0 − 𝜃1)

0
] (2) 

را  زيروجود دارد که رابطه  S(ξ)، يک ماتريس A(ξ) ماتريسبرای اين 

 کند:ارضا مي

𝑆𝑇(𝜉)𝐴𝑇(𝜉) (3)  

 باشد:مي زير يک تريلر، به صورت رابطه  رباتبرای يک  S(ξ)ماتريس 

 

𝑆(𝜉) =

(

 
 

𝑐𝑜𝑠 𝜃0 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1) 0

𝑠𝑖𝑛 𝜃0 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1) 0
0 1

1

𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1) 0

)

 
 

 (4) 

 توان مدل سينماتيكي سيستم را به صورت زير بيان کرد:بدين ترتيب ميو  

 

𝜉̇ = 𝑆(𝜉) 𝑢 (5)  

uکه در اين رابطه،   = [u1 u2]T  باشد که های سيستم ميبردار ورودی

ورودی سرعت  u2، ورودی سرعت خطي ترکتور بوده و u1در آن 

بايد با توجه به   u2و    u1های  ورودی  معرفيباشد. برای  دوراني ترکتور مي

گيرد و اين زاويه فرمان اينكه ربات به صورت مستقل زاويه فرمان جدا نمي

های محوری ترکتور به وجود از طريق اختلاف در سرعت و دوران چرخ

نترلي سينماتيكي به عنوان اولين ورودی ک u1آيد. با اين تعاريف، مي

  گردد:سيستم به صورت زير تعريف مي
 

𝑢1 =
𝑟

2
(�̇�𝑟 + �̇�𝑙) (6) 
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و زاويه دوران چرخ چپ  δrکه در آن زاويه دوران چرخ راست ترکتور 

باشد. بنابراين ورودی ترکتور مي هایچرخشعاع  rباشد و مي δlترکتور 

 آيد.به ترتيب زير به دست ميکنترلي سينماتيكي فرمان نيز 

𝑢2 =
𝑟

𝑏
(�̇�𝑟 − �̇�𝑙) (7) 

های ترکتور يا همان طول محور حرکتي فاصله بين چرخ bکه درآن 

برای توصيف سيستم، ربات مورد نظر   1باشد. با توجه به شكل ترکتور مي

دريافت فرمان برای باشد که نحوه  دار دارای يک تريلر مييک ربات چرخ

ی مناسب، ربات بدين ترتيب است که با ايجاد اختلاف سرعت به اندازه 

متغير مسير مطلوب ربات   s  .رساندربات را به زاويه و جهت مطلوب آن مي

کننده بيان  θeباشد. همچنين  بيان کننده فاصله تريلر از مسير مطلوب مي  hو  

باشد. وضعيت زاويه بين بردار مماس بر مسير با راستای محور تريلر مي

ربات متحرک دارای تريلر در مسأله تعقيب مسير با بردار مختصات تعميم 

qيافته  = (s h θe x y θ0 θ1)
Tشود. در مي ، نشان داده

، ربات دارای تريلر با يک شرايط اوليه دلخواه نسبت به مسير مرجع 1شكل  

 خص شده است.مش

 
 دارای تريلر و مسير مرجع ربات متحرک :1شكل 

ناميم. هدف از کنترل مي hتا مسير مرجع را  Pmفاصله عمودی نقطه 

های کنترلي ربات را به سمت مسير سيستم آن است که با اعمال ورودی

مرجع هدايت نمايند تا خطای انحراف ربات از مسير مطلوب، به صفر ميل 

پارامتر تعريف کننده زاويه تريلر  θeکند. از آنجايي که طبق رابطه زير، 

ر توانيم خطای زاويه تريلر نسبت به مسيباشد، مينسبت مسير مرجع مي

 مرجع را به صورت زير بيان کنيم.

𝜃𝑒 = 𝜃1 − 𝜃𝑠 (8) 

 توان به صورت زير بيان نمود:را مي C(s)با توجه به تعريف انحنای مسير

𝐶(𝑠) =
𝜕𝜃𝑠
𝜕𝑠

 (9) 

 توان به صورت زير نوشت:سازی عبارت فوق را ميبرای ساده 

𝐶(𝑠) =
𝑑𝜃𝑠
𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 (10) 

بدين ترتيب نرخ تغييرات زاويه محور تريلر نسبت به مسير مرجع بر حسب  

 آيد:زمان به صورت زير به دست مي

�̇�𝑠 = 𝐶(𝑠)�̇� (11) 

 داريم:  (8)ی رابطه مشتق در (11) با جايگذاری رابطه

�̇�𝑒 = 𝑢2
′ − 𝐶(𝑠)�̇� (12) 

u2که در آن 
′ = θ̇1 باشد. از ورودی دوراني اعمال شده به تريلر مي

 ی زير را نوشت:توان رابطهمعادلات هندسي نيز به راحتي مي

𝑂𝑃𝑚 = 𝑂𝑃𝑠 + 𝑃𝑠𝑃𝑚 (13) 

PsPmکه در آن  = hjs از بردار مكاني  گيریمشتق. باOPs توان نيز مي

 نوشت:

𝑑𝑂𝑃𝑠
𝑑𝑡

= �̇�𝑗𝑠 (14) 

 :داريم (14) هاز رابط استفادهبا  (13) هاز رابط گيریمشتق

𝜕𝑂𝑃𝑚
𝜕𝑡

=
𝜕𝑂𝑃𝑠
𝜕𝑡

+ ℎ̇𝑗𝑠 − ℎ𝐶(𝑠)�̇�𝑖𝑠 (15) 

 سازی جملات خواهيم داشت:گيری و ساده  مشتقپس از 

𝜕𝑂𝑃𝑚
𝜕𝑡

= �̇�(1 − ℎ𝐶(𝑠))𝑖𝑠 + ℎ̇𝑗𝑠 (16) 

 توان نوشت:ديگر توجه به سينماتيک ربات متحرک مي سویاز 
𝜕𝑂𝑃𝑚

𝜕𝑡
= 𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1) 𝑖𝑠 +

𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1) 𝑗𝑠  
(17) 

در کنار  (17)و  (16)های روابط برابر قرار دادن مولفه بابدين ترتيب 

طبق معادلات زير به دست  θ̇eو  ṡ ،ḣروابط بيان کننده  (12)ی معادله

 کنند.ها بيان ميآيند که سينماتيک کلي سيستم را بر حسب ورودیمي

{
 
 
 
 

 
 
 
 �̇� =

𝑢1 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑒) 𝑐𝑜𝑠(𝜃0−𝜃1)

1−ℎ 𝐶(𝑠)
   

ℎ̇ = 𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)       

�̇�𝑒 =
𝑢1

𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1) − �̇� 𝐶(𝑠)

�̇� = 𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃0 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)      

�̇� = 𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃0 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)      

�̇�1 =
𝑢1

𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1)                 

�̇�0 = 𝑢2                                         

  (18) 

به عنوان ورودی اول، امكان کنترل سرعت خطي ربات   u1در اين سيستم،  

نيز به عنوان دومين ورودی به سيستم، امكان کنترل   u2آورد و  را فراهم مي

کند و طبق قوانين کنترلي، بايد به زاويه دوران و فرمان ربات را فراهم مي

𝑗
𝑠
 

1

𝑖𝑠 

𝜃1 

reference path 

ℎ 

𝜃𝑒 

𝑠 

𝑃𝑠 

𝜃0 

𝑦 

𝑥 𝑂 

𝑢2 

𝑖 

𝑑 
𝑃m 

𝜃𝑠 

𝑗 
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، گونه عمل شود تا تريلر بتواند به مكان مطلوبش بر روی مسير مرجع برسد

شود. تفسير عمل مي زيربه ترتيب  θ̇eو  ṡ ،ḣ. برای به دست آوردن [37]

 آورده شده است. 1م از متغيرهای سينماتيكي سيستم در جدول هر کدا
 : پارامترهای سينماتيكي ربات دارای يک تريلر 1جدول 

 پارامتر  توصيف 

 𝜃0 زاويه ترکتور نسبت به افق 

 𝜃1 زاويه تريلر نسبت به افق 

 𝜃𝑒 زاويه تريلر نسبت به محور مماس بر مسير 

 ℎ فاصله تريلر نسبت به مسير مرجع

 𝑠 متغير مسير 

 𝑥 های تريلر  موقعيت افقي محل مرکز خط واصل چرخ 

 𝑦 های تريلر  موقعيت عمودی محل مرکز خط واصل چرخ 

 

 طراحي قانون کنترلي تعقيب مسير مرجع  -3

در اين مسئله هدف طراحي قوانين کنترلي لازم به منظور تعقيب مسيرهای 

باشد. به صورت کلي کنترل حرکت ميمرجع مطلوب در فضای کارتزين  

باشد. در اين مسأله های متحرک مييكي از مسائل مهم در زمينه ربات

ربات متحرک با شروع از يک شرايط اوليه مشخص به دنبال تعقيب يک 

مسير مرجع مطلوب در فضای کارتزين است، که در اين مقاله مورد 

رلي پايدار طراحي شود، بررسي قرار گرفته است. در صورتي که قانون کنت

های اعمالي به آن به سمت مسير مطلوب همگرا ربات متحرک با ورودی

توان به اين صورت تحليل کرد که در . اين موضوع را مي[38]شود، مي

هر لحظه ربات متحرک يک نقطه مشخص از مسير زماني را به عنوان نقطه 

ا برای رسيدن به گيرد و سرعت خطي و دوراني معيني رمرجع در نظر مي

ی کند و در لحظات بعد نيز دوباره يک نقطهآن نقطه از مسير تعيين مي

گيرد. با توجه به اين توضيحات، ديگر را به عنوان هدف مسير درنظر مي

شوند که خطای تعقيب ورودی های کنترلي سيستم به گونه ای طراحي مي

 کند.جع ميل ميبا گذشت زمان از بين رفته و ربات متحرک به مسير مر

xrبرای طراحي مسير مرجع، ابتدا  = xr(t), yr = yr(t)  را به عنوان

گيريم، سپس با گرفتن مشتق اول و دوم از اين مسير مطلوب در نظر مي

که در محاسبات آن  مطلوبهای مورد نياز مسير مرجع ها، پارامترعبارت

ياز انحنای آوريم. نخستين پارامتر مورد نشود را به دست مياستفاده مي

نيز ظاهر شده بود، اين پارامتر را برای  (18)مسير است که در معادلات 

 توان به صورت زير به دست آورد:يک مسير تابع زمان در صفحه مي

𝐶 =
�̇�𝑟�̈�𝑟−�̇�𝑟�̈�𝑟

(�̇�𝑟
2+�̇�𝑟

2)
3
2

  (19) 

 يا متغير با زمان باشد. ثابتتواند اين پارامتر مي 

برای طراحي قانون کنترلي سيستم ابتدا معادلات سيستم را با استفاده از 

دهيم. برای اين منظور سه ای، به فضای جديدی انتقال ميتبديلات زنجيره 

انتقال  (20)را با تبديلاتي به معادلات  (18)معادله نخست معادلات 

 دهيم:مي

{

�̇�1 = 𝑣1    
�̇�2 = 𝑣1𝑧3
�̇�3 = 𝑣2    

    (20) 

توان به صورت ها، سيستم را مي viها و  ziبدين منظور با معرفي مناسب 

را   v1و در پي آن   z1ای، فوق توصيف کرد. برای رسيدن به قالب زنجيره 

 کنيم:به ترتيب زير تعريف مي

𝑧1 = 𝑠 (21) 

 آيد:به ترتيب زير به دست مي s ،v1گيری از با مشتق

𝑣1 = �̇� =
𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)

1 − ℎ𝐶(𝑠)
 (22) 

ż1بنابراين رابطه  = v1  که معرف معادلات  (18)برقرار است. از روابط

 است نيز داريم: سيستمسينماتيک 

ℎ̇ = 𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1) (23) 

مرتب کنيم رابطه فوق  v1را بر حسب  ḣسازی و اينكه بتوانيم  برای ساده 

 کنيم:مي بازنويسيرا به صورت زير 

ℎ̇ =
𝑢1 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)

1 − ℎ𝐶(𝑠)
(1

− ℎ𝐶(𝑠)) 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒  

(24) 

 داريم: (22)با جايگذاری از 

ℎ̇ = 𝑣1(1 − ℎ𝐶(𝑠)) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 (25) 

z2بنابراين با انتخاب  = h  رابطه فوق معادلهż2 = v1z3  را محقق

را به  z3ای، سوم معادلات زنجيره  رابطهسازد. حال برای رسيدن به مي

 کنيم:صورت زير تعريف مي

𝑧3 = (1 − ℎ𝐶(𝑠)) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 (26) 

 آيد.به دست مي  (27)به صورت رابطه    v2ی فوق،  با مشتق گرفتن از رابطه

�̇�3 = (−ℎ̇𝐶(𝑠) − ℎ
𝜕𝐶

𝜕𝑠
�̇�) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 + (1 −

ℎ𝐶(𝑠))(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑒)�̇�𝑒 = 𝑣2  
(27) 

ż3ای نيز به صورت بنابراين رابطه سوم معادلات زنجيره  = v2  برقرار

های کنترلي اعمالي به سيستم، با توجه به اينكه است. برای تعيين ورودی

دو ورودی به منظور کنترل سرعت خطي و همچنين کنترل سرعت دوراني 

ترکتور برای هدايت تريلر به سمت مسير مرجع داريم، به ترتيب زير عمل 

 (22)کنيم. برای تعيين ورودی کنترلي سرعت خطي ترکتور از رابطه مي

 کنيم.به صورت زير استفاده مي

𝑢1 =
𝑣1(1 − ℎ𝐶(𝑠))

𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)
 (28) 

کنيم. برای در اين روش سرعت رو به جلوی ربات را ثابت فرض مي

شود و برای اين منظور، لياپانوف استفاده ميکنترل اين سيستم از تئوری 

گيريم )لازم به ذکر است که ارضای اين شرايط شرايط زير را در نظر مي
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دادن  رخبرای جلوگيری از قرار گيری سيستم در حالت تكين و 

 هايي همچون پديده قيچي شدن لازم و ضروری است(:پديده 

|𝜃𝑒| <
𝜋

2
 (29) 

|𝜃0 − 𝜃1| <
𝜋

2
 (30) 

0 < ℎ𝐶(𝑠) < 1 (31) 

و  hبرای تحليل پايداری سيستم از آنجا که هدف ميل کردن متغيرهای 

θe در  (32)بنابراين تابع کانديدای لياپانوف را به صورت  ،به صفر است

 :گيريمنظر مي

𝑉 =
1

2
(𝑧2
2 +

1

𝑘2
𝑧3
2) (32) 

 از آن داريم: گرفتنبا مشتق 

�̇� = 𝑧2𝑣1𝑧3 +
1

𝑘2
𝑧3𝑣2 (33) 

 (34)را به صورت رابطه  v2مجانبي،  صورتبرای پايدار شدن سيستم به 

 که نحوه انتخاب آن، در ادامه توضيح داده شده است. گيريمدر نظر مي

 

𝑣2 = −𝑘2𝑧2𝑣1 − 𝑘3𝑧3|𝑣1| − 𝑘0|𝑣1| ∫ 𝑧2𝑣1
𝑡

0
𝑑𝑡  (34) 

 

( منفي معين V̇برای پايدار شدن سيستم بايد مشتق تابع کانديدای لياپانوف )

يده، به صورت بالا معرفي گرد که v2گردد. بدين منظور از اعمال تابع 

برای منفي معين کردن مشتق تابع  v2شود. دو جمله اول استفاده مي

خواهيم  (33)در  (34)کانديدای لياپانوف استفاده شده است. با اعمال 

V̇داشت:  = −
k3

k2
|v1| z3

2 −
k0

k2
|v1|z3 ∫ z2v1

t

0
dt  همانگونه که

گير است و جمله دوم با داشتن انتگرال شود جمله نخست منفي  مشاهده مي

گردد که اثر آن در منفي معين بين رفتن خطای حالت ماندگار ميباعث از  

شدن مشتق تابع کانديدای لياپانوف نيز در زير تحليل گرديده است. جمله 

بررسي   (26)دوم در مشتق تابع لياپانوف را به صورت زير با جايگذاری از  

 :کنيممي

−
𝑘0

𝑘2
|𝑣1|𝑧3 ∫ 𝑧2𝑣1

𝑡

0
𝑑𝑡

(26)
⇒  −

𝑘0

𝑘2
|𝑣1|(1 −

ℎ𝐶(𝑠)) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 ∫ 𝑧2𝑣1
𝑡

0
𝑑𝑡  

(35) 

 ( داريم:31دانيم که با توجه به فرض )مي
𝑘0

𝑘2
|𝑣1|(1 − ℎ𝐶(𝑠)) > 0  (36) 

 ( عبارت زير را داريم:35همچنين در رابطه )

𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒∫ 𝑧2𝑣1

𝑡

0

𝑑𝑡
(22)
⇒   

𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 ∫ (
𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0−𝜃1)

1−ℎ𝐶(𝑠)
ℎ)

𝑡

0
𝑑𝑡      

(37) 

 رسيم:( به عبارت زير مي31( و )30(، )29های )با اعمال شرط

𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒∫ (
𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)

1 − ℎ𝐶(𝑠)
ℎ)

𝑡

0

𝑑𝑡 > 0 (38) 

توان نتيجه گرفت که مي (38)و  (36)در نتيجه با توجه به روابط 

−
k0

k2
|v1|z3 ∫ z2v1

t

0
dt < -شرط لياپانوف ارضا مي ترتيبو بدين  0

 شود.شود و پايداری مسئله اثبات مي

ای حال برای کنترل سيستم با اثبات پايداری سيستم در فضای زنجيره 

ی از رابطه v2با داشتن های کنترلي فيزيكي بايد محاسبه گردند. ورودی

بايد محاسبه نمود که   (27)اني سيستم را از رابطه  ورودی کنترلي دور  (34)

 به صورت زير است:

 

𝑣2 = (−ℎ̇𝐶(𝑠) − ℎ
𝜕𝐶(𝑠)

𝜕𝑠
�̇�) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒 + (1 −

ℎ𝐶(𝑠))(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑒)�̇�𝑒      
(39) 

u2ی و محاسبه (39)در  (12)از  جايگذاریبا 
 :داريم ′

 

𝑢2
′ =

𝑣2 + (ℎ̇𝐶(𝑠) + ℎ
𝜕𝐶
𝜕𝑠
�̇�) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒

(1 − ℎ𝐶(𝑠))(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑒)  
+  𝐶(𝑠)�̇� (40) 

 خواهيم داشت: (34)با جايگذاری از 
 

𝑢2
′

=
−𝑘2𝑧2𝑣1 − 𝑘3𝑧3|𝑣1| − 𝑘0|𝑣1| ∫ 𝑧2𝑣1

𝑡

0
𝑑𝑡

(1 − ℎ𝐶(𝑠))(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑒)  

+
(ℎ̇𝐶(𝑠) + ℎ

𝜕𝐶
𝜕𝑠
�̇�) 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑒

(1 − ℎ𝐶(𝑠))(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑒)  
+ 𝐶(𝑠)�̇� 

(41) 

u2با توجه به آنكه 
باشد، اما ای تريلر مي( سرعت زاويه41در رابطه ) ′

ای ترکتور ورودی کنترلي دوم در سيستم ربات دارای تريلر سرعت زاويه 

 ( داريم:18در معادلات ) θ̇1ی با استفاده از رابطه ،است

 

𝑢2
′ =

𝑢1
𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1) (42) 

 ( داريم:42)ی گيری از معادلهبا مشتق

�̇�2
′ =

�̇�1

𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1) +

𝑢1

𝑑
(𝑢2 −

𝑢1

𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 −

𝜃1)) 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)  
(43) 

در نتيجه ورودی کنترلي فرمان بر روی ترکتور به ترتيب زير به دست 

 آيد: مي

𝑢2  =
(�̇�2
′ −

�̇�1
𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1)) 𝑑

𝑢1 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 − 𝜃1)

+
𝑢1
𝑑
𝑠𝑖𝑛(𝜃0 − 𝜃1) 

(44) 

 آيند.های کنترلي سيستم به دست ميبنابراين بدين ترتيب ورودی
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 نتايج بدست آمده  -4

های کنترلي طراحي شده و در نظر گرفتن ضرايب کنترلي با اعمال ورودی

 .شود، نتايج بدست آمده ارائه مي2جدول و پارامترهای هندسي بر اساس 

الگوريتم کنترلي  شود،همانگونه که در دياگرام کنترلي ديده مي

و قوانين کنترلي را   کندپارامترهای مسير مرجع را در هر لحظه دريافت مي

 .نمايدتوليد نموده و به سيستم اعمال مي

 

 هندسي و کنترلي سيستمپارامترهای  2جدول 

 مقدار توصيف  پارامتر 

𝒌𝟎  2 ( 34بهره کنترلي )رابطه 

𝒌𝟐  2 ( 34بهره کنترلي )رابطه 

𝒌𝟑  2 ( 34بهره کنترلي )رابطه 

𝒅  0.15 (18)رابطه طول محور اتصال ميان ترکتور و تريلرm 

𝒓 0.03 های رباتشعاع چرخm 

𝒃 0.12 های ترکتور فاصله بين چرخm 

 دياگرام کنترلي سيستم نمايش داده شده است. 2در شكل 

 

 
 دياگرام کنترلي سيستم  :2شكل 

 

به های کنترلي درباره پارامترهای کنترلي لازم است توجه شود که بهره 

نمودن پايداری سيستم حلقه بسته مقاديری مثبتي فرض منظور برآورده 

نيز بايد برای جلوگيری از  (31)و  (30)، (29)از طرفي شرايط  اند. شده 

قرارگيری ربات در حالت تكين و يا روبرو شدن ربات با پديده قيچي، در 

و  مناسب زمان عملكردروابط لحاظ شوند. بنابراين برای داشتن هم 

سعي و با استفاده از روش های کنترلي ، بهره ي معقول های کنترلورودی

های و بررسي همزمان عملكرد سيستم حلقه بسته و مقدار ورودی خطا

که پايداری مسئله تعقيب مسيرهای از آنجايي اند.انتخاب گرديده  کنترلي

های مناسب اثبات شده است، بنابراين حرکت زماني ربات با اعمال ورودی

با شروع از شرايط اوليه مختلف و با گذشت زمان محدودی، رود  انتظار مي

گذرای های خطاهای تعقيب مسير ربات، حول صفر همگرا شده و پاسخ

سيستم از بين رفته و ربات مسيرهای حرکت مرجع را دنبال کند. در شكل 

شكل در صفحه کارتزين توسط ربات دارای يک تريلر و   8مسير مرجع    3

.Iط اوليه  با شروع از شراي C. .Iو    1 C. هم از داخل مسير و هم از خارج   2

. شرايط اوليه به صورت زير شودآن در حرکت رو به جلو تعقيب مي

 انتخاب شده است.

𝐼. 𝐶. 1 = [0 −1 0 0 5 𝜋 𝜋 ]𝑇  
𝐼. 𝐶. 2 = [0 0.2 0 0 3.8 𝜋 𝜋 ]𝑇 

 
 شکل در حرکت رو به جلو 8مسیر حرکت ربات و مسیر مرجع  :3 شکل

 

شود، تريلر ربات به صورت مجانبي ، همانگونه که ملاحظه مي3در شكل 

کند و با شروع از شرايط اوليه مختلف مسير مرجع به مسير مرجع ميل مي

 در  شكل  8  مرجع  مسير  4 شكل . درکندرا در حرکت رو به جلو دنبال مي

 اوليه شرايط از شروع با و تريلر يک دارای ربات توسط کارتزين صفحه

I.C.1  و  I.C.2  جلو  به  رو  حرکت  در  آن  خارج  از  هم  و  مسير  داخل  از  هم 

 .شودمي تعقيب

 

 
 شكل در حرکت رو به عقب 8مسير حرکت ربات و مسير مرجع  :4شكل 

شود، تريلر ربات به صورت مجانبي به مسير مرجع همچنان که ملاحظه مي

نمودارهای خطای تعقيب مسير تريلر برای شرايط   5کند. در شكل  ميل مي

.Iاوليه  C.  در حرکت رو به عقب ارائه شده است. 1

 

𝐶(𝑠) 

𝜃𝑠 

𝑞 Control 

Algorithm 

 

Path 

Planner 
𝑢 

𝑃m 

1

1

𝑢2 

𝜃1 

𝜃0 
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.Iخطای تعقيب مسير برای شرايط اوليه  های سيگنال  :5 شكل C. 1 

رسم   yو    xمقادير خطای سيستم در راستاهای   شودهمانطور که ديده مي

اند که مقادير خطای صورت کلي بيانگر آناند. اين نمودارها به شده 

موقعيتي ربات با گذشت يک زمان محدود از بين رفته و در حاشيه مناسبي 

.I، با اعمال شرايط اوليه 6. در شكل انداز مسير مرجع قرار گرفته C. در   1

حرکت رو به عقب، ورودی سينماتيكي اول مورد نياز سيستم برای 

 کنيم.اهده ميپايداری مجانبي سيستم را مش

 
.Iاولين ورودی کنترلي سينماتيكي برای شرايط اوليه  :6شكل  C. در حرکت   1

 رو به عقب 

.I، با اعمال شرايط اوليه 7در شكل   C. ، نمودار ورودی سينماتيكي دوم 1

 کنيم.سيستم برای رساندن آن به مسير مرجع را مشاهده مي

 
.Iورودی سينماتيكي دوم برای شرايط اوليه    : 7شكل   C.  در حرکت رو به عقب   1

 های کنترليشود، دامنه تغييرات ورودیميهمانطور که در نمودار مشاهده  

نامناسب ديده های کنترلي نوسانات در ورودی باشند.سيستم مناسب مي

شود که مشاهده مي 8در شكل باشد. و نمودار آنها هموار ميشود نمي

ای شكل در صفحه کارتزين توسط ربات دارای يک مسير مرجع دايره 

.Iتريلر با شروع از شرايط اوليه   C. .Iو    3 C. هم از داخل مسير و هم از   4

. شرايط اوليه برای اين شودخارج آن در حرکت رو به جلو تعقيب مي

 کنيم:مسير مرجع را به ترتيب زير اعمال مي

I. C. 3 = [0 1 0 0 3 𝜋 𝜋]T 

I. C. 4 = [0 −1 0 0 5 𝜋 𝜋]T 

 
 : مسير حرکت ربات و مسير مرجع دايره ای در حرکت رو به جلو8شكل 

شود، تريلر ربات با شروع از شرايط اوليه مختلف همانگونه که ملاحظه مي

ای ميل در حرکت رو به جلو به صورت مجانبي به مسير مرجع دايره 

مسير حرکت تريلر در تعقيب مسير مرجع دايروی در   9کند. در شكل مي

 حرکت رو به عقب با شرايط اوليه مختلف نشان داده شده است.

 
 مسير حرکت ربات و مسير مرجع در يک مسير دايره ای  9شكل 

شود با شروع از شرايط اوليه مختلف داخل و همانطور که ملاحظه مي

که با تغيير ضرايب   شودا ميبيرون مسير مرجع، ربات به مسير مرجع همگر

های کنترلي توان سرعت و دقت تعقيب را به هزينه ورودیکنترلي مي

، مسير مرجع سينوسي شكل در صفحه 10افزايش داد. در شكل  بالاتر

.Iکارتزين توسط ربات دارای تريلر با شروع از شرايط اوليه  C. و  5

I. C. مرجع را به ترتيب  تعقيب شده است. شرايط اوليه برای اين مسير 6

 کنيم:زير اعمال مي

I. C. 5 = [0 6 0 0 10 0 0]T 

I. C. 6 = [0 2 0 0 2 0 0]T 
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 مسير حرکت ربات و مسير مرجع سينوسي در حرکت رو به جلو 10شكل 

شود، تريلر به صورت مجانبي به در اين شكل نيز همچنان که ملاحظه مي

کند. لازم به ذکر است با توجه به اينكه مسير مسير مرجع سينوسي ميل مي

يک مسير بسته نيست، لذا در حرکت رو به  10مرجع سينوسي در شكل 

عقب برای اين مسير، ربات در خلاف جهت مسير حرکت کرده و با دقت 

رسد و ادامه حرکت سيستم در اين  و سرعت بسيار مناسبي به اين مسير مي

بر روی مسير مرجع به صورت رو به  حالت به اين گونه است که تريلر

 دهد.عقب به حرکت خود را ادامه مي

از نتايج بدست آمده مشخص است که الگوريتم کنترلي در تعقيب 

های رو به عقب و رو به جلو به خوبي های مرجع دکارتي در حرکترمسي

های کنترلي هموار بوده و در محدوده مناسبي قرار نمايد. ورودیعمل مي

همچنين الگوريتم کنترلي پيشنهاد شده دارای اين قابليت است که  دارند.

 های غيرهولونوميک نيز اعمال نمود.آن را برای ساير سيستم

 

 گيري نتيجه -5

در اين مقاله روشي برای کنترل تعقيب مسير در فضای دکارتي برای يک 

به  رو به عقب و رو هایدار دارای تريلر در حرکتربات متحرک چرخ

بر مبنای اين روش با استفاده از معادلات حرکت در  .جلو ارائه شده است

های کنترلي توليد ی، ورودیافضای فرنه و با استفاده از تبديلات زنجيره 

شده و به سيستم اعمال گرديدند. برای تحليل پايداری سيستم نيز از روش 

منفي معين  های کنترلي سيستم بر مبنایلياپانوف استفاده شد. ورودی

ساختن مشتق تـابع لياپـانوف به منظور تضمين پايداری سيستم حلقه بسته 

های مختلف نشان دهنده استخراج گرديدند. نتايج بدست آمده با مسير

رو به های کارآمدی روش ارائه شده برای کنترل تعقيب مسير در حرکت

ت تنظيم عقب و رو به جلو در هدايت ربات دارای يک تريلر است. قابلي

های با سرعت و دقت های الگوريتم ارائه شده امكان استخراج پاسخبهره 

سازد. با نتايج های کنترلي مختلف مهيا ميمناسب را به هزينه ورودی

-بينيم که سيستم با ورودیدريافتي از کارهای انجام شده در اين مقاله مي

و رو به جلو های رو به عقب های کنترلي ارائه شده به خوبي در حرکت

 کند. همچنين با تعميم الگوريتم ارائه شده به سمت مسير مرجع ميل مي

های دارای تعداد بيشتری تريلر را کنترل نمود. ورودی  هایتوان سيستممي

 مناسبي دارند. مقاديربوده و بدون نوسانات شديد  سيستم نيزکنترلي 

های مهمچنين الگوريتم کنترلي پيشنهاد شده برای ساير سيست

 .استبرداری با تغييراتي اندک قابل تعميم و بهره غيرهولونوميک نيز 
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