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بسته مورد توجه مهندسین  یابی به عملکرد مناسب سیستم حلقهها که همواره جهت دستکننده ترین کنترل ساده در عین حال  واربردترین یکی از پرک :چکیده 

ز،  خیهای مختلفی همچون زمانشود به بیانکننده تعریف میعملکرد مناسبی که برای یک سیستم در حضور کنترل باشد.  کننده تناسبی میکنترل است، کنترل 

از    های تواند در زماناست که خروجی میمشخصی    ادیرشود. اما از نگاه این مقاله عملکرد مناسب سیستم همان مقالازدگی ارائه مینشست و حداکثر ب زمان

ناریویی  در حقیقت س  .داشته باشندچه مقادیری  های زمانی مختلف  در بازه   ی تناسبیکننده های کنترل کند بهره بپذیرد و این است که تعیین می  ایپیش تعیین شده 

های متغیر با  بهره ای هستند که باید  های زمانیی بازه ها سازنده کند و این زمانوجی را در چند زمان تعیین میگیرد که مقدار خربرای خروجی مدنظر قرار می

ی رسیدن به این هدف تضمین شود، لازم است مقدار خروجی در هر راب   ی تناسبیکننده ی کنترل برای اینکه وجود بهره   .شود  اعمال   سیستم  ها، برهمین بازه 

بدست آمده    شرایط اولیه انواع  سیستم و  پارامتر  ی  هالتی مجاز برای انواع حااین محدوده ی حاضر  . در مقالهانتخاب شودی مجازی  زمان مشخص در محدوده 

ی  با توجه به اینکه در مقالهکتا نبوده و هر انتخابی از آن ویژگی خاص خود را دارد.  ی  جیهای مجاز خروکننده در برخی محدوده است. همچنین بهره کنترل 

در چند مرحله سوئیچ کنیم تا روند خروجی    ی تناسبی کننده توانیم به خوبی بین چند کنترل می  ، شده است  انجامنیز  غیرصفر    شرایط اولیه   با فرض این کار  حاضر،  

 باشد.   شده یینتع ش از پیسناریویی در زمان، روند 

 .  متغیر با زمان کننده تناسبیروند رفتار زمانی خروجی سیستم، بهره متناظر مقدار مطلوب خروجی، کنترل  کلمات کلیدی:

Designing of P controller to obtain desired time domain scenario of the 

output  

Mahdieh Hosseingholizadeh Alashti, Jafar Heyrani Nobari 

Abstract: One of the most applicable and simple controllers, which always attracts the researcher's attention to 

obtain a proper closed-loop performance, is the P controller. Proper performance of a system defined in the 

presence of controller has been proposed with different expressions like rising time, settling time and maximum 

overshoot. But in the view of this paper, the proper performance of the system is the output's specific value at 

predefined times and it determines the controller gains at time intervals. In reality, a scenario is considered for the 

output which defines output's values at several times .These times make time intervals and variable gains in these 

intervals must be applied to the system. To ensure the existence of the P controller gains for this purpose, the 

output value must be in an admissible range at any specific time. In this paper, this admissible range is obtained 

for different cases of a system parameter and initial value. Also, controller gain in some admissible ranges wasn't 

unique and each choice of it has its specific properties. Since in the present paper, this work is done with initial 

values, we can properly switch between several P controllers in some phases to achieve a predefined scenario of 

the output in the time domain. 

Key words: scenario of system output in time domain, corresponding gain of desired output value, time variable 

P controller. 
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 یابی به سناریوی زمانی مطلوب خروجیکننده تناسبی متغیر با زمان برای دستطراحی کنترل 

 زاده آلاشتی، جعفر حیرانی نوبریمهدیه حسینقلی

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 3, Fall 2020  1399، پاییز 3، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

 مقدمه  -1

معروف  PIDهای  کننده کنترل  کنترل از  کنترل  کننده ترین  در  ها 

کنترل   و  موتور  درایو  فرآیند،  کنترل  در  که  هستند  صنعتی  فرآیندهای 

دارند بسیاری  کاربردهای  بهره ]1[پرواز  تعیین  البته  بهینه.    PIDی  های 

م  ند تا الگوریتبرانگیز است و پژوهشگران بسیاری سعی کرده بسیار چالش

برای   جدیدی  استراتژی  بهره یا  البته    PIDهای  تعیین  دهند.  ارائه 

  مقاله این  ی  ایده توان  ولی میتنها تناسبی است  ی مقاله حاضر  کننده کنترل 

 گسترش داد. PID و  PD  هایکننده کنترل  را به

پارامترهای  روش تعیین  روش  PIDهای  دسته  دو  و  به  کلاسیک  های 

می تقسیم  با  هوشمند  روششوند.  از  همچون  استفاده  کلاسیک  های 

سیستم   ]2[  نیکولز-زیگلر پاسخ  در  بزرگی  بالازدگی  یا  شدید  نوسان 

و  ]3[های هوشمند همچون الگوریتم ژنتیکشود. اخیراً روشمشاهده می

ئه شده است. با تأثیر  ارا  PIDسازی  برای بهینه  1سازی ازدحام ذرات بهینه

کنترل چشم  بر  میکروپروسسورها  ویژگیPIDهای  نده کنگیر  های  ، 

زمان خودکار،  تنظیم  جمله  از  بهرهجدیدی  تطبیق    ]4[2بندی  و 

کنترل   ]5[همیشگی است  PIDهای  کننده به  شده  در    . ]1،6،7[افزوده 

دهد،  میتطبیقی با فرض اینکه تغییراتی در مدل سیستم رخ  مبحث کنترل 

انجام شده    ]9[  و   ]8[کند، مانند آنچه درکننده تغییر میهای کنترل بهره 

چه که در این مقاله به آن پرداخته شده این است که برای  است. اما آن 

 مقادیری خروجی در    قرارگرفتنیک سیستم مشخص و ثابت، به منظور  

ی هر  برا  کنندهی از پیش تعیین شده، ضرایب کنترل هایمشخص در زمان

 شوند.  میتعیین  ی زمانی بازه 

م، سعی  یکولز با بررسی پاسخ پله سیستن-های کلاسیک مانند زیگلرروش

های هوش مصنوعی  . الگوریتم]10[دارند  PIDهای مناسب  در یافتن بهره 

  PIDی  کننده نیز براساس تابع برازش، سعی در یافتن پارامتر بهینه کنترل 

کلاسیک و فازی توانستند به    PIDیب  دارند. برخی پژوهشگران با ترک

. در مقاله حاضر سیستم  ]11[پیدا کنند  پاسخ گذرا و ماندگار بهتری دست

می کنترل  سیستم  پله  پاسخ  بررسی  با  و  کلاسیک  صورت  ولی  به  شود 

کنترل بهره  جدیدهای  روش  به  گونه  کننده  به  می  ایو  که    شوندتعیین 

بدست آمده و    یهای مختلفبهره  ،های زمانیسری بازه درنهایت برای یک

   .شودبه سیستم اعمال می

پاسخ مطلوب براساس مواردی از جمله حداکثر  سیک ابتدا  در کنترل کلا

تعریف   ماندگار  حالت  خطای  یا  و  خیز  زمان  نشست،  زمان  بالازدگی، 

 
1 Particle Swarm Optimization (PSO) 

خروجی    مشخص  مقادیری حاضر پاسخ مطلوب  با  شود. اما در مقالهمی

 شود.عریف میخاص ت ات لحظ سریدر یک

ه مطرح است مقدار  ای کی تناسبی تنها مسألهبدین معنی که در تعیین بهره 

که    𝑦(𝑇)در مقدار    𝑇  در زمانخروجی  ای خروجی است. این که  نقطه

می تعیین  قرار  طراح  مدنظر  که  است  هدفی  تنها  باشد  داشته  قرار  کند 

فرم خروجی در زمانمی لذا  نقطهگیرد.  بین  نیست؛  های  ای اصلاً مطرح 

باشد.می داشته  فرمی  هر  و  زدگی  پایین  بالازدگی،  کار   تواند  این  در 

نقطهمسأله نگاه  مهم  است.  ی  خروجی  به  برای  ای  مقاله  این  نتایج 

هایی کاربرد دارد که بتوانند با سیستم مرتبه اول تقریب زده شوند  تمسیس

ی تناسبی  های مرتبه اول تنها با یک بهره و با توجه به اینکه برای سیستم

،  PDی  کننده ترل توان به اهداف موردنظر دست یافت و نیازی به کن می

PI    یاPID  تناسبی درنظر گرفته    ،کننده ی حاضر کنترل نیست، در مقاله

شود که همین بهره برای تأمین اهداف موردنظر  شده است و نشان داده می

می  دکفایت  لذا  ادامهکند.  اول،ر  مرتبه  سیستم  برای  مقاله،  بدون    ی  هم 

، نمودارهای  𝑇مشخص  با فرض زمان    شرایط اولیه و هم با شرایط اولیه،

بهره خروجی   کنترل برحسب  تناسبیکننده ی  تا    ی  است  شده  رسم 

کننده  های کنترل در آن انتخاب شود حتماً بهره   𝑦(𝑇)ای که اگر  محدوده 

طبق    𝑦(𝑇)ی وجود دارند بدست آید. در حقیقت با انتخاب درست  تناسب

.  )وجود بهره(آیندبدست می  حتماً  ی کننده تناسبهای کنترل نمودارها، بهره 

ثیرخاصی روی  أ ها تها بهره یکتا نبوده و هر کدام از آنمحدوده  در برخی

. درنهایت برای هر حالت  )یکتایی بهره(سیستم حلقه بسته خواهند داشت

که   شده  آورده  توابعهایش  بهره مثالی  از  استفاده  در با   𝑀𝐴𝑇𝐿𝐴𝐵  ی 

و    ته اجرا شده استبدست آمده است و سپس سیمولینک سیستم حلقه بس

است.  شده  داده  نشان  نیز  خروجی  مثال همه  نمودار  این  بر  ی  تأییدی  ها 

درست   انتخاب  که  هستند  نکته  این  به    𝑦(𝑇)صحت  را  ما  بهره  حتماً 

 رساند.  میمناسب تناسبی کننده کنترل 

دو زیر   شامل   که هر کدام   ندد ش   ارائه  3و    2دو بخش  در  این مطالب،  

برای حالتی است که مقدار اولیه خروجی صفر   2خش . ب هستند نیز  بخش 

ی خروجی غیرصفر لحاظ شده است. دو  مقدار اولیه  3است و در بخش  

نیز کدام    زیربخش  هر  پارامتر  برای  ازای  پارامتر    𝑎به  و  منفی   𝑎مثبت 

ای راجع به تحمیل شدن سناریو بر خروجی  اند. در نهایت نکتهتعریف شده 

  و   کننده تناسبیهای تعیین بهره کنترل گام  شرح   بیان شده است و پس از

از مقاله آورده    هاییقسمتهای الف تا ی اثبات  در پیوست  ،ی مقالهنتیجه

ی مقاله  و بدنهخواننده به آن مراجعه کرده    ،شده است تا در صورت نیاز

 افزایش نیابد. 

2 Gain Scheduling 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.3
.2

3 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

3.
2.

4 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

30
 ]

 

                             2 / 19

http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.3.23
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.3.2.4
http://joc.kntu.ac.ir/article-1-586-en.html


 به سناریوی زمانی مطلوب خروجی یابیکننده تناسبی متغیر با زمان برای دستطراحی کنترل 

 زاده آلاشتی، جعفر حیرانی نوبریمهدیه حسینقلی

25 
 

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 3, Fall 2020  1399، پاییز 3، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

اول -2 مرتبه  و    تناسبیکننده  کنترل  ، سیستم 

 مقدار اولیه صفر خروجی

صورت    مقاله  ایندر   به  اولی  مرتبه  𝐺(𝑠)سیستم  =
𝑦(𝑠)

𝑢(𝑠)
=

𝑏

𝑠+𝑎
و    

شود. ورودی مرجع پله  درنظر گرفته می𝑘 ی  ی تناسبی با بهره کننده کنترل 

ی زمانی خروجی  صفر فرض شده است. رابطهنیز  و مقدار اولیه خروجی  

𝑘1با فرض   = 𝑏𝑘  .به صورت زیر خواهد بود 

(1) 𝑦(𝑡) =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
 (1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑡) 

آیا   که  این سوال  پاسخ  به  از  برای رسیدن  انتخابی  هر   𝑦(𝑡)و    𝑡برای 

منحصر به فرد است یا خیر،    𝑘ای دست یافت و آیا این  𝑘به    توان حتماًمی

را   (1)ی در نظر بگیریم و رابطه 𝑇لازم است زمان را مقدار ثابت و مثبت  

کنیم  𝑘1برحسب   آن    .رسم  متغیر  تنها  که  جدید  را    𝑘1تابع    𝑓است 

 یعنی: نامیم.می

𝑓(𝑘1) = 𝑦(𝑇) 
بررسی دو حالت در    𝑎های مختلف  با این مفروضات و به ازای علامت

 گردد. این بخش ارائه می

 شد ت بامثب 𝒂پارامتر  -2-1

مدنظر است، لازم است به ازای    𝑘1به جهت اینکه رسم خروجی برحسب  

 ، مقدار خروجی بدست آید، لذا: 𝑘1چند مقدار مهم  

(2) 

𝑘1 = 0 ⇒ 𝑓 = 0 

𝑘1 → +∞ ⇒ 𝑓 → 1 

𝑘1 → −∞ ⇒ 𝑓 → −∞ 
𝑘1 = −𝑎 ⇒ 𝑓

=
0

0

𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙
→     𝑓 =

1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇 + 𝑇𝑘1𝑒
−(𝑎+𝑘1)𝑇

1
→𝑓 = −𝑎𝑇 

𝑘1با توجه به اکیداً صعودی بودن هر دو تابع  

𝑎+𝑘1
1)و     − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇)  ،

. توجه دارید که  نیز اکیداً صعودی است  𝑓یعنی تابع    ضرب دو تابعحاصل

گاه نباید انتظار  تعریف نشده است و هیچ  𝑓تابع    (𝑎,−𝑎𝑇−)در نقطه  

دانستن نقاط    𝑓رسید. برای رسم تابع    𝑎𝑇−به مقدار    𝑇  داشت در زمان

هایی مشتق تابع  𝑘1اکسترمم آن لازم است یعنی مشخص شود به ازای چه  

𝑓  با توجه به روابطی که  دهدیم نیز  جا تغییر علامت  و در آن  صفر است .

گاه  هیچ  𝑓که مشتق تابع    شودارائه شده است، اثبات می  الف  پیوستدر  

شکل  و به صورت    هیچ نقطه اکسترممی ندارد  𝑓شود و منحنی  یصفر نم

 خواهد بود.  1

با مقدار اولیه صفر خروجی و با استفاده  : در یک سیستم مرتبه اول  1قاعده  

𝑎، به ازای  ی تناسبیه کنند از کنترل  >   توان به خاص می  𝑇در یک    0

 𝑓(𝑘1)برای خروجی یا    𝑇𝑎−هر مقدارکمتر از واحدی به غیر از مقدار  

 بدست آمده یکتاست. 𝑘1رسید و  

,∞−)برابر    𝑓(𝑘1)دلیل: برد تابع   –به غیر از    (1 𝑇𝑎    کاملاً است و تابع

 (. 1یکنواست)مطابق با شکل 

باید از حل رابط  𝑘1:  1-1تبصره   بدست آید و    (1)ی غیرخطی  همتناظر 

تابعمی از  برد.    𝑀𝐴𝑇𝐿𝐴𝐵افزار  نرم  𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒  توان  بهره  منظور  بدین 

یا خطای مجاز   𝑇𝑜𝑙𝑓𝑢𝑛البته با انتخاب مقداری کوچک برای پارامتر  

 ب است.  اسخ مطلو همان پپاسخ، پاسخ تقریبی عددی تا حد زیادی دقیقاً

نکته1- 1نکته   تنها  تابع  :  از  استفاده  در  که  می   𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒ای  شود  مطرح 

برای   مناسب  اولیه  حدس  به شکل    𝑘1انتخاب  توجه  با  که  به  1است   ،

شود،  راحتی مقداری مثبت یا منفی به عنوان حدس اولیه درنظر گرفته می

با   همزمانالبته  اینکه  توجه  یک  خروجی    مقدار  به  در  در  خاص،  زمان 

انتخاب شده  1یعنی مطابق شکل    (1)ی غیرخطی  هی جواب رابطمحدوده 

 باشد.  
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به ازای   نمودار خروجی سیستم مرتبه اول با کنترل کننده تناسبی - 1شکل 

𝑎 > 𝑦(0)  و 0 = 0 
 1نمودار خروجی مثال  - 2شکل 
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توجه دیگر در مورد  :  2-1نکته   نقطه    1شکل  نکته جالب  این است که 

مرز پایداری و ناپایداری  دقیقاً در    (𝑎,−𝑇𝑎−)ناپیوستگی نمودار یعنی  

ی پایدار  بستهدر نهایت سیستم حلقهرخ داده است و اگر    بستهسیستم حلقه

𝑘، مقادیر  دمدنظر باش  > −𝑎    پارامتر 𝑘مثبت و مقادیر    𝑏به ازای  <

−𝑎  به ازای پارامتر𝑏   .منفی باید انتخاب شوند 

𝐺(𝑠)با فرض    -1مثال  =
4

𝑠+5
𝑘1و مقدار اولیه صفر خروجی؛ بهره      =

𝑏𝑘   تا کنترل باشد  چند  تناسبی  مقدار    کننده  در  سوم  ثانیه  در  خروجی 

 باشد.  10−

𝑎𝑇− جایی که ناز آ پاسخ: = ر  ، مقدا1شکل  است و با توجه به15−

محدوده   10− حتماًدر  و  گرفته  قرار  جواب  پایدار  یکتایی  بهره   ی  ی 

–  مقدار  با توجه به نزدیکی  وجود خواهد داشت. 𝑎𝑇    حدس 10−به ،

بهره   می  3−اولیه  گرفته  نظر  مقدار  شوددر  حدود  تابع (𝑎−)در   .

𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒   شکل  را بدست آورد و خروجی به صورت    4.748−ی بهره

بدست آمد که مقداری پایدار داشته و در ثانیه سوم در مقدار موردنظر    2

برحسب   خروجی  نموداردانستن دقیق    با قرار گرفته است. توجه داشتید که  

𝑘1 چقدر با اطمینان و به سرعت این کار انجام شد . 

 منفی باشد  𝒂پارامتر  -2-2

نیاز است نقاط اکسترمم آن مشخص    𝑓قبل برای رسم تابع ش  بخزیرمشابه  

آورده شده است، خروجی  پیوست ب   شوند. با توجه به استدلالی که در

𝑎به ازای   <  . باشد 3شکل تواند به سه صورت می 0

–وقتی   بنابراین 𝑇𝑎 = حداکثر مقداری که خروجی در زمان ،  است  2

ی ناپیوستگی تابع  و نقطه تاس  2کمتر از  تواند داشته باشدمی 𝑇مشخص  

–زمانی که    و.  گیردی در ماکزیمم مقدار آن قرار م 𝑇𝑎 ≠ است نیز    2

بیشتر از این  به  توان  یای در خروجی وجود خواهد داشت که نمبالازدگی

. همچنین نباید  بدست آید  𝑇و    𝑎و باید بر حسب   رسید  𝑇مقدار در زمان  

–انتظار داشت به مقدار   𝑇𝑎   در زمان𝑇 .دست یافت 

از  2قاعده   استفاده  با  و  صفر  اولیه  مقدار  با  اول  مرتبه  سیستم  یک  در   :

تناسبیه کنندکنترل  ازای  ی  به   ،𝑎 < مقدار  خاص    𝑇در یک    0 به هر 

آن   𝑘1  دست یافت که  توانیم  𝑓(𝑘1)برای خروجی یا  کمتر از واحدی  

آن یکتا نیست و    𝑘1ست و مقادیر بیشتر از یک آن محدود بوده و  یکتا ا

 توان رسید. نیز نمی 𝑇𝑎−به مقدار  

تابع   برد  بی  𝑓(𝑘1)دلیل:  منفی  مقد از  تا  واحد  نهایت  از  بزرگتر  اری 

 (. 3است)مطابق شکل 

: در صورت لزوم، برای بدست آوردن حداکثر مقدار بزرگتر  1-2تبصره   

𝑘1از واحد نیز کافی است پاسخ غیر از پاسخ بدیهی   = −𝑎  با حل  ا  ر

 آورد. بدست  (6) ی غیرخطیمعادله

که  :  2- 2تبصره   صورتی  𝑎𝑇−در  = از    2 بیشتر  مقادیر  به    2باشد 

   د.توان رسی نمی

چقدر    𝑎علامت پارامتر    1: توجه دارید که در مقایسه با بخش  1-2نکته  

داری و ناپایداری سیستم ز پایی خروجی تأثیرگذار بوده و مردر محدوده 

 حلقه بسته جابجا شده است. 

𝐺(𝑠)با فرض    -2مثال   =
5

𝑠−4
  𝑘1و مقدار اولیه صفر خروجی؛ بهره     

 1.99در مقدار    0.5خروجی در ثانیه    کننده تناسبی چند باشد تاکنترل 

 باشد. 

حالت   این  در  –پاسخ:  𝑇𝑎 = شکل    2 براساس  لذا  توان  می  3است. 

تواند به ازای دو مقدار  می  1.99رسید. همچنین مقدار    2ه مقدار  حداکثر ب

ها پاسخ پایدار دارد و دیگری ناپایدار. با  از بهره بدست آید. یکی از آن

–توجه به مقدار   𝑎 = که در مرز قرار گرفته یکبار حدس اولیه بهره    4

را بدست آورد  4.522ی  بهره  𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒انتخاب شد. بدین ترتیب   4.1

پایدا خروجی  اولیه  که  حدس  دیگر  بار  شد.  و    3.5ر  شد  انتخاب 

𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒    بدست آورد که خروجی ناپایدار شد.    3.538مقدار بهره را

در شکل   نتایج  دانستن    4این  با  که  داشتید  توجه  است.  داده شده  نشان 

حد دوراندیشی  و  دقت  با  خروجی  و  نمودار  شد  انتخاب  بهره  اولیه  س 

ست آمد. هدف موردنظر بد
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𝑎به ازای  نمودار خروجی سیستم مرتبه اول با کنترل کننده تناسبی  - 3شکل  < 𝑦(0)و  0 = 0 
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 ی متفاوت با دو پاسخ پایدار و ناپایدار به ازای دو بهره 2نمودار خروجی مثال  - 4شکل 

 

 ،ی غیرصفرمقاله یک گام فراتر رفته و با فرض مقدار اولیهی  حال در ادامه

 آید.ی خروجی بدست میمحدوده 

و    تناسبیکننده  سیستم مرتبه اول و کنترل  -3

 مقدار اولیه غیرصفر خروجی 

قبل،   بخش  صورت  مشابه  به  اول  مرتبه  𝐺(𝑠)سیستم  =
𝑏

𝑠+𝑎
و   

بهره کننده کنترل  با  تناسبی  استمی 𝑘 ی  ی  پله  مرجع  ورودی  و    باشد. 

𝑘1ی زمانی خروجی با فرض  . رابطهاست𝑦(0) مقدار اولیه خروجی =

𝑏𝑘    و زمان مشخص𝑇 .به صورت زیر خواهد بود 

(3) 𝑦(𝑇) =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
 (1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇)

+ 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0) 
عبارتی را به خروجی اضافه نموده    𝑦(0)غیر صفر بودن    ،(1)ی  طبق رابطه

نشان داده و برای    𝑓است و آن را با    𝑘1تابعی از    𝑦(𝑇)است. در حقیقت  

تحلیل   از  به صورت  قبل  بخش استفاده  دو بخش،  به   ،𝑓1 + 𝑓2  یم تقس

 که در آن:شود.می

(4) 

𝑓(𝑘1)

= 𝑦(𝑇), {
𝑓1(𝑘1) =

𝑘1
𝑎 + 𝑘1

(1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇)

𝑓2(𝑘1) = 𝑒
−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0)                

 

  ل قب  بخش کاملاً برابر عبارتی است که در    𝑓1عبارت    (4)ی  مطابق رابطه

  مثبت و به صورت  𝑎به ازای    1شکل  به صورت نمودار   و 𝑓تحت عنوان  

های مختلف  . حال به ازای علامتاستارائه شده  منفی    𝑎به ازای    3شکل  

𝑎   ی  محدوده𝑓2  م نتایج    آیدیبدست  از  استفاده  با  ،  قبل   بخشتا 

 . تعیین شود 𝑓ی  محدوده 

 مثبت باشد  𝒂پارامتر  -3-1

 𝑎های مختلف و با توجه به علامت مثبت    𝑦(0)ه ازای  ز بنی  𝑓2عبارت  

 باشد.  5شکل  ت صوریکی از دو  تواند به می

نشان داده   𝑓2و    1نشان داده شده در شکل  𝑓1به این ترتیب با استفاده از  

درشکل   نمودار 5شده   ،𝑓  می آنآیدبدست  در  که  حالتی  برای  ها  . 

𝑦(0) < ن کار آسان ودی بودن دو نمودار، ایاست به دلیل اکیداً صع   0

 باشد. می 6بوده و به صورت شکل  

𝐺(𝑠)با فرض  -3مثال   =
4

𝑠+0.5
 𝑘1خروجی؛ بهره     0.8و مقدار اولیه   

 3.5−در مقدار    10خروجی در ثانیه    کننده تناسبی چند باشد تا کنترل 

 باشد. 

اینکه   به  توجه  با  –پاسخ:  𝑇𝑎 + 𝑦0 = 𝑎و     4.2− = است،    0.5

ی موردنظر مقداری پایدار داشته باشد.  خروجی به ازای بهره   رودمی  انتظار

 0.4715−ره را  به  𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒انتخاب شد و    0.2−اولیه بهره  حدس  

است.    7بدست آورد که خروجی مطابق انتظار پایدار و به صورت شکل  

با اشراف به نمودار   ن  با اطمینا   𝑘1بر حسب    𝑓همچنین توجه دارید که 

 رای بهره بدست آمد. مقداری ب

0با توجه به اینکه به ازای  < 𝑦(0) < اکیداً صعودی و تابع    𝑓1تابع   1

𝑓2  بع  اکیداً نزولی است، فرم تا𝑓    باید تعیین شود. به این منظور باید ابتدا

به    هایاکسترمم  توجه  با  آید.  بدست  تابع    پیوست جآن  حالت  این  در 

 است.  6اکسترممی ندارد و نمودار آن مجدداً مطابق شکل 
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𝑎و   های مختلف𝑦(0)به ازای   𝑓2نمودار   - 5شکل  > 0   

1k

a−

1

)0(ye aT−

)0(yTa+−

f

  

به ازای   با کنترل کننده تناسبی و  یستم مرتبه اول نمودار خروجی س - 6شکل 

𝑎 > 𝑦(0)و   0 < 1   
 3نمودار خروجی مثال  - 7شکل 

، به  ی تناسبیه کنند: در یک سیستم مرتبه اول با استفاده از کنترل 3  قاعده

𝑎ازای   > 𝑦(0)و    0 < از  خاص    𝑇در یک     1 مقدار کمتر  به هر 

از   به غیر  𝑇𝑎−واحدی  + 𝑦(0)    برای𝑓(𝑘1)  توان رسید و  می𝑘1 

 یکتاست.

تابع  دلیل برد   :𝑓(𝑘1)  (−∞, نقطه  (1 از  غیر  𝑇𝑎−ی  به  + 𝑦(0) 

 (. 6شکل 6شکل است)مطابق 

𝑦(0)به ازای    𝑓حال مقادیری که   > ، بدست خواهدآمد.  پذیردمی  1

ا به  توجه  عبارت  با  عبارت    𝑓1ینکه  ولی  است  اکیداً    𝑓2اکیداً صعودی 

خروجی  نهایت  یهای در به شود که به ازای بهرنزولی است ابتدا اثبات می

 در چه مقادیری قرار خواهد داشت. 

𝑓1 =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
(1 −

𝑓2
𝑦(0)

)
               

 

𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
(1 −

𝑓2
𝑦(0)

)
               

+ 𝑓2 

𝑖𝑓 𝑘1 → −∞ ⇒
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
→ 1  

 : 5شکل و طبق   𝑦(0)و با توجه به مقدار  

𝑦(0) > 1 →
1

𝑦(0)
< 1

𝑓2>0
→  

𝑓2
𝑦(0)

< 𝑓2 → −
𝑓2
𝑦(0)

> −𝑓2 

 را مقداری مثبت تعریف کنیم:  ∆اگر 

−
𝑓2
𝑦(0)

= −𝑓2 + ∆ 
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 به این ترتیب: 

𝑖𝑓 𝑘1 → −∞ ⇒ 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 = 1 − 𝑓2 + ∆ + 𝑓2
= 1 + ∆> 1 

بزرگ    𝑦(𝑇)بنابراین   مقادیر  اما    𝑘1در  داشت.  مثبت خواهد  مقداری 

بدست آید. با توجه به    𝑓  هایبرای دانستن رفتار کامل آن باید اکسترمم

حتماً در یک نقطه    𝑦(𝑇)آورده شده است،    د  پیوست استدلالی که در  

𝑘1ی  اکسترمم و در نقطه = −𝑎    2ناپیوستگی دارد و اگر(𝑦(0) −

1) = 𝑎𝑇  پس    ی اکسترمم برابر است. هی ناپیوستگی با نقطباشد نقطه

  8شکل    صورت  یکی از سهتواند به  می  𝑓خروجی    𝑇در زمان مشخص  

 . باشد

، به  ی تناسبیه کنندسیستم مرتبه اول با استفاده از کنترل یک    : در4  قاعده

𝑎ازای   > 𝑦(0)و    0 >   ی مقادیری در بازهبه    خاص  𝑇در یک      1

(−𝑇𝑎 + 𝑦(0), مقدار  توان رسید  میحتماً    𝑓(𝑘1)برای     (∞+ و 

𝑇𝑎−  کمتر از + 𝑦(0)    آن سقفی دارد که باید برای هر𝑇    و𝑎    ای طبق

 بدست آورده شود.  (10)  یرابطه

تابع  دلیل برد   :𝑓(𝑘1)  مقداری از    از  𝑇𝑎−کمتر  + 𝑦(0)    مثبت تا 

𝑇𝑎−ی  به غیر از نقطه ،نهایتبی + 𝑦(0) (.  8شکل  است)مطابق 

نبوده و هم پاسخ  : مقدار بهره برای مقادیر کمتر از یک، یکتا  1-4  تبصره 

 تواند بدست آید.اسخ ناپایدار میپایدار و هم پ

𝐺(𝑠)با فرض   - 4مثال  =
4

𝑠+0.5
  𝑘1خروجی؛ بهره    2و مقدار اولیه   

 2−در مقدار  10خروجی در ثانیه   کننده تناسبی چند باشد تا کنترل 

 باشد. 

𝑇𝑎−پاسخ:  + 𝑦0 =  (∞+,3−)ی  در بازه  2−است و   3−

یست. با دو انتخاب  کتا نآن ی  𝑘1قرار دارد و چون کمتر از یک است  

، دو خروجی پایدار و ناپایدار بدست  𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒برای حدس اولیه بهره  

 1−پاسخی پایدار و به ازای حدس اولیه   0.3−آمد. با حدس اولیه  

 شود. ملاحظه می 9پاسخ ناپایدار حاصل شد که در  شکل  

 منفی باشد  𝒂پارامتر  -3-2

𝑎به ازای    𝑓1، عبارت  آمد  ست بد  ای که از قبل با توجه به نتیجه < 0 

  𝑦(0)نیز به ازای    𝑓2عبارت    اشد.ب  3شکل  به یکی از سه صورت  تواند  می

  باشد. می 10های مختلف به صورت شکل 

1k
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)0(yTa +−

extk−1
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aTyif =− )1)0((2
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f f

f

aTyif − )1)0((2 aTyif − )1)0((2

 
𝑎به ازای   با کنترل کننده تناسبی و  یستم مرتبه اول نمودار خروجی س - 8شکل  > 𝑦(0)و   0 > 1    
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 به ازای دو بهره متفاوت  4نمودار خروجی مثال  - 9شکل 

𝑦(0)به ازای  < ، با توجه  𝑓برای ساخت   𝑓2و   𝑓1، جمع دو عبارت   0

  11بوده و به صورت شکل به اکیداً صعودی بودن دو نمودار، کار آسانی 

 باشد. می

، به  ی تناسبیه کنند: در یک سیستم مرتبه اول با استفاده از کنترل 5قاعده  

𝑎ازای   < 𝑦(0)و    0 < از    𝑇در یک     0 مقدار کمتر  به هر  خاص 

𝑇𝑎−واحدی به غیر از   + 𝑦(0)    برای𝑓(𝑘1)  و مقدار توان رسید  می

بدست آورده    𝑎و    𝑇برای هر  بزرگتر از واحد آن سقفی دارد که باید  

 شود.

به    تا مقداری بزرگتر از واحد،  نهایتاز منفی بی  𝑓(𝑘1)دلیل: برد تابع  

𝑇𝑎−ی  غیر از نقطه + 𝑦(0) (. 11ابق شکل است)مط  

که   حالتی  0برای  < 𝑦(0) < 𝑦(0)و    1 > عبارت    1  𝑓1است، 

عبارت   ولی  است  لذ  𝑓2اکیداً صعودی  است.  نزولی  اثبات  اکیداً  ابتدا  ا 

بهر می ازای  به  به شود  در  قرار  یهای  مقادیری  چه  در  خروجی  نهایت 

 خواهد داشت.

𝑘1به ازای   → 𝑘1عبارت    ∞−

𝑎+𝑘1
با تقریب خوبی برابر واحد است و    

 به صورت زیر خواهد بود.  𝑓حد عبارت  

lim
𝑘1→−∞

𝑓 = lim
𝑘1→−∞

𝑘1
𝑎 + 𝑘1

(1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇)

+ 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0)

= lim
𝑘1→−∞

1

+ (𝑦(0) − 1)𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇  
0و چون   < 𝑦(0) < 𝑦(0))است عبارت   1 − مقداری منفی  (1

 خواهد داشت و لذا: 

lim
𝑘1→−∞

1 + (𝑦(0) − 1)𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇 = −∞ 

 

0به ازای    توان گفتمی  پیوست ه با توجه به   < 𝑦(0) < 𝑎و    1 < 0 

اگر    و  دارد  ناپیوستگی  و یک  اکسترمم  𝑎𝑇همواره خروجی یک  =

2(𝑦(0) − ی اکسترمم آن هی ناپیوستگی تابع همان نقط باشد نقطه   (1

 خواهد بود.  12به صورت شکل  𝑓بنابراین نمودار    خواهد شد.
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𝑎و   های مختلف𝑦(0)به ازای   𝑓2نمودار   - 10شکل  < 0   
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1k
a−

1

( )y T

)0(yTa+−

)0(ye aT−

 
به   نمودار خروجی سیستم مرتبه اول با کنترل کننده تناسبی و  - 11شکل 

𝑎ازای   < 𝑦(0)و   0 < 0    

𝑇𝑎−ی  خوب است محدوده  + 𝑦(0) ی هر حالت بدست آید. برا نیز 

𝑖𝑓 𝑇𝑎 > 2(𝑦(0) − 1) → (2 − 𝑦(0))

> (−𝑇𝑎 + 𝑦(0))
(2−𝑦(0))∈(1,2)
→          (−𝑇𝑎 + 𝑦(0)) < 2 

𝑖𝑓 𝑇𝑎 < 2(𝑦(0) − 1) → (2 − 𝑦(0))

< (−𝑇𝑎 + 𝑦(0))
(2−𝑦(0))∈(1,2)
→          (−𝑇𝑎 + 𝑦(0)) > 1 

𝑖𝑓 𝑇𝑎 = 2(𝑦(0) − 1) → (2 − 𝑦(0))

= (−𝑇𝑎 + 𝑦(0))
(2−𝑦(0))∈(1,2)
→          1 < (−𝑇𝑎 + 𝑦(0)) < 2 

 خواهد بود.  2  تواند داشته باشدلذا حداکثر مقداری که تابع می

، به  ی تناسبیه کنند: در یک سیستم مرتبه اول با استفاده از کنترل 6قاعده  

𝑎ازای   < 0و  0 < 𝑦(0) < خاص به هر مقدار کمتر   𝑇در یک    1

از   غیر  به  واحدی  𝑇𝑎−از  + 𝑦(0)    برای𝑓(𝑘1)  رسید  می و  توان 

امقدار   باید  بزرگتر  و  داشته  داشت که سقفی  نیز وجود خواهد  واحد  ز 

 بدست آورده شود.  𝑎و   𝑇ی هر  برا

به غیر    تا مقداری بزرگتر از یک،  نهایتاز منفی بی  𝑓(𝑘1)دلیل: برد تابع  

𝑇𝑎−ی  از نقطه + 𝑦(0)   (.  12است)مطابق شکل 

اشته  خروجی دتواند  : حداکثر مقدار بزرگتر از واحدی که می1-6تبصره  

 است.  2باشد حتماً مقداری کمتر از 

𝐺(𝑠)با فرض    -5مثال   =
4

𝑠−5
  𝑘1خروجی؛ بهره    0.5و مقدار اولیه    

 باشد.  15.3در مقدار    3خروجی در ثانیه    کننده تناسبی چند باشد تا کنترل 

𝑇𝑎−پاسخ:   + 𝑦0 = و    15.5 𝑇𝑎است  < 2(𝑦(0) − 1) 

، دو خروجی پایدار 𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒بهره    است. با دو انتخاب برای حدس اولیه

و   5.01ی  پاسخی پایدار با بهره   7و ناپایدار بدست آمد. با حدس اولیه  

اولیه   ازای حدس  بهره    7−به  با  ناپایدار  در    5−پاسخ  که  حاصل شد 

   شود.ملاحظه می 13شکل 

𝑦(0)در ادامه به ازای   > تواند بپذیرد را بررسی می 𝑓مقادیری که  1

 .کنیمیم

برای   که  استدلالی  0مشابه  < 𝑦(0) < بی  1 در  بهره  ازای  نهایت  به 

𝑦(0)به ازای    شد، > 𝑦(0))عبارت    1 − مقداری مثبت خواهد    (1

 داشت و لذا: 

lim
𝑘1→−∞

1 + (𝑦(0) − 1)𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇 = +∞ 

lim
𝑘1→+∞

𝑓 → 1 

𝑦(0)توان گفت به ازای  بنابراین می > 1 ،𝑓  اهد  مقداری مثبت خو

𝑇𝑎−عبارت   𝑎ن به دلیل منفی بودن علامت داشت. همچنی  + 𝑦(0) 

 مثبت و بزرگتر از یک است. 
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𝑎به ازای   نمودار خروجی سیستم مرتبه اول با کنترل کننده تناسبی و  - 12شکل  < 0و   0 < 𝑦(0) < 1 
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 به ازای دو بهره متفاوت  5نمودار خروجی مثال  - 13شکل 

اکسترمم باید  آن  کامل  رفتار  دانستن  برای  که  آن    هایاما  آید  بدست 

ندارد  پیوست یبراساس   اکسترممی وجود  لذا  هیچ  به صورت    𝑓تابع  . 

ازای    14شکل  14شکل   به  بنابراین  بود.  𝑎خواهد  < مقادیر   0 و 

𝑦(0) > برای    1 یک  از  بزرگتر  مقدار  هر  دست  می  𝑦(𝑇)به  توان 

 .  یافت

1k
a−

)0(ye aT−

1)0( yif

f

)0(yTa+−

1

 
به   مرتبه اول با کنترل کننده تناسبی و نمودار خروجی سیستم  - 14شکل 

𝑎ازای   < 𝑦(0)و   0 > 1    

، به  ی تناسبیه کنند: در یک سیستم مرتبه اول با استفاده از کنترل 7  قاعده

𝑎ازای   < 𝑦(0)و  0 > به هر مقدار بزرگتر از   خاص  𝑇در یک     1

𝑇𝑎−واحدی به غیر از   + 𝑦(0)   برای𝑓(𝑘1) توان رسیدمی . 

,1)از   𝑓(𝑘1): برد تابع  دلیل 𝑇𝑎−ی  به غیر از نقطه (∞+ + 𝑦(0) 

 (.  14شکل  است)مطابق

فرض    -6مثال   𝐺(𝑠)با  =
1

𝑠−7
اولیه     مقدار  بهره     3و   𝑘1خروجی؛ 

باشد.    30در مقدار    4خروجی در ثانیه    کننده تناسبی چند باشد تاکنترل 

در   4خروجی در ثانیه   کننده تناسبی چند باشد تاکنترل   𝑘1همچنین بهره  

 باشد.  33مقدار 

𝑇𝑎−پاسخ:   + 𝑦0 = برای حدس اولیه بهره    1−است. با انتخاب    31

𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒  پایدار که در آن در زمان خاص در مقدار  30، دو خروجی 

قرار دارد بدست آمد.    33قرار دارد و ناپایدار که در همان زمان در مقدار  

های بدست آمده  ق دانستهنشان داده شده است که مطاب  15شکل  نتایج در  

 است.  14شکل  از 

 شدن سناریو به خروجیتحمیل -4

ی جالب توجهی بوجود آمده است که  با توجه به نتایج بدست آمده، نکته

می داده  توضیح  بخش  این  به  در  سناریو  روند  تحمیل  نکته  این  شود. 

ی تناسبی است. به  کننده ی مرتبه اول با کنترل بستهخروجی سیستم حلقه

به  های خاصی  توان سناریو تنها می  𝑎ن معنی که بسته به علامت پارامتر  ای

 خروجی نسبت داد.

ی صفر خروجی، کمتر  مثبت باشد و مقدار لحظه  𝑎به فرض اگر پارامتر  

به شکل   توجه  با  باشد  واحد  سناریو  خروجی هیچ  6از  اول  گام  در  گاه 

با  نمی مجدداً  و  بپذیرد  از یک  بزرگتر  مقدار  به شکل  تواند  در    6توجه 

ر بزرگتر از یک داشته  گاه مقداتواند هیچهای بعدی سناریو نیز  نمیگام

زمان تمام  در  خروجی  سناریوی  حتماً  حالت  این  در  یعنی  باید  باشد.  ها 

 نمایی کمتر از واحد ترتیب داده شود. 

ی صفر خروجی بزرگتر  مثبت بوده و مقدار لحظه  𝑎همچنین اگر پارامتر  

یک و   در گام اول به مقادیر بزرگتر از  8شد، با توجه به شکل  از یک با

با سقف مشخص( می از یک)البته  از  کمتر  اما در هر گامی  توان رسید. 

، از    6سناریو که خروجی به مقدار کمتر از واحد برسد با توجه به شکل  

نمی دیگر  بعد  به  در خروجی دست  تو آن  واحدی  از  بیشتر  مقدار  به  ان 

نم پس  هیچییافت.  و  توان  بالازدگی  همزمان  سیستم  این  برای  گاه 

زدگی)نسبت به مقدار یک( مشاهده کرد که کاملاً درست و مطابق ینپای

 انتظار است. 
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 به ازای دو بهره متفاوت  6نمودار خروجی مثال  - 15شکل 

خروجی کمتر از  ی صفر  منفی باشد و مقدار لحظه  𝑎همچنین اگر پارامتر 

های  توان در اولین گام یا گاممی  11شکل  و    3شکل  براساس  واحد باشد، 

بالازدگی که  ابتدایی  همین  اما  شد،  متصور  خروجی  سناریوی  برای  ای 

های  نهایتاً در گام  14شکل  سناریو به مقدار بیشتر از یک رود، براساس  

هم بالازدگی و  توان  یک برسد. لذا نمی  مقدار  به  دتوان بعد خروجی می

در روند خروجی مشاهده کرد که  )نسبت به مقدار یک(  زدگیهم پایین

 کننده کاملاً درست و منطقی است. با توجه به نوع سیستم و کنترل 

که مربوط    16انجام شده است. در شکل    16ای از این کار در شکل نمونه

با   سیستمی  حلقه  𝑎به  سیستم  خروجی  اینکه  برای  است  در  بسته  مثبت 

،    7/0،  3/0،   0/ 5ترتیب درهای دو، سه، چهار، پنج و هفت ثانیه به  نزما

بهره   0/ 9و    6/0 گیرد    2/ 72و    263/0،  255/1،  -134/0،  5/0های  قرار 

است. شده  سیستم    اعمال  بودن  پایدار  برای  که  دارید  توجه  همچنین 

  ی پایداری بدست هبستهی اعمالی باید سیستم حلقآخرین بهره   بسته،حلقه

 شود:جهت قضیه زیر مطرح میدهد. به همین 

شرط لازم  و کافی برای پایداری این روش، پایداری   پایداری:قضیه  

 کننده پایانی است. کنترل 

دانیم سیستم خطی تغییر ناپذیر با زمان بدون شرایط اولیه در : می اثبات

پایدار   است که به ازای هر ورودی کراندار، خروجی   BIBOصورتی 

سناریو مقادیر   کراندار و محدود باشد. با توجه به اینکه در تنظیمآن نیز  

شود، محدود است و  خروجی در لحظات میانی توسط طراح تحمیل می

پایانیمی از  پس  خروجی  سرنوشت  هم  ماند  آن  برای  که  تحمیل  ترین 

دار باشد تا خروجی کراندار و محدود  کافی است کنترل کنندة پایانی پای

  شرط داده شده کافی است. از طرفی روشن است که اگر   بماند که یعنی

ورودی حتماً  باشد،  ناپایدار  پایانی  کنندة  میکنترل  پس  آن  از  توان  ای 

کران کند و از همین رو شرط داده شده لازم نیز  داشت که خروجی را بی

 هست.

 
1نمودار خروجی سیستم   - 16شکل 

𝑠+0.3
ا زمان  ی متغیر بهبا پنج بهر 

 ی تناسبی کنندهکنترل 

و   17شکل   درمنفی است    𝑎مربوط به سیستمی با ای دیگر که  نمونهنتایج  

برای خروجی    18شکل   سناریو  دو  نمونه  این  در  است.  داده شده  نشان 

رسد و  ثانیه به پایان می 5/4ترتیب داده شده است. سناریوی اول در زمان 

چین نشان  و سناریوی دوم که با خط ای است ثانیه 5/0ها چزمان بین سوئی

پایان می  6/2در زمان    داده شده است    0/ 2ها  چرسد و زمان بین سوئی به 

بسته در  در سناریوی اول برای اینکه خروجی سیستم حلقهای است.  نیهثا

  1/ 05،  1/1،    1های سه، سه و نیم، چهار و چهارونیم ثانیه به ترتیب در  نزما

اعمال شده است.    28/ 27و     58/6،  2/ 05،  0/ 36های  قرار گیرد بهره    01/1و

در خروجی  2/ 6و  4/2، 2/2، 2های در سناریوی دوم برای اینکه در زمان

بهر گیرد  قرار  اول  سناریوی  مقادیر  و    8/ 3،  -4/ 43،  0/ 77های  ه همان 

توجه دارید که تلاش کنترلی در سناریوی دوم    اعمال شده است.  23/28

تری به همان مقادیر خروجی ه ی زمانی فشردتر است، چرا که در بازه بیش

اهداف    دست پیدا کرده است. این طراح است که همواره باید با توجه به

ت  تر است. شاید محدودیمدنظرش تصمیم بگیرد که کدام سناریو مناسب

یا سرعت  اول کند و  سناریوی  از  استفاده  به  او را مجاب  تلاش کنترلی 

او را به استفاده از سناریوی دوم سوق دهد. بیشتر 
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1نمودار خروجی سیستم   - 17شکل 

𝑠−0.3
ی متغیر با زمان  با چهار بهره  

 ی تناسبی کنندهکنترل 

1سیگنال کنترلی سیستم   - 18شکل 

𝑠−0.3
ی  هکنند ی متغیر با زمان کنترل با چهار بهره 

 تناسبی 

 

کنترلگام -5 بهره  تعیین  تناسبی های  کننده 

 به روش ارائه شده در مقاله
بخش  جهت   این  در  مقاله،  این  در  شده  ارائه  روش  راحت  بکارگیری 

ابتدا باید تابع تبدیل    شود.مراحل طراحی به صورت یک الگوریتم ارائه می

(  𝑦(0)یه خروجی)( به همراه مقدار اول𝑏و    𝑎حلقه باز سیستم)پارامترهای  

 شود.مراحل زیر طی می گاه مشخص باشند. آن

𝑇سوییچ)  یزمانی  تعیین بازه   -1گام   − 𝑇𝑝انتهای    در  ( و مقدار خروجی

 1( توسط طراح مطابق با جدول  𝑦(𝑇)) بازه 

بهره   -2گام   برای  مناسب  اولیه  از    (𝑘1) تناسبیانتخاب حدس  استفاده  با 

 14و 12،11،8،6،3،1نمودارهای 

جهت تعیین بهره    𝑀𝐴𝑇𝐿𝐴𝐵افزار  نرم  𝑓𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒استفاده از تابع    - 3گام  

 𝑘1تناسبی  

اگر آخرین سوییچ است به پایداری حلقه بسته توجه شود و در    -4گام  

 بروید.  1غیر این صورت به گام  

زمان سوییچ قبلی است که در اولین سوییچ صفر است    𝑇𝑝توجه کنید که 

که  ی زمانی  های بعدی زمان سوییچ قبلی است تا همواره بازه ییچو در سو 

همچنین توجه    بدست آید.جی در طی آن به مقدار مطلوب برسد  باید خرو

نمودارهای   از  پیروی کرده و  از جدول  باشید که در صورتی که  داشته 

 ه کنید حتماً بهره متناظر وجود دارد.استفادمربوطه 

رو دیگر  با  مقایسه  مقام  روشها   شدر  و  مثلاً   هستند  تطبیقی  که  هایی 

یک فرض مهم  مبنای  دهند بر  یمبدست  های کنترلی متغیر با زمان  بهره 

پارامتر خاص سیستم  در یک  تغییر  مثلاً  تغییر در سیستم  که وجود یک 

روش  ،است این  در  ماستوارند.  تغییر  کنترلی  بهره  زمانی  که  یها  کند 

روش خود طراح سناریوی تغییر را چیده و  تغییری   رخ دهد. اما در این  

آنچه در این نوشته  ای در سیستم رخ نداده است، لذا  یر ناخواستههیچ تغی

می ولی  آمده  کند  نیز کمک  تطبیق  در  بهره  انتخاب  به چگونگی  تواند 

های تطبیقی بطور مستقیم مقایسه نمود چرا شتوان این روش را با رومین

ر یک متفاوت است. همچنین در روشی همچون  که انگیزة تغییر بهره در ه

 این مقاله،دهد اما روش  نیکولز، در نهایت یک بهره به دست میزیگلر  

چندبهر ته روشی  روش  از  مسلماً  که  است  زیگلرنیکولز  ه بهر کای  ای 

دارد ولی چون در آنجا هدف دادن یک بهره برای کل مسیر بهتر  ظاهری  

مقایسه به شکل متداول به  ذا اساساً  ل  بوده است از این جهت بهتر است.  

رسد بلکه شاید بهتر این باشد که بگوییم نوع نگاهی که  نمینظر مناسب  

بده بستانی با سایر روشها می اینجا ارائه شده است، یک  تواند داشته  در 

گردد که هرچند در اینجا روشی برای طراحی  همچنین تأکید می  .باشد.  

کوشش،   بیشترِ  ولی  شده  و ارائه  جواب  وجود  امکان  بررسیِ  صرفِ 

 ال آن شده است. های اعممحدوده 

 گیرینتیجه -6

برای   حاضر  مقاله  اول  سیستم در  مرتبه  سیستم  یک  با  بتوانند  که  هایی 

تواند  ای که خروجی می، محدوده مناسبکننده  با کنترل   تقریب زده شوند

بهره  یک  ازای  خاص  به  باشد  ی  داشته  قرار  آن  در  مشخص  زمانی  در 

  کنندهکنترل نشان داده شد که در یک سیستم مرتبه اول تنها با  بدست آمد.  

همهمیتناسبی   به  از  توان  استفاده  به  نیازی  و  رسید  موردنظر  اهداف  ی 

ی مجاز  ی محدوده نیست. لذا محاسبه PIDیا  PD  ،PIهای کننده کنترل 

صحت  هایی  فی از سیستم انجام شد و با مثال های مختلبرای حالتخروجی  

ی مجاز شرط جواب  ها نیز تأیید شد. قرار داشتن خروجی در محدوده آن

د.  آیبدست می  هابهره   ها،ای است که از آنهای غیرخطیداشتن معادله

شوند.  حل می  MATLABافزار  این معادلات غیرخطی با توابعی در نرم

می توابع  این  اولیه  خوبی  تواحدس  به  شد ند  ارائه  نمودارهای  ه  براساس 

برای   خروجی،  زدن  اکسترمم  با  نمودارها  برخی  در  شوند.  انتخاب 

میمحدوده  بهره  برای  مقدار  دو  تغییر  هایی  با  که  آید  بدست  توانست 
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آمدند و هر کدام از دو بهره،  ها بدست میاین بهره   هردوی  حدس اولیه

 دادند.ی خاصی را بدست میبستهسیستم حلقه

که چون    باشداین می   است  مقاله  اینی  ی که خروجی اصلنکته حائز اهمیت 

توان با چند  ی خروجی بدست آمد، میمحدوده نیز  با شرایط اولیه غیرصفر  

کنترل  بهره  تغییر  و  سوییچ  خروجی  کنند مرحله  به  را  خاصی  روند  ه 

برحسب زمان تحمیل نمود. به این معنی که اگر سناریویی برای خروجی  

مختلف در چه مقادیری قرار   یچیده شود که مشخص کند در چند لحظه

ارائه شده  با روش    سازند کهای را میهای زمانیاین لحظات بازه   گیرد،

مقاله، متغیر  بهره   در  بازه های  میمزمانی    هایدر  سناریو،  با  توانند  نطبق 

   دو نمونه از انجام این کار در مقاله ارائه شد. د.نبدست آی

مقاله    همچنین  این  علامتدر  ازای  پارامتر  ها به  مختلف  مقادیر   𝑎ی  و 

ی تناسبی  های که حتماً بهره برد خروجی یا همان محدوده   𝑦(0)مختلف 

ها این بهره  حدوده متناظری دارند بدست آمد و ملاحظه شد در برخی م

تر در جدول زیر ارائه  یکتا نیست. نتایج بدست آمده جهت دسترسی آسان

 شده است. 
 های مختلفبه ازای حالت نتایج حاصله در مقاله  - 1جدول 

علامت  
𝒂 

مقدار  
𝒚(𝟎) 

 𝛂) برد خروجی تابع

باید  𝑻و 𝒂برای هر 

 حساب شود(

ی محدوده

 𝒌𝟏برد تابع با 

 غیریکتا

,∞−) صفر مثبت 1) − {−𝑇𝑎} -- 

,∞−) صفر منفی 1) ∪ [1, 𝛼]
− {−𝑇𝑎} 

 بزرگتر از یک 

 مثبت
کوچکتر 

 از یک 
(−∞, 1)
− {−𝑇𝑎 + 𝑦(0)} 

-- 

 مثبت
تر از بزرگ

 یک

(𝛼, −𝑇𝑎 + 𝑦(0))
∪ (−𝑇𝑎
+ 𝑦(0), +∞) 

 کوچکتر از یک 

 منفی
کوچکتر 

 از یک 
(−∞, 1) ∪ [1, 𝛼]
− {−𝑇𝑎 + 𝑦(0)} 

 بزرگتر از یک 

 منفی
بزرگتر از 

 یک
(1, +∞)
− {−𝑇𝑎 + 𝑦(0)} 

-- 

 

 الف  پیوست   -7

𝑦(0)  به ازای  𝑓های تابع  در این قسمت اکسترمم = 𝑎 و 0 > 0  

 . آیندبدست می

 : (1)ی هبا توجه به رابط 

𝑓(𝑘1) =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
(1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇) 

 لذا: 

(5) 

𝑑𝑓

𝑑𝑘1
=

1

(𝑎 + 𝑘1)
2
(𝑎

+ 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇[−𝑎

+ 𝑎𝑇𝑘1 + 𝑇𝑘1
2]) 

𝑘1و با فرض  (5)ی با برابر صفر قرار دادن رابطه ≠ −𝑎  : 

(6) 𝑘1
2 + 𝑎𝑘1 −

𝑎

𝑇
= −

𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇 

 کنیم: فرض می

 

(7) 
𝑞1 = 𝑘1

2 + 𝑎𝑘1 −
𝑎

𝑇
 

𝑞2 = −
𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇  

 گاه:آن

(8) 𝑑𝑓

𝑑𝑘1
=
𝑇𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇

(𝑎 + 𝑘1)
2
(𝑞1 − 𝑞2) 

 

رابطه ضریب  بودن  مثبت  به  توجه  بالابا  عبارت  ی   ،𝑞1 − 𝑞2   علامت

   کند. مشتق را تعیین می

ایی و سمت چپ آن به فرم سهموی  به فرم نم  (6)سمت راست تساوی  

𝑘1است. به دلیل مثبت بودن ضریب 
اند  تو تقعر سهموی مثبت است و می  2

 صورت نوشته شود. این به 

𝑞1 = 𝑘1
2 + 𝑎𝑘1 −

𝑎

𝑇
= (𝑘1 +

𝑎

2
)
2

−
𝑎2

4
−
𝑎

𝑇
 

 خواهد بود.  19این سهموی به صورت شکل  𝑘1به ازای مقادیر مختلف   

−عبارت  
𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇   نیز به دلیل علامت مثبت𝑎   حتماً مقداری منفی

 باشد. می 20شکل  تبه صورداشته و 

آید که به ازای آن مشتق ای بدست می  𝑘1از تلاقی این دو شکل مقدار  

برابر صفر است. برای اینکه این دو تابع تلاقی داشته باشند لازم و    𝑓تابع  

تر از تابع نمایی قرار گیرد. از  ت که نقطه مینیمم سهموی پایینکافی اس

𝑘1  ی مینیمم یعنی نقطه  𝑘1مقدار تابع نمایی به ازای  جایی که  آن = −
𝑎

2
 

−برابر  
𝑎

𝑇
𝑒
𝑎𝑇

مشتق    2 شدن  صفر  شرط  پس  زیر    𝑓است.  صورت  به 

 . باشدمی

−
𝑎2

4
−
𝑎

𝑇
< −

𝑎

𝑇
𝑒
𝑎𝑇

2 → −𝑎2𝑇 − 4𝑎 < −4𝑎𝑒
𝑎𝑇

2

→ 𝑎2𝑇 + 4𝑎 > 4𝑎𝑒
𝑎𝑇

2 → 𝑎𝑇 + 4

> 4𝑒
𝑎𝑇

2  

𝑥با تعریف   =
𝑎𝑇

2
 :آیدشرط بالا به صورت زیر درمی 

2𝑥 + 4 > 4𝑒𝑥 → 𝑥 + 2 > 2𝑒𝑥  
که هیچ گاه  شود  مشاهده می  21با رسم دو طرف رابطه بالا مطابق شکل  

𝑎د و همواره به ازای  و ش یی بالا برقرار نمرابطه > 𝑥رابطه    0 + 2 <

2𝑒𝑥   .برقرار است 

  برقرار نشده و   (6)ای تساوی  𝑘1به این ترتیب اثبات شد که به ازای هیچ  

تابع   صفر  هیچ  𝑓مشتق  منحنی  نمیگاه  و  اکسترممی    𝑓شود  نقطه  هیچ 

 .ندارد
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2

a
−

2

4

a a

T
− −

1k

2

1 1

a
k ak

T
+ −

 

1k

1k TaTa
e e

T
−

aTa
e

T
−

 

𝑘1نمودار  - 19شکل 
2 + 𝑎𝑘1 −

𝑎

𝑇
𝑎به ازای    > −نمودار  - 20شکل  0

𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇   به ازای𝑎 > 0 

2

aT
x =

2

2x +

2 xe

 
𝑥و   2𝑒𝑥نمودار  - 21شکل  +  های مثبت  𝑥به ازای   2

 ب  پیوست -8

𝑦(0)  به ازای  𝑓های تابع  در این قسمت اکسترمم = 𝑎 و 0 < 0  

 . آیندبدست می

.  آیندبدست می  (6)از تساوی    𝑓مشابه ضمیمه الف نقاط اکسترمم تابع  

  . تواند باشدمی  22شکل  و صورت  سهموی سمت چپ تساوی به یکی از د

−عبارت  
𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇    شکل    تبه صورنیز حتماً مقداری مثبت دارد و

 باشد. می 23

  ( 8)  ی این است که طبق رابطهی بسیار مهمی که باید اینجا ذکر شود  نکته

𝑞1عبارت   − 𝑞2  علامت مشتق تابع است. با توجه به بزرگ    تعیین کننده

آ   از تر است  ساده   𝑞2و    𝑞1بودن عبارت   تعیین علامت  هنمشتق  برای  ا 

ببریم. اگر   باشد، در    𝑞2مشتق    𝑀𝑞2و    𝑞1مشتق    𝑀𝑞1مشتق تابع بهره 

کی از ، شیب ی𝑞2و    𝑞1ی تلاقی  صورتی که هم قبل و هم بعد از نقطه

؛ یا به عبارت  کنداین دو همواره بیشتر باشد، علامت مشتق تابع تغییر می

شتر باشد و بعد از تلاقی شیب  ی تلاقی شیب یکی بیدیگر اگر قبل از نقطه

ی  نقطهی اکسترمم یا  هی تلاقی دیگر نقطهگاه نقط ن، آبیشتر باشد  دیگری

 تابع نخواهد بود.  مشتق  تغییر علامت

 

2

a
−

2

4

a a

T
− −

2

1 1

a
k ak

T
+ −

1ka−

T

a
−

2

a
−

2

4

a a

T
− −

2

1 1

a
k ak

T
+ −

1k
a−

T

a
−

0
4

− a
T

if

T
aif

4
−

 
𝑘1نمودار  - 22شکل  

2 + 𝑎𝑘1 −
𝑎

𝑇
𝑎به ازای    < 0  
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1k

1k TaTa
e e

T
−

aTa
e

T
−

            

a−

T

a
−

 
−نمودار  - 23شکل 

𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇   به ازای𝑎 < 0 

𝑘1حتماً دو نمودار در    23و شکل    22با توجه به شکل   = −𝑎    تلاقی

مقدار آن نقطه    هاداشته و  این  −در 
𝑎

𝑇
آیا    باید بررسی شود  البته  است. 

𝑘1 = −𝑎 لذا:  ی اکسترمم هست یا خیر.نقطه 

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀

→ {
𝑀𝑞1 = 2𝑘1 + 𝑎 = −𝑎 + 2𝜀                         

𝑀𝑞2 = −𝑎𝑒
𝑎𝑇𝑒𝑘1𝑇 = −𝑎𝑒𝜀𝑇 = −𝑎 − 𝑎𝜀𝑇

 

𝑘1 = −𝑎 − 𝜀

→ {
𝑀𝑞1 = 2𝑘1 + 𝑎 = −𝑎 − 2𝜀                         

𝑀𝑞2 = −𝑎𝑒
𝑎𝑇𝑒𝑘1𝑇 = −𝑎𝑒−𝜀𝑇 = −𝑎 + 𝑎𝜀𝑇

 

مقایسه برای  نمودار  بنابراین  دو  شیب  شکل  ی  حالت  دو  مقدار    22در 

−𝑎𝑇   باید مقایسه شود.لذا:  2با 

𝑖𝑓 𝑎 < −
4

𝑇
→ −𝑎𝑇 > 4

→ {
𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → 𝑀𝑞2 > 𝑀𝑞1
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → 𝑀𝑞2 < 𝑀𝑞1

→ −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒  
𝑖𝑓 −

4

𝑇
< 𝑎 < 0

→

{
 
 

 
 0 < −𝑎𝑇 < 2 → {

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → 𝑀𝑞2 < 𝑀𝑞1
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → 𝑀𝑞2 > 𝑀𝑞1

→ −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒

2 < −𝑎𝑇 < 4 → {
𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → 𝑀𝑞2 > 𝑀𝑞1
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → 𝑀𝑞2 < 𝑀𝑞1

→ −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒

  

نقطه 𝑘1ی  بنابراین  = −𝑎  بود.نقطه نخواهد  اکسترمم  حالت    ی  تنها 

𝑎𝑇−  ماندهباقی = که برای  است که در این صورت با این تقریبی    2

𝑒𝑥   لحاظ کردیم، قبل و بعد از𝑘1 = −𝑎   شیب𝑞1   و𝑞2   برابر بوده و

را در    𝑒𝑥ی مطرح شده استفاده کنیم. اما اگر تقریب  هتوانیم از نکتنمی

 ی زیر خواهیم رسید. این حالت با سه جمله انجام دهیم به نتیجه

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀

→ {

𝑀𝑞1 = 2𝑘1 + 𝑎 = −𝑎 + 2𝜀                                          

𝑀𝑞2 = −𝑎𝑒
𝑎𝑇𝑒𝑘1𝑇 = −𝑎𝑒𝜀𝑇 = −𝑎 − 𝑎𝜀𝑇 −

𝑎𝜀2𝑇2

2
→ 𝑀𝑞2 > 𝑀𝑞1  

𝑘1 = −𝑎 − 𝜀

→ {

𝑀𝑞1 = 2𝑘1 + 𝑎 = −𝑎 − 2𝜀                                          

𝑀𝑞2 = −𝑎𝑒
𝑎𝑇𝑒𝑘1𝑇 = −𝑎𝑒−𝜀𝑇 = −𝑎 + 𝑎𝜀𝑇 −

𝑎𝜀2𝑇2

2
→ 𝑀𝑞2 > 𝑀𝑞1  

𝑘1ی  شده نقطهی مطرحبنابراین با توجه به نکته = −𝑎    تنها در حالتی

𝑎𝑇−که   = جا  است اکسترمم تابع است چون هم مشتق تابع در آن  2

 دهد. یم صفر است و هم تغییر علامت

تواند رخ دهد، یا دو شکل نقطه تقاطع دیگری هم دارند  پس دو حالت می

هستند. متقاطع  نقطه  در همین  فقط  یا  تابع    و  بودن  اول  مرتبه  به  توجه  با 

 داشته باشد. وجود تواند  ، حداکثر یک اکسترمم می 𝑘1برحسب 

𝑎𝑇−  وقتی = 𝑘1است    2 = −𝑎   0تنها اکسترمم آن است. اگر <

−𝑎𝑇 < از  𝑘1اکسترمم در    باشد  2 بزرگتر  با    دهدرخ می  𝑎−ای  و 

𝑎𝑇−توجه به علامت مشتق این نقطه یک ماکزیمم است. اما اگر  > 2 

رخ داده و این نقطه نیز ماکزیمم    𝑎−ای کوچکتر از  𝑘1باشد اکسترمم در  

ت. این شکل براساس  نشان داده شده اس 24است این سه حالت در شکل 

–ده بین شیب دو نمودار قبل و بعد از  ی انجام ش مقایسه  𝑎  .رسم شده است 

𝑎𝑇−بنابراین اثبات شد که به ازای   = یعنی  ی ناپیوستگی تابع  نقطه  2

𝑘1 = −𝑎  و در غیر این صورت   گیردیدر محل ماکزیمم نمودار قرار م  

𝑘1 = −𝑎  و  نقطه بوده  نمودار  ناپیوستگی  نقطهی  در  ی  ماکزیمم 

؛ وجود خواهد  آیدبدست می  ( 6)  ی غیرخطی عادلهحل مکه از    ؛دیگری

𝑘1  داشت که یا قبل از  = −𝑎 .قرار دارد و یا بعد از آن 

 

 

ak −=1

extkk −= 11
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−نمودار های مختلف تلاقی دو حالت - 24شکل 

𝑎

𝑇
𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇  و𝑘1

2 + 𝑎𝑘1 −
𝑎

𝑇
 

0به ازای   𝑓های تابع  در این قسمت اکسترمم پیوست ج  -9 < 𝑦(0) < 𝑎و  1 >

 آیند. بدست می 0

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.3
.2

3 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

3.
2.

4 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

30
 ]

 

                            15 / 19

http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.3.23
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.3.2.4
http://joc.kntu.ac.ir/article-1-586-en.html


38 

 

 یابی به سناریوی زمانی مطلوب خروجیکننده تناسبی متغیر با زمان برای دستطراحی کنترل 

 زاده آلاشتی، جعفر حیرانی نوبریمهدیه حسینقلی

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 3, Fall 2020  1399، پاییز 3، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

𝑓 =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
 (1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇) + 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0) 

 لذا: 

(9) 

𝑑𝑓

𝑑𝑘1
=

1

(𝑎 + 𝑘1)
2
(𝑎

+ 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇[−𝑎

+ 𝑎𝑇𝑘1 + 𝑇𝑘1
2])

− 𝑇𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0) 
𝑘1با فرض   ≠ −𝑎   شرط صفر شدن مشتق𝑓 :به صورت زیر است 

(10) 
𝑘1
2(𝑇 − 𝑇𝑦(0)) + 𝑘1(𝑎𝑇 − 2𝑎𝑇𝑦(0))

− 𝑎(1 + 𝑇𝑎𝑦(0))

= −𝑎𝑒(𝑎+𝑘1)𝑇  
 با تعریف:

(11

) 
{
𝑚1 = 𝑘1

2(𝑇 − 𝑇𝑦(0)) + 𝑘1(𝑎𝑇 − 2𝑎𝑇𝑦(0)) − 𝑎(1 + 𝑇𝑎𝑦(0))

𝑚2 = −𝑎𝑒
(𝑎+𝑘1)𝑇                                                                                  

 

علامت ضریب   هستند. ابتدا 𝑓، نقاط اکسترمم  𝑚2با   𝑚1نقاط تلاقی  

𝑘1
 کنیم. را تعیین می 𝑚1در  2

0 < 𝑦(0) < 1 → 0 < 𝑇𝑦(0) < 𝑇 → −𝑇 < −𝑇𝑦(0)

< 0 → 0 < 𝑇 − 𝑇𝑦(0) < 𝑇 
این سهموی به   ی رو به بالا است. مقدار کمینه 𝑚1بنابراین تقعر سهموی  

 ای به صورت زیر خواهد بود. 𝑘1ازای 

(12) 

𝑑𝑚1
𝑑𝑘1

= 2𝑘1(𝑇 − 𝑇𝑦(0)) + 𝑎𝑇

− 2𝑎𝑇𝑦(0) = 0
→ 𝑘1−𝑚𝑖𝑛

=
−𝑎 + 2𝑎𝑦(0)

2(1 − 𝑦(0))
 

اینکه   دلیل  𝑘1به  = −𝑎  ببینیم  نقطه است  خوب  است،  مهمی   𝑘1ی 

 چگونه است.  𝑎−بدست آمده نسبت به  

𝑘1−𝑚𝑖𝑛 =
−𝑎 + 2𝑎𝑦(0)

2(1 − 𝑦(0))

= −𝑎
1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)

|2−2𝑦(0)|>|1−2𝑦(0)|
→               

1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)
< 1

→ 𝑘1−𝑚𝑖𝑛 > −𝑎 

 در این بهره برابر است با:  𝑚1همچنین مقدار  

=> 𝑚1−𝑚𝑖𝑛 = −
𝑎2𝑇

4(1 − 𝑦(0))
− 𝑎 

عبارت   علامت  بودن  مثبت  به  توجه  با  𝑎2𝑇همچنین 

4(1−𝑦(0))
مقدار   

𝑚1−𝑚𝑖𝑛 < −𝑎 .است 

𝑘1به ازای  = −𝑎  هر دو نمودار 𝑚1   و𝑚2   در مقدار−𝑎    .قرار دارند

𝑘1لذا دو نمودار در   = −𝑎  ی  با یکدیگر تلاقی دارند و این نقطه نقطه

 نیز هست.   𝑓ناپیوستگی تابع  

و بررسی اکسترمم بودن یا نبودن نقاط    تلاقی دو نمودار ی  برای تعیین نحوه 

نمودار قبل و بعد  شیب دو  از    پیوست ب بیان شد،  چه درمطابق آن  تلاقی،

𝑘1ی  از نقطه = −𝑎  شیب نمودار    بریم.بهره می𝑚1    را با𝑀𝑚1    و شیب

 دهیم. نشان می 𝑀𝑚2را با   𝑚2نمودار  

 لذا: 

𝑀𝑚1 = 2𝑘1(𝑇 − 𝑇𝑦(0)) + 𝑎𝑇 − 2𝑎𝑇𝑦(0)  
𝑀𝑚2 = −𝑎𝑇𝑒

(𝑎+𝑘1)𝑇  
𝑘1از    کوچکتری  مثبتی باشد، بهره مقدار کوچک    εبا فرض اینکه   =

−𝑎    با 𝑘1برابر است  = −𝑎 − 𝜀   بهره برابر است  و  ی بزرگتر از آن 

𝑘1با = −𝑎 + 𝜀.  :لذا 

(13) 𝑘1 = −𝑎 − 𝜀

→ {
𝑀𝑚1 = −𝑎𝑇 + 2𝜀𝑇(𝑦(0) − 1)

𝑀𝑚2 = −𝑎𝑇 + 𝜀𝑇(𝑎𝑇)              
 

𝑦(0))مقداری است منفی و    𝑎𝑇−ه  با توجه به اینک − نیز مقداری   (1

𝑘1است منفی، لذا به ازای   = −𝑎 − 𝜀  ،|𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|    .است

 همچنین: 

(14) 𝑘1 = −𝑎 + 𝜀

→ {
𝑀𝑚1 = −𝑎𝑇 − 2𝜀𝑇(𝑦(0) − 1)

𝑀𝑚2 = −𝑎𝑇 − 𝜀𝑇(𝑎𝑇)              
 

ازای   به  𝑘1پس  = −𝑎 + 𝜀  ،|𝑀𝑚2| > |𝑀𝑚1|   دو پس  است. 

 تلاقی دارند.   25نمودار حتماً به صورت شکل  

 اکسترممی ندارد. 𝑓بنابراین در این حالت تابع  

1m

aTae−

1k

a−

a−

2m

))0(1( Taya +−

min1−k

 
𝑎به ازای   𝑚2و   𝑚1ی تلاقی دو نمودار نحوه  - 25شکل  > 0و  0 <

𝑦(0) < 1 

 د  پیوست -10

𝑦(0)به ازای   𝑓های تابع  در این قسمت اکسترمم > 𝑎و  1 > 0  

 آیند. بدست می
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𝑓 =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
 (1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇) + 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0) 

فرض   با  قبل  پیوست  به  توجه  𝑘1با  ≠ −𝑎    مشتق  𝑓شرط صفر شدن 

نقاط  در حقیقت    است.  (11)  ی طبق رابطه  𝑚2و    𝑚1تلاقی دو نمودار  

. ابتدا علامت ضریب  باشند  𝑓نقاط اکسترمم  توانند  می ،  𝑚2با   𝑚1تلاقی  

𝑘1
 کنیم. را تعیین می 𝑚1در  2

𝑦(0) > 1 → 𝑇𝑦(0) > 𝑇 → −𝑇𝑦(0) < −𝑇

→ 𝑇 − 𝑇𝑦(0) < 0 
ه پایین است. مقدار بیشینه این سهموی به  رو ب  𝑚1بنابراین تقعر سهموی  

 𝑘1خوب است ببینیم  خواهد بود و  (12)ی  رابطهای به صورت  𝑘1ازای  

 چگونه است.  𝑎−بدست آمده نسبت به  

𝑘1−𝑚𝑎𝑥 =
−𝑎 + 2𝑎𝑦(0)

2(1 − 𝑦(0))

= −𝑎
1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)

|2−2𝑦(0)|<|1−2𝑦(0)|
→               

1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)
> 1

→ 𝑘1−𝑚𝑎𝑥 < −𝑎 

𝑘1به ازای    𝑚2و    𝑚1مقدار   = −𝑎     برابر−𝑎    است، لذا دو نمودار

𝑘1کنیم که آیا  بررسی می  تلاقی دارند. ولی  در این نقطه حتماً = −𝑎 

از شیب    پیوست ج هست یا خیر. به این منظور مشابه  تابع    اکسترممی  نقطه

همانطور که مشخص    بریم.بهره می  (14)و    ( 13)دو نمودار طبق روابط  

𝑦(0))2است  −  مقایسه شود. لذا:  𝑎𝑇باید با   (1

𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) > 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒  
𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) < 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 

𝑘1ی  بنابراین در دو حالت بالا نقطه = −𝑎  ی  اکسترمم نبوده و باید نقطه

باشد اکسترمم  که  دیگری  حالتی  در   .2(𝑦(0) − 1) = 𝑎𝑇   است

ای آن  ه جملهتقریب س   ای تابع نمایی کارساز نبوده و ازتقریب دو جمله

 این ترتیب: کنیم. به یاستفاده م

𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) = 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 
نقطه حالت  این  در  تنها  نقطپس  با  نمودار  ناپیوستگی  یا هی  اکسترمم  ی 

بود.  𝑓  تابعمینیمم   مقایسه   برابر خواهد  به  توجه  کهبا  حالت  ای  های  در 

𝑘1، بین شیب دو نمودار قبل و بعد از  مختلف = −𝑎    انجام دادیم دو

خواهند بود. توجه داریم که در هر   26شکل  مطابق    𝑚2و    𝑚1نمودار  

ای که در آن سهموی به حداکثر    𝑘1سه حالت همانطور که اثبات شد  

ه  بست  𝑘1−𝑒𝑥𝑡کوچکتر است و مکان   𝑎−از همواره   رسدمقدار خود می

𝑘1تواند قبل یا بعد از  به نوع حالت می = −𝑎 .قرار گیرد 

ی ناپیوستگی  بنابراین خروجی همواره دارای یک اکسترمم و یک نقطه

 گیرند. یاست و تنها در یک حالت این دو نقطه روی هم قرار م

 پیوست ه  -11

0به ازای    𝑓های تابع  در این قسمت اکسترمم  < 𝑦(0) < 𝑎و    1 <

می  0 در  م  آیند.بدست  کار  این  ازای  پیوست جشابه  به  البته   ،𝑎 > 0  

 انجام شد. 

𝑓 =
𝑘1

𝑎 + 𝑘1
 (1 − 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇) + 𝑒−(𝑎+𝑘1)𝑇𝑦(0) 

𝑘1با فرض    پیوست جمشابه   ≠ −𝑎  ق  شرط صفر شدن مشت𝑓    تلاقی ،

 است . (11)ی موجود در رابطه 𝑚2و   𝑚1دو نمودار  

𝑘1ابتدا علامت ضریب  
 کنیم. را تعیین می 𝑚1در  2

 

ak −=1

extkk −= 11

aTy − )1)0((2

ak −=1

extkk −= 11

aTy − )1)0((2

extkak −=−= 11

aTy =− )1)0((2

 
𝑦(0)در حالت  های خروجیتعیین اکسترمم برای   𝑚2و   𝑚1نمودارهای   - 26شکل  > 𝑎و   1 > 0 

0 < 𝑦(0) < 1 → 0 < 𝑇𝑦(0) < 𝑇 → −𝑇 < −𝑇𝑦(0)

< 0 → 0 < 𝑇 − 𝑇𝑦(0) < 𝑇 
این سهموی به   ی رو به بالا است. مقدار کمینه 𝑚1بنابراین تقعر سهموی  

 ای به صورت زیر خواهد بود. 𝑘1ازای 
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(15) 

𝑑𝑚1
𝑑𝑘1

= 2𝑘1(𝑇 − 𝑇𝑦(0)) + 𝑎𝑇

− 2𝑎𝑇𝑦(0) = 0
→ 𝑘1−𝑚𝑖𝑛

=
−𝑎 + 2𝑎𝑦(0)

2(1 − 𝑦(0))
 

اینکه   دلیل  𝑘1به  = −𝑎  ببینیم  نقطه است  خوب  است،  مهمی   𝑘1ی 

 چگونه است.  𝑎−بدست آمده نسبت به  

𝑘1−𝑚𝑖𝑛 =
−𝑎 + 2𝑎𝑦(0)

2(1 − 𝑦(0))

= −𝑎
1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)

|2−2𝑦(0)|>|1−2𝑦(0)|
→               

1 − 2𝑦(0)

2 − 2𝑦(0)
< 1

→ 𝑘1−𝑚𝑖𝑛 < −𝑎 

 در این بهره برابر است با:  𝑚1همچنین مقدار  

=> 𝑚1−𝑚𝑖𝑛 = −
𝑎2𝑇

4(1 − 𝑦(0))
− 𝑎 

عبارت   علامت  بودن  مثبت  به  توجه  با  𝑎2𝑇همچنین 

4(1−𝑦(0))
مقدار   

𝑚1−𝑚𝑖𝑛 < −𝑎 .است 

𝑘1ازای   به   𝑚2و   𝑚1هر دو نمودار  = −𝑎   در مقدار−𝑎    .قرار دارند

  ( 14)و   (13)طبق روابط  ها  نی شیب آبرای رسم این دو نمودار از مقایسه

نقط از  بعد  و  𝑘1ی  هقبل  = −𝑎  می همچنین  بهره  مقایبریم.  این  سه با 

𝑘1شود که آیا  تعیین می = −𝑎  ی ناپیوستگی تابع  علاوه بر اینکه نقطه

 ی اکسترمم آن نیز هست یا خیر.هاست آیا نقط

𝑦(0))2همانطور که مشخص است   −  مقایسه شود. لذا:   𝑎𝑇باید با    (1

𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) > 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒  
𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) < 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 

𝑘1ی  بنابراین در دو حالت بالا نقطه = −𝑎  ی  سترمم نبوده و باید نقطهاک

باشد اکسترمم  که  دیگری  حالتی  در   .2(𝑦(0) − 1) = 𝑎𝑇   است

ای آن  تقریب سه جمله  ای تابع نمایی کارساز نبوده و ازتقریب دو جمله

 کنیم. یاستفاده م

 این ترتیب: به 

𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) = 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 
نقطه حالت  این  در  تنها  نقطپس  با  نمودار  ناپیوستگی  یا هی  اکسترمم  ی 

  𝑚2و   𝑚1به این ترتیب دو نمودار   برابر خواهد بود.تابع اصلی    ماکزیمم

 خواهند بود.  27به صورت شکل  

ی ناپیوستگی است  م و یک نقطهملذا خروجی همواره دارای یک اکستر

𝑦(0))2و اگر  − 1) = 𝑎𝑇  .باشد این دو نقطه یکی خواهند شد 

 پیوست ی  -12

اکسترمم قسمت  این  تابع  در  ازای    𝑓های  𝑦(0)به  > 𝑎و    1 < 0  

تحت    (11)ی  به این منظوراز تلاقی دو تابعی که در رابطه  آیند.بدست می

شود. با توجه به منفی بودن  معرفی شدند، استفاده می  𝑚2و    𝑚1وان  عن

𝑇 − 𝑇𝑦(0)    تقعر سهموی𝑚1  رو به پایین است. البته  𝑘1−𝑚𝑎𝑥 >

−𝑎   است و مقدار𝑚1 :در این بهره حتماً مقدار مثبتی دارد 

=> 𝑚1−𝑚𝑎𝑥 = −
𝑎2𝑇

4(1 − 𝑦(0))
− 𝑎 → 𝑚1−𝑚𝑎𝑥 > 0 

 ین: همچن

𝑖𝑓 𝑘1 = −𝑎 → {
𝑚1 = −𝑎 
𝑚2 = −𝑎   

 

𝑖𝑓 𝑘1 = 0 → {
𝑚1 = −𝑎(1 + 𝑇𝑎𝑦(0))

𝑚2 = −𝑎𝑒
𝑎𝑇                  

 

𝑖𝑓 𝑘1 → −∞ → {
𝑚1 → −∞
𝑚2 → 0    

 

ak −=1

extkk −= 11

aTy − )1)0((2 aTy − )1)0((2

extkk −= 11

ak −=1 extkak −=−= 11

aTy =− )1)0((2

 
𝑎به ازای   𝑚2و   𝑚1ی تلاقی دو نمودار نحوه  - 27شکل  < 0و  0 < 𝑦(0) < 1 
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نمودار   از    𝑚2و    𝑚1برای رسم  بعد  قبل و  نمودار  𝑘1از شیب دو  =

−𝑎    2مشابه قبل    بریم.بهره می  (14)و    (13)مطابق روابط(𝑦(0) − 1) 

𝑦(0))2مقایسه شود. با توجه به اینکه    𝑎𝑇باید با   − مقدار مثبتی    (1

𝑦(0))2مقداری است منفی، پس همواره    𝑎𝑇است و   − 1) > 𝑎𝑇  

 است. به این ترتیب: 

𝑖𝑓 2(𝑦(0) − 1) > 𝑎𝑇

→ {
𝑘1 = −𝑎 − 𝜀 → |𝑀𝑚1| > |𝑀𝑚2|

𝑘1 = −𝑎 + 𝜀 → |𝑀𝑚1| < |𝑀𝑚2|

→  −𝑎 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒  

1k
2f

a−

1f

1

2 (0)

2(1 (0))

ay a
k

y

−
=

−

 
تنها با یک تلاقی برای حالتی که   𝑚2و   𝑚1نمودارهای   - 28شکل 

𝑦(0) > 𝑎و   1 < 0 

𝑘1ی  بنابراین در حالت بالا نقطه = −𝑎  ی  اکسترمم نبوده و باید نقطه

امکان    28وجه به شیب نمودارها مطابق شکل  با ت  دیگری اکسترمم باشد
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