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سازی و تحلیل بسیاری از مسائل مهندسي، مورد توجه محققان  ه بدلیل کاربردهای فراوان در مدل یكي پیچید های دینامشبكه:  چکیده 

تعامل بین این  دهند که  ای از خود نشان ميآیند و رفتارهای پیچیده ها بوجود ميها از بهم پیوستن گره اند. این شبكهقرار گرفته حاصل از 

ها است. این مقاله به مساله  ها است، یكي از رفتارهای مورد توجه در این شبكهبین گره م رفتار هماهنگ سازی که به مفهو گامهاست. همگره 

پردازد. بدین آنها مي  ها و اتصالات کوپلینگ بین های گره زماني متفاوت در حالت-های دینامیكي پیچیده با تاخیرسازی شبكهگامآنالیز هم

های شبكه بصورت ترکیبي درنظر گرفته شده است.  ها، کوپلینگ بین گره تری از این شبكهعکلاس وسیسازی در  گاممنظور، جهت بررسي هم

ازی  سگامشده است. پس از تعریف مساله همتوزیع-گسسته، و کوپلینگ تاخیر-کوپلینگ ترکیبي شامل کوپلینگ ثابت، کوپلینگ تاخیری

های  شدن حالتگامکننده همتضمین  کراسووسكي، شرایط-استفاده از قضیه لیاپانوف  بندی آن، با معرفي یک تابع لیاپانوف مناسب وو فرمول 

اند که بسادگي با  های ماتریسي خطي ارایه شده اند. این شرایط در قالب نامساویهای شبكه، استخراج و بصورت قضایایي بیان شده بین گره 

کارآیي قضایای استخراج شده، یک شبكه دینامیكي پیچیده که  به منظور بررسي    باشند. در انتها،های استاندارد قابل حل مياستفاده از روش

 از بهم پیوستن مدارهای چوآ تشكیل شده و در مخابرات امن کاربرد دارد مورد مطالعه و بررسي قرار گرفته است. 

 .تاخیری، مدار چوآ-زمانی هاکراسووسكي، سیستم -سازی، قضیه لیاپانوفگامي پیچیده، همهای دینامیك شبكهکلمات کلیدی: 

Synchronization analysis of complex dynamical networks with 

hybrid coupling with application to Chua’s circuit 

Ali Kazemy 

 

Abstract: Complex dynamic networks have been considered by researchers for their applications 

in modeling and analyzing many engineering issues. These networks are composed of interconnected 

nodes and exhibit complex behaviors that are resulted from interactions between these nodes. 

Synchronization, which is the concept of coordinated behavior between nodes, is the most interested 

behavior in these networks. This paper deals with the synchronization of complex dynamical 

networks with time-delays both in the states of the nodes and coupling connections between them. 

Moreover, constant coupling, discrete-delay coupling, and distributed-delay coupling are considered 

to form a hybrid coupling. Therefore, larger class and more complicated complex dynamical networks 

can be considered for the synchronization problem. After defining the synchronization definition, 

some criteria are obtained and presented in the form of linear matrix inequalities with help of the 

Lyapunov-Krasovskii theorem to ascertain the synchronization between each node of the network. 

Finally, the method is utilized for synchronization analysis of coupled Chua’s circuits which has been 

simulated numerically. 

Keywords: Synchronization, Complex dynamical network, Lyapunov–Krasovskii, Time-delayed 

systems, Chua’s circuit. 
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 مقدمه -1

دینامیكي  شبكه شبكههای  در  که  فراواني  کاربردهای  بدلیل  های  پیچیده 

شبكه [2,  1]عصبي   شبكه،  اجتماعي،  نیرو    های  شبكه[3] توزیع  های  ، 

، مورد توجه محققان بسیاری  [5]های ارتباطي دارند  ، و شبكه[4] فرودگاهي  

دهند  ای از خود نشان ميها رفتارهای پیچیده . این شبكه[6]اند  قرار گرفته

ها، اتصالات، و توان کوپلینگ  از گره  یاکه حاصل از تعامل بین مجموعه

 . [7]بین آنهاست 

سازی  گامها، همهای مهـم در این شبكــهدر میان تمامي رفتارها و پـدیده 

ابتدا مساله کنترل  [12- 8]های شبكه بسیار مورد توجه است  بین گره  . در 

  [ 13]گامي بین دو سیستم آشوبناک توسط پكورا و کارول مطرح شد  هم

. به  [19- 14]های پیچیده مختلفي اعمال شد ه شبكه و پس از آن این مساله ب 

مرجع   نمونه  هم  [14]عنوان  مساله  دگام به  شبكهسازی  دینامیكي  ر  های 

ميپیچیده  گرهای  دینامیكي  معادلات  که  لور پردازد  سیستم  آن   1های 

پردازد که ای ميسازی شبكهگامبه مساله هم  [15]هستند. همچنین مرجع  

های آن رفتار آشوبناک  ها دارای تاخیر بوده و رفتار گره ین گره کوپلینگ ب 

دارد  گاماست. هم واقعي  دنیای  در  فراواني  کاربردهای  آن سازی،  از  که 

-توان به مخابرات امن، تولید نوسانات منظم در قلب انسان، و همجمله مي

کارایيگام بهبود  بمنظور  شرکت  یک  کارمندان  کرد  سازی  اشاره  شان 

[20-24] . 

های  در عمل بدلیل محدودیت در پهنای باند ارتباطي در کوپلینگ شبكه

تاخ گره-یرپیچیده،  بین  ارتباط  در  حضور  زماني  آمد.  خواهد  بوجود  ها 

افزایش -تاخیر و  پایداری،  حاشیه  کاهش  کارآیي،  کاهش  باعث  زماني 

های  گام بودن شبكه . بنابراین، بررسي هم[25] پیچیدگي تحلیل خواهد شد 

تاخیر با  ویژه -پیچیده  اهمیت  از  کوپلینگ،  در  است زماني  برخوردار    ای 

سازی شبكه های  گامبه آنالیز هم  [11]. به عنوان نمونه، مرجع  [26-31,  12]

تاخیر در کانال ارتباطي و در دینامیک گره ها  دینامیكي پیچیده به همراه 

گسسته استفاده شده و مساله  -خیرپردازد. در این مرجع از کوپلینگ تامي

. در  شده در ساختار شبكه درنظر گرفته نشده استتوزیع-لینگ تاخیرکوپ

گسسته درنظر گرفته  -ها بصورت تاخیرساختار کوپلینگ گره   [12]مرجع  

ها  برداری گسسته از دادهساز با مكانیزم نمونهامگشده و به مساله طراحي هم

سازی  گامپرداخته شده است. با توجه به اطلاعات نویسنده، مساله آنالیز هم

متفاوت   دهی چی پ  يك ینامید  هایشبكه تاخیر  با  و  ترکیبي  کوپلینگ  در    با 

ها هنوز مورد مطالعه قرار نگرفته است. با توجه  کوپلینگ و دینامیک گره 

 گردد:به نكات ارایه شده، نوآوری این مقاله در موارد زیر خلاصه مي

ارایه شبكه دینامیكي پیچیده با کوپلینگ ترکیبي و آنالیز   •

قض گامهم از  استفاده  با  آن  لیاپانوفسازی  -یه 

 کراسووسكي،

های شبكه  ر دینامیک گره اخیر متفاوت ددرنظر گرفتن ت •

 و کوپلینگ بین آنها. 

 
1 Lur'e 
2 Discrete-delay 

های دینامیكي پیچیده  سازی شبكهگامرو، در این مقاله مساله آنالیز همازاین

ها و در کانال ارتباطي بین آنها بررسي  زماني در دینامیک گره -بهمراه تاخیر

این دو تاخمي اینشود که  بر  نیستند. علاوه  برابر  لزوماً  ، جهت بررسي  یر 

از کوپلینگتری از این شبكه کلاس وسیع - های ثابت، تاخیرها، ترکیبي 

تاخیر2گسسته و  قضیه    3شدهتوزیع-،  اساس  بر  است.  شده  گرفته  درنظر 

کراسووسكي، شرایطي بدست آمده و در قالب قضایایي جهت  -لیاپانوف

های  مساویاند. این شرایط به فرم ناکور ارائه شده گامي مذبررسي مساله هم

باشند. در پایان، از  اند که بسادگي قابل حل ميماتریسي خطي نوشته شده 

گامي مدارات چوآی متصل بهم استفاده  روش بدست آمده برای آنالیز هم

 شده است. 

گام بودن  بـندی مسـاله همسازماندهي این مقاله بدین صورت است: فرمول 

ها  های گرهزماني در حالت-رهای دینامیكي پیچیده مورد نظر با تاخیهشبك

لیاپانوف قضیه  اساس  بر  سپس  است.  آمده  بعد  بخش  در  کوپلینگ  - و 

گامي شبكه دینامیكي پیچیده در بخش  کراسووسكي، شرایط بررسـي هم

سازی، نتایج روش مذکور روی  اند. در بخش شبیهنتایج اصلي ارائه شده 

ای مقاله  در انته  گیری نیزمونه بررسي شده است. بخش نتیجهیک مساله ن

 آمده است. 

بعدی    nدهنده فضای اقلیدسي  نشان  nها: در این مقاله،  علائم و نشانه 

nو  m  های حقیقي مجموعه ماتریسn m   .0استP  کننده  انبی

ماتریس    Iماتریس حقیقي مثبت معین و متقارن است.    Pاین است که  

}1diagهماني با ابعاد مناسب و   , , }mW W    ماتریس حقیقي قطری با

,1های  المان , mW W   .استT
A   ترانهاده ماتریس حقیقيA   .است

 نشان داده شده و    *های متقارن با علامت  عناصر متقارن در ماتریس

 ضرب کرونكر است 

 بیان مساله و مقدمات  -2

 شبكه دینامیكي پیچیده زیر را درنظر بگیرید: 

(1)      

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

2 1

1

2

2

1

3

3

1

, 1,2, , ,
c

i i i i

N

i ij j

j

N

ij j c

j

N t

ij j
t

j

t t t t

t G t

G t

G s ds i N








=

=

−
=

= − + − +

+ − +

+ −

+ =





 

x Cx Ax B f Mx

B f Dx Γ x

Γ x

Γ x

 

آن   در  1که  2( ) [ ( ), ( ), , ( )]T n

i i i int x t x t x t= x    حالت بردار 

:ام،  iگره   n k→f    ،برداری غیرخطي  ,تابع  n nC A ،

1 2, n kB B  و  ،, n nM D  ثماتریس مهای  0علوم،  ابت   

و   حالت  0cتاخیر      .است کوپلینگ  تاخیر 
( ) ( ) ( )( ) , 1,2,3
q q

ij N NG q= =G  و  نشان کوپلینگ  اتصالات  دهنده 

1 2 3, , n nΓ Γ Γ های کوپلینگ داخلي هستند.  ماتریس 

3 Distributed-delay 
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تر  ده در این زمینه کلياین مدل نسبت به مقالات قبلي منتشر ش  :1توجه  

( در بردار زماني ) -است. در مدل درنظر گرفته شده هر گره دارای تاخیر

( بین  cزماني موجود در کوپلینگ ) -باشد که با تاخیرميهای خود  حالت

اینگره  در  است.  متفاوت  وسیعها  کلاس  شبكه صورت،  از  های  تری 

 دینامیكي پیچیده قابل بررسي هستند. 

برآورده  ماتریس  : 1فرض   را  زیر  شرایط  باید  کوپلینگ  اتصالات  های 

 : [12]سازند 

( ) ( )

( ) ( )

1,

0, , 1,2,3,

, , 1, , , 1,2,3.

q q

ij ji

N
q q

ii ij

j j i

G G i j q

G G i j N q
= 

 =   =



= − = =



 

)فرض زیر روی تابع غیرخطي   ).f شود.لحاظ مي 

1برای هر   :2فرض   2,x x  ثوابتي مانند ،r rو   −
وجود دارد که   +

 تابع غیرخطي، شرایط زیر را برآورده سازد:

( ) ( )1 2

1 2

, 1,2, , .
r r

r r

f x f x
r k

x x
 − +

−
  =

− 
کلي   :2توجه   غیرخطي،  تابع  برای  شده  گرفته  درنظر  شرط  شرط  از  تر 

است و آن را به عنوان یک حالت خاص    (Lipschitz)  شیتزمعمول لیپ

rشود. به بیان دیگر اگر  شامل مي r + −=،1,2, ,r k=    باشد آنگاه

فرض   در  بیان شده  لیپ  2شرط  با شرط  از    تزشی معادل  بسیاری  که  است 

، (Lorenz)  لورنزهای  شده از جمله سیستمهای آشوبناک شناختهسیستم

چن(Rossler)  راسلر  ،  (Chen) لو  ،   (Lu)   را شرط  این  چوآ  مدار  و 

 سازند. برآورده مي

)گام شده کلي برای هر شرایط اولیه ( را هم1سیستم )  :1تعریف   )0i s

 ،1,2, ,i N=،   گویند اگر 

( ) ( )lim 0, , 1,2, ,i j
t

t t i j N
→

− =  =x x
 

 نرم اقلیدسي است. برای سادگي در نمایش فرض کنید که  .که 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,

T
T T T

Nt t t t =  x x x x
  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 .
T

T T T

Nt t t t =  F x f x f x f x
 

مي ماتریسي کرونكر  از ضرب  استفاده  )با  زیر  1توان شبكه  بصورت  را   )

 نوشت: 

(2  )   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

2

1 2

1 2

3

3 .
c

N N

N N

N N

c

t

t

t t t

t

t

t t

s ds








−

= −  +  −

+  

+   −

+  +  −

+  

x I C x I A x

I B F I M x

I B F I D x

G Γ x G Γ x

G Γ x
  

 اثبات قضایای اصلي استفاده خواهد شد. های زیر در از لم

جن  1لم   برداری  [18]سن  )نامساوی  تابع  که  کنید  فرض   :)

 : 0, nr →ω   تعریف باشد. برای  های زیر خوش گیریبرای انتگرال

nس متقارن هر ماتری nR   0و اسكالرr خواهیم داشت ، 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0
.

T
r r r

Tr s s ds s ds s ds  ω Rω ω R ω
 

 ، 0J، برای هر ماتریس قطری  2و فرض    [32]مطابق با مرجع     :2لم  

0L  و ماتریس ثابت ،M :با ابعاد مناسب، خواهیم داشت 

(3  )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

*

0,
*

T T

T

T T

T

t t

t t 

 −
 

− 

 −
+ − −  

− 

M JΔ M M JΔ
θ θ

J

M LΔ M M LΔ
θ θ
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1 1 1 , , ,k kdiag    + − + − =  Δ
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nبوده و  

l x ،( )1,2, , Nl )، و همچنین  = ).f ( و  1در رابطه )

r − ،r
+ ،1,2, ,r k=  اند. تعریف شده  2، در فرض 
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N
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T
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N
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 1,1, ,1
T

=1  ،T

N =E 11  ،N NN= −U I E ،

1 , ,
T

T T

N
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( )( ) ( ) ( ),  = A B C D AC BD 
( ) ( ).  =   =  A B C A B C A B C 

تواند برای اطلاع بیشتر در مورد جزییات ضرب کرونكر ميمحترم  خواننده  

 مراجعه کند.  [ 33]به مرجع 

 

 نتایج اصلی  -3

بخش،   این  لیاپا  شرایطي در  قضیه  اساس  جهت  -نوفبر  کراسووسكي 
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های صفر با  که در بــالا به آنها اشاره نشــده، ماتریس  ijپارامترها در  

 ابعاد مناسبند. 

 بگیرید: کراسووسكي زیر را درنظر -تابع لیاپانوف ثبات:ا
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 تعریف شده است.   3در لم  Uو 

)پیشنهادی بر اساس بردار حالت    لیاپانوفاگر تابع    :3توجه   )tx    نوشته

-های شبكه به مقدار صفر تضمین ميگره   هایشود، آنگاه همگرایي حالت

این صورت   در  که  هم گردد  بر  گره   گامتضمیني  رفتار  شبكه  بودن  های 

)( ظاهراً بر اساس  5وجود ندارد. تابع لیاپانوف ) )tx    نوشته شده است اما

ماتریس   ویژگي  اساس  لم    Uبر  در  شده  3که  مي  تعریف  توان  است 

ر اساس اختلاف بین بردار  بسادگي نشان داد که تابع لیاپانوف پیشنهادی ب

 ها( نوشته شده است. های شبكه )خطای بین بردار حالتحالت گره 

)1با گرفتن مشتق از   )V t به   نسبتt :خواهیم داشت 
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 زیر نوشت: توان بصورت ( را مي6، رابطه )4و  3مطابق با لم 
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 ( برابر است با 5مشتق عبارت دوم رابطه )
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0.25با فرض   بیشینه    1، قضیه  = اعمال کرده و  مثال  این  به  -زمانرا 

همت که  کوپلینگ  مياخیر  تضمین  را  کلي  بودن  برابر  گام  کند 

0.1844c آید. توجه شود که برای مقادیر تاخیر ذکر شده،  بدست مي  =

دارای پاسخ هستند اما با   1های ماتریسي خطي ارایه شده در قضیه مساوینا

 است.  توجه به محدودیت فضا از ذکر مقادیر آنها اجتناب شده

توان  در این مثال( مي  : با مشخص بودن مقدار یكي از تاخیرها )4توجه  

روش از  استفاده  با  را  دیگر  تاخیر  مقدار  بدین    بیشینه  یافت.  سعي و خطا 

قضیه   شرایط  و  گرفته  درنظر  تاخیر  برای  را  کوچكي  مقدار  را    1منظور 

های ماتریسي خطي ارایه شده در  اویکنیم. در صورتي که نامسبررسي مي

را افزایش مي  1قضیه   دهیم تا زماني که  دارای پاسخ بودند، مقدار تاخیر 

 آن برقرار شود را بیابیم. برای  1بیشینه مقدار تاخیری که شرایط قضیه  

گرفتن   درنظر  )با  ) ( )0.5 1 1f x x x= + − −  ،0.25 = ،

0.18c گره= برای  متفاوت  اولیه  شرایط  و  مدار  ،  آشوبناک  رفتار  ها، 

های تمام  نشان داده شده است. مقدار حالت  1( در شكل  1چوآی اول )گره  

  2رسم شده است. همانطور که از شكل  2ذکور در شكل  های شبكه مگره 

های شبكه پس از حدود یک ثانیه به  های تمامي گره مشخص است، حالت

-های گره سازی بین حالت گامخطای هم 3اند. شكل  یكدیگر همگرا شده 

سازی بصورت  گامدهد که در آن بردار خطای همای شبكه را نشان ميه

2 1 6 1( ) [ ( ) ( ), , ( ) ( )]Tk k k k kt x t x t x t x t= − −e  ،1,2,3k = ،

ها با  های تمامي گره تعریف شده است. همانطور که مشخص است، حالت

 اند. ده گام ش یكدیگر هم
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 کوپل شدههای مدارات چوآی به هم : رفتار حالت2شكل 

 )الف(

 
 )ب(                                               

 
 )ج(                                                 

)گام بودن  : خطای هم3شكل            ),k te1,2,3,k =. 

 گیری  نتیجه -8

های دینامیكي پیچیده به همراه  گام بودن شبكهدر این مقاله مساله تحلیل هم

ها و کوپلینگ ارتباطي انجام گرفت. علاوه بر این،  های گره تاخیر در حالت

ها، ترکیبي از کوپلینگ ثابت،  جهت بررسي کلاس وسیعتری از این شبكه

تاخی  کوپلینگ با تاخیر گسسته، و کوپلینگ ر توزیع شده درنظر گرفته  با 

لیاپانوف قضیه  اساس  بر  سپس  قالب  -شد.  در  شرایطي  کراسووسكي، 

های  گام بودن رفتار گرههای ماتریسي خطي به منظور تضمین همنامساوی

شبكه استخراج و ارائه شدند. در انتها نیز روش معرفي شده روی یک مثال  
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