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  ،های صورت گرفته روی يک موتور ديزل توربوشارژ در اتاق تست موتور تست مجموعه  در اين مقاله ابتدا با استفاده از    :چکیده  

در تمام نقاط   خطي شده برای مدل  ی کار خطي شده است. سپس،  يک مدل دقيق غيرخطي برای آن بدست آمده و حول چند نقطه

طراحي و شبيه    که پارامترهای آن تابعي از سرعت موتور مي باشد،( LQIGی گوسي انتگرالي مرتبه دوم خطي )کننده يک کنترل  کار

موتور  تمام دورهای  توسط توربوشارژر را در    يدیبوست تول  يزانم  با کنترل دريچه هدر،  توانمي  در روش ارائه شده،سازی شده است.  

را در اين دورها    موتور   يدی توان و گشتاور تول در نتيجه  کنترل نموده و  يي  با دقت و سرعت بالا  (يانيو م  يين پا  یدورها بخصوص  )

نو   يستم س  . يدبخش  بهبود برابر  در  بسته  قطع  يزحلقه  عدم  و    ،مدل   يت و  سازی  دادگرديد  يابيارزشبيه  نشان  ارزيابي  نتايج  اين    که  . 

قطع  عملكرد بهتری داشته و   LQRو    PID  هایکنندهکنترل کننده در مقايسه با  کنترل  مقاومت   يزنو   و  يت در مدلسازی در برابر عدم 

 .  دارد بالاتری

 . مدل غيرخطي ، LQIGکننده کنترل هدر،  يچه در يزل،موتور دکلیدی:  کلمات

Designing of LQIG method for controlling the wastegate of a turbocharged 

diesel engine to increase engine output power using experimental results of 

engine test chamber laboratory 
 

Nematollah Ghahremani, Reza Mortazavi, Ali Ahmad barati 

 
Abstract: In this paper, first, using a test set on a turbocharged diesel engine in the engine test 

room, a nonlinear model is obtained and it is linearized around several operation points. Then, 

for the linear models, a linear quadratic integral Gaussian controller (LQIG) with variable 

parameters as function of engine speed is designed and simulated. In the proposed method, by 

controlling the wastegate, the boost produced by the turbocharger can be controlled at all 

engine speeds (especially the lower and middle speeds) with high performance response, 

thereby improving the output power and engine torque in all speeds. The closed loop control 

system is simulated and evaluated in the presence of noise and model uncertainty. The 

simulation results show the better performance and higher robustness in comparison with PID 

and LQR controllers. 

Keywords: Diesel engine, wastegate, LQIG controller, nonlinear model. 
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 مقدمه   -1

توربوشارژ    1هدر   دريچه  ي اصل  يفه وظ ديزل  موتورهای  فشار  در  کنترل 

هوا )فشار  میورود  يفولدمن  یبوست  موتور  هدر.  باشدي(    يک  دريچه 

رس  باشد يم  يکنترل  يچهدر از  قبل  را  اگزوز  دود  تورب  يدن که    ينبه 

که امروزه بر   هاييدريچه هدر. دهد يانتقال م ينتوربوشارژر به بعد از تورب

بنز  يزلد  یموتورها  یرو م   يني و  بشو ياستفاده  فشار    یبرا  يشترد  کاهش 

و کنترل آن    باشد يکار معمول م  يککه    باشديبالا م  یبوست در دورها

مكان صورت  دو  الكتر  يكي به  م  يكي و  حالت    ی برا  .]2و 1[  شوديانجام 

  ی بر رو  یتكنولوژ   ينکه معمولا از ا  ييموتورسازها  يكي،الكتر  دريچه هدر

  Bosch  شرکت  مانند  2ECUهای  سازنده   کنند يخود استفاده م  یموتورها

آن    کننده ترل قسمت کن  هستند که  فرانسه  Sagemآمريكا و    Delcoآلمان،  

در زمان مناسب دستور   ECUو    ]3[  گيرنديموتور در نظر م   ECUرا در  

باز و بسته شدن آن   یبرا يكيالكتر ير به ش  دريچه هدرکنترل  ی لازم را برا

از   ياني و م يين پا ی در دورها يزل د یکه موتورها  يي . از آنجاکنديصادر م

به ساختار    رسيدست  ينو همچن   باشد يبرخوردار نم  يتوان و گشتاور مناسب

ECU  هدف    مقاله،  ين وجود ندارد، لذا در ادر کشور  کنترل آن    ی هاو برنامه

کنترل باز و بسته   یبرا ،موتور ECUکننده مناسب و مجزا از کنترل  يطراح

هدر  شدن   بوس  باشديمدريچه  دورها   يلهتا  در  بتوان  مختلف    یآن 

را از کمپرسور توربوشارژر    يشتری( بوست بيينپا  ی )بخصوص در دورها

بعبارتي   دورها ارتقاء داد. يننموده و توان و گشتاور موتور را در ا دريافت

رو  ديگر است  قرار  گ  ECU  ،موتور  یاگر    تواند يم  ECUخود    يردقرار 

کند  يچهدر کنترل  را  اين  هدر  مشكل  ساخت  اما  فني  دانش  که  جاست 

ECU  سازی نشده و از طرفي دغدغه جنگ  هنوز برای اين موتورها بومي

اين   انداختن  کار  از  برای  در    ECUالكترونيک  بخصوص  وارداتي  های 

بر آن شده    يمصارف نظامي کماکان پابرجاست. از اين رو در اين مقاله سع

به منظور افزايش توان و گشتاور    ECUای مجزا از  ه کننداست که کنترل 

شكل    سازی گردد.برای موتورهای ديزل توربوشارژ شده طراحي و شبيه

به همراه دريچه هدری    يک نمونه موتور احتراق داخلي    (2شكل )و    (1)

 دهد. گيرد را نشان ميژر قرار ميکه روی توربوشار

  یبرا  يي هاکننده کنترل   ،موارد  يمقالات نشان داده است که در برخ   يبررس

در طراح  يچهکنترل  مجزا  بطور  تا    يهدر  است  ورودتنها  شده    یفشار 

  ]2[  در  کنترل کند.جهت حفاظت از سيستم توربوشارژر و موتوررا    يفولدمن

به روش    يطراح برا  ی برا  3LQIکنترل کننده  فشار بوست    يک  ی کنترل 

( انجام شده است.  يقهدور بر دق   4000تا   3000بالا )  ی در دورها  يني موتور بنز

به روش  کنترل   يطراح  ]5و4[  در فشار بوست    یبرا   4IMCکننده  کنترل 

 

 
1 Wastegate 
2 Electronic Control Unit 
3Linear Quadratic integral  
4 Internal Model Controller 
5 Proportional- Integral- Derivative 

بنز  يک  یبرا پذيرفته  يني موتور  ا  صورت  مدل    يناست.  اساس  بر  روش 

مقاله   ترينيک که نزد  ]6[  در.  باشد يم  يو بصورت بازگشت  موتور  يداخل

ا  یاز نظر مدلساز م  ينبا  برا  يپژوهش  هدر موتور    يچهکنترل در  یباشد 

تطب  ، توربوشارژ  يزل د کنترل  نوع  مقاوم    يممستقيرغ  يقيدو  وکنترل 

کنترل   يطراح  ∞H  يرهچندمتغ با  و  است.    يسهمقا  PID5کننده  شده  شده 

  باشد يم  PID  نوع  از  ی آن،دواز عملكرد بهتر هر    يپژوهش حاک  ينا  يجنتا

  یه ورودمشكل آن دامن  ليعملكرد را دارد و  ينبهتر  ،کننده مقاوموکنترل 

 ]7[  درنامطلوب است.    یاست که امر  يقيروش تطب نسبت به    بزرگتر آن

مرتبه    يکننده خطکنترل   يکتوربورژشده    يزل هدر موتور د  يچهدر  یبرا

کنترل دور موتور هم    یشده است و برا  يطراح  يقيدوم زمان گسسته تطب

کننده  دو کنترل   يندر نظر گرفته شده است که حاصل ا  PIکننده  کنترل   يک

  ]8[  در  به مقدار مطلوب شده است.  يفولدمن  یفشار ورود  يابيمنجر به رد

( و 6VGT)  يربا گام متغ   ييهاتوربوشارژر آن مجهز به پره   ينكه با توجه به ا

  بينيشکننده پکنترل   يبا طراح باشدي( م7EGR)  يگردش گاز خروج  يرش

ا  يزلموتور د  یبوست برا، فشار    EGRو  VGT  یبرا  يرخطي مدل غ   ينبا 

 نوع توربوشارژ کنترل شده است.

پژوهش  اين  کليه  ايندر  با  رابطه  در  چها  هدر  گونه  که  دريچه  کنترل  با 

  را افزايش داد بحثي نشده   توان خروجي موتور ديزل توربوشارژ  ،توانمي

نخستين بار است که   8LQIGکننده به روش است. همچنين طراحي کنترل 

   برای چنين سيستمي استفاده شده است. 
شود که چگونه با افزايش پاشش  در اين مقاله، به اين سوال پاسخ داده مي

توان توان  سوخت به داخل سيلندرهای موتور و با استفاده از دريچه هدر مي

تمام در  را  موتور  به کمک    خروجي  پايين  دورهای  در  دورها بخصوص 

کننده برای  کنترل فشار ورودی به منيفولد افزايش داد. در طراحي کنترل 

-دريچه هدر، ابتدا مدل غيرخطي موتور ديزل توربوشارژ بدست آورده مي

شود که اين مدل نيازمند پارامترهای تجربي است که از نتايج تست واقعي  

اتاق تست مجهز در اين مدل حول  موتور در    7يافت شده است و سپس 

استفاده    LQIGگردد. برای کنترل اين موتور از روش  مي  نقطه کار خطي

گرديده است. اين کنترل کننده طوری طراحي شده است که برای تمامي  

سرعت  برحسب  آن  پارامترهای  خاطر  همين  به  باشد.  جوابگو  کار  نقاط 

کننده پنج متغير حالت دارد که يک  کنترل موتور تنظيم گرديده است. اين 

حلقه در  فيلتر  متغير  در  مابقي  و  هدف  سيگنال  رديابي  برای  خارجي  ی 

گير وجود دارد که  کالمن بكار رفته است. در حلقه خارجي يک انتگرال 

مي ميل  صفر  سمت  به  را  دائمي  حالت  کنترل خطای  اين  در  دهد.  کننده 

مقاومت   عملكرد بهتری داشته و  9LQR  و  PID  هایکنندهمقايسه با کنترل 

 .دارد يزنو  يت در مدلسازی ودر برابر عدم قطع  بالاتری

6 Variable Geometry Turbine 
7 Exhaust Gas Recirculation* 
8 Linear Quadratic Integral Gaussian 
9 Linear Quadratic Regulator 
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 داخل احتراق موتور نمونه  کي:  1شكل  

 

 وست گيت در توربوشارژر :  2شكل 

 عملکرد و مدلسازی موتور   -2

گيرد، بايد دقت کافي  مدلي که در شبيه سازی موتور مورد استفاده قرار مي

عين سادگي و عدم  و سادگي مورد نظر را داشته باشد تا بتوان از آن در  

پيچيدگي با اطمينان استفاده کرد. برای مدلي که در اينجا مورد استفاده قرار  

رعت موتور  ، س]10و9[ورودی به سيلندرها  گرفته شده است، دبي جرمي  

  ]13[توان کمپرسور    و  ]5و12[فشار ورودی و خروجي منيفولدها  ،  ]11[

ش است.  مدلسازی  و  ده  مطالعه  مورد  موتور  به  توجه  رهای نصب  گسحبا 

شده است که جهت تكميل  آن آورده  شده روی موتور، در ادامه مدلسازی  

شايان ذکر  بهره برده شده است.  ] 14و 6[  روابط رياضي برای مدلسازی از 

روابط رياضي بين پارامترها  تنها   ،است که منابع اشاره شده جهت مدلسازی

است  کرده  بيان  نگاشت   را  داشتن  بدون  تجربي  روابط  شامل  بين    10و 

در   گردد.پارامترهای تجربي است که اين امر مانع از مدلسازی سيستم مي

از   مقادير  اين  پژوهش  واين  اتاق تست  اقعينتايج تست    مجهز  موتور در 

  های نتايج اين تست منجر به بدست آوردن نگاشت .ه استدريافت گرديد

𝜂𝑐 = 𝑓 (
𝑃𝑖

𝑃𝑎𝑚𝑏
,𝑛𝑡𝑏) ,𝜂𝑣 = 𝑓(𝑁𝑒),𝜂𝑡 = 𝑓 (

𝑃𝑥

𝑃𝑎𝑚𝑏
,𝑛𝑡𝑏) ,𝜂𝑖 =

𝑓(𝑁𝑒),𝑀𝐿 = 𝑓(𝐿𝑜𝑎𝑑,𝑀𝑒)    )پيوست ب در  نمادها  گرديد    )تعريف 

مدل که   اصلي  همين  اساس  هستند  نگاشتسازی  و    کهها  مقالات  در 

 

 
10 Mapping 

در اتاق تست، موتور     . کدام از اين موارد تعريف نشده استها هيچپژوهش

موتور    ECUو ارتباط    روی موتور  رهای منصوب گسحمورد نظر از طريق  

در اتاق تست در دورهای    موجودبا سامانه کنترل و مانيتورينگ بالادست  

سازی  فت و اطلاعات مورد نياز جهت مدل  مورد ارزيابي قرار گر  مختلف 

بدست آوردن روابط    بدست آمد. گفتني است که بدون اين ديتاها امكان

قبلا   که  نمونه  تجربي  بطور  نداشت.  وجود  شد  ف   𝜂𝑐اشاره  از  شار  تابعي 

و دور توربوشارژر مي باشد که برای    ورودی منيفولد، فشار هوای محيط 

منحني آن لازم است   فشارهای مختلف    در دورهاموتور  بدست آورن  و 

 تست شود تا اين اطلاعات را بدست آورد. 

)در    از  (3شكل  هدر    شماتيكي  دريچه  به همراه  توربوشارژ  ديزل  موتور 

 آورده شده است: 

 
 [6]ساختمان داخلي موتور ديزل توربو شارژ :  3شكل 

کل فرآيند بدين گونه خواهد بود که هوا از فيلتر هوا به درون موتور مكش  

گردد. سپس با عبور از کمپرسور فشار آن افزايش يافته و در نتيجه دبي  مي

کن  شود. هوا پس از اين مرحله وارد خنکبيشتری به درون سيلندر وارد مي

فشار ثابت، دمای آن کاهش ميمياني مي يابد. هوای فشرده و  شود و در 

مرحله  .  شودخنک شده قبل از ورود به سيلندرها وارد منيفولد ورودی مي

مي آغاز  سيلندر  داخل  به  هوا  ورود  با  تزريق جديد  مرحله  اين  در  شود. 

گيرد و اين مقدار سوخت به علاوه هوای ورودی به  سوخت صورت مي

دهد و اين مقدار دبي، همان دبي  منيفولد ورودی، تشكيل دبي جديد مي

م  شود. در گاخروجي از سيلندرها است. اين دبي وارد منيفولد خروجي مي

از  بعد گاز سوخته شده در سيلندر وارد سيستم توربين مي شود و بخشي 

فشار هوای ورودی   بردن  بالا  برای  نياز  انرژی مورد  تامين  برای  فشار آن 

مي قرار  استفاده  خارج  مورد  به  هدر  دريچه  توسط  ديگر  بخشي  و  گيرد 

گردد که اين قسمت  شود. در نهايت گاز وارد سيستم خروجي ميمنتقل مي

 . ]15[ شودنيز مانند منيفولدها بصورت حجم ثابت در نظر گرفته مي

به همراه   استفاده شده در شبيه سازی  استفاده  روابط  پارامترهای  نمادها و 

در   پيوست آن  شده  است  به  شده  مدل   . آورده  شدن    ،ورودی  باز  ميزان 

ي  است. اما در روابط ميزان باز شدن واقعي اين دريچه يعن  𝑢𝑤𝑔دريچه هدر 
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𝑋𝑤𝑔    اعمال شده است از اين رو سيگنال ورودی همان ميزان باز شدن واقعي

منيفولد   ورودی  فشار  آن  حالت  متغيرهای  است.  هدر  فشار   𝑃𝑖دريچه   ،

، ميزان عملكرد واقعي دريچه    𝑃𝑐، توان کمپرسور    𝑃𝑥خروجي از سيلندر  

و سرعت    𝑋𝑤𝑔هدر با توجه به قدرت عملگرها برای باز کردن دريچه هدر 

تغيير دور موتور تنها به ميزان پاشش سوخت به    باشد.مي  𝜔𝑒زاويه موتور  

بستگي دارد و باز و بسته کردن دريچه هدر    𝑊𝑓داخل سيلندرهای موتور  

متغيرهای حالت با توجه به وضعيت دريچه    تاثيری روی آن ندارد؛ اما ديگر

  هدر دستخوش تغيير هستند. 

جدول  مقاديری که هنگام تست واقعي موتور از آن استنتاج شده است در  

فشار    (1) مقادير  سوخت  و  جرمي  دبي  افزايش  ازای  به  مطلوب  ورودی 

سازی  برای خطي  آمده است.  (2جدول ) پاشيده شده به داخل سيلندرها در

بايست نقاط تعادل سيستم را با مساوی صفر مي (1جدول )سيستم با مقادير 

قرار دادن معادلات غيرخطي بدست آورد و با جايگذاری آنها در معادلات  

م به  ژاکوبين  از  رسيد.اتريسحاصل  حالت  فضای  فضای    های  معادلات 

است و برای نمونه اول بصورت   نمونه به پيوست آورده شده   7حالت برای   

   است:زير

𝐴1 =

[
 
 
 
 
−45.1187 0 50.1254 0 −65767
62.7370 −80.4877 0 −1.8151 × 107 97117

0 0.6048 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.4251]

 
 
 
 

             

 

 𝐵 =

[
 
 
 
 
0
0
0
1
0]
 
 
 
 

               𝐶 = [1 0 0 0 0]            𝐷 =

[
 
 
 
 
0
0
0
0
0]
 
 
 
 

        

نمونه منفي    7مقادير ويژه سيستم خطي سازی شده برای هربخش حقيقي  

و ماتريس کنترل    A.مرتبه ماتريس  داردباشد که نشان از پايداری سيستم  مي

 زير است: صورت پذيری به 
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 5;                  𝑟𝑎𝑛𝑘(  𝑐𝑡𝑟𝑏(𝐴,𝐵)  ) = 4  

بينيم که     Aکنترل پذيری يكي کمتر از مرتبه ماتريس    مرتبه ماتريسمي 

به دليل عدم وابستگي دور موتور به ورودی يعني باز شدن  اين  که  است  

نقطه، پايداری سيستم در اين    7سازی در  پس از خطي  دريچه هدر است.

ايدار است و برای  نقاط بررسي شده و معلوم گرديد سيستم در اين نقاط پ

شبيه از  غيرخطي  سيستم  پايداری  اين  بررسي  است.  شده  استفاده  سازی 

پايداری آن  سيستم در دورهای مختلف شبيه بررسي  کاملاً  سازی شده و 

است. انتخاب  گرديده  است  بندی  7گفتني  تقسيم  به  توجه  با  کاری  نقطه 

ه شده  روی رک سوخت و ميزان تغييرات به ازای هر واحد در نظر گرفت 

است و نقاطي هستند که در آنها موتور تغييرات محسوسي دارد. لذا نقاط  

ای را به دنبال ندارد لذا در  مياني هر دو نقطه متوالي شرايط پيش بيني نشده 

 نقطه بقيه نقاط نيز پوشش داده مي شود.  7اين مقاله با انتخاب اين  

 

 
11 Surge 

 

 نمونه  7نتايج تست موتور در  :  1جدول  

𝑃𝑖 
(bar) 

𝑃𝑥 

(bar) 

𝑃𝑐  

(kw) 

𝑁𝑒 

(RPM) 

𝑊𝑓 

(𝑘𝑔/𝑠) 
𝑇𝒊 
(°𝑘) 

𝑇𝑥 

(°𝑘) 

1.65 1.6 22.2 1200 0.0123 401 940 

2.026 1.94 45.7 1400 0.0166 431 940 

2.41 2.35 78.3 1600 0.02 458 940 

2.83 2.85 122 1800 0.026 484 950 

3.165 3.29 167 2000 0.03 504 980 

3.42 3.76 216 2200 0.035 521 1010 

3.61 4.08 253 2400 0.039 533 1030 

 

 قدار پاشش سوخت جديد و فشار ورودی مطلوب : م 2جدول 

refrence 𝑃𝑖(bar)  𝑊𝑓(𝑘𝑔/𝑠) 𝑁𝑒(RPM) Sample 

1.85021 0.013875 1200 1 

2.27511 0.021542 1400 2 

2.82748 0.025819 1600 3 

3.42201 0.028362 1800 4 

3.65675 0.031722 2000 5 

3.88088 0.035365 2200 6 

4.05886 0.039185 2400 7 

 

 یشبیه سازی مدل غیرخطی و خط  -3

اين بخش مدل غيرخطي و نمونه    7خطي موتور ديزل توربوشارژ در    در 

گذاری مقايسه جهت صحه  (1جدول )سازی خواهد شد و مقادير با  شبيه

و    (1جدول )ابتدايي در    𝑊𝑓سازی در دو وضعيت با مقادير  گردد. شبيهمي

مقادير   در   𝑊𝑓همچنين  ارائه شده  )  جديد  انجام شده  بصورتي    ( 2جدول 

کند تا  دور بر دقيقه دور موتور را زياد مي  200ثانيه،  20که کاربر هر  است  

بسته بودن    .دور بر دقيقه برسد  2400دور بر دقيقه به    1200دور موتور از  

  دريچه هدر معادل صفر و باز بودن کامل آن يک در نظر گرفته شده است. 

 انجام شده است: شبيه سازی برای دو حالت زير 

 زماني که دريچه هدر کاملا بسته است.  -حالت اول  •

 ( مي باشد. 6زماني که دريچه هدر مطابق شكل ) -حالت دوم •

( آورده  2( و )1در جداول )  که   𝑊𝑓با مقادير قبلي و جديد  در حالت اول  

مشخص    (5شكل )با توجه به    .صورت گرفته است شبيه سازی  شده است  

که   پايين    𝑤𝑓است  دورهای  در  را بخصوص  موتور  توان خروجي  جديد 

ارتقاء داده است. اما نكته حائز اهميت مقدار فشار ورودی منيفولد است که  

   کمپرسور شود. 11موجب سرج (4شكل )تواند طبق بالاست و مي
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 قبلي و جديد 𝑤𝑓فشار ورودی به منيفولد به ازای  :  4شكل 

 

 قبلي و جديد 𝑤𝑓توان خروجي موتور به ازای  :  5شكل 

  (2جدول )  منيفولد را به مقادير مطمئندر صورتي که بتوان فشار ورودی به  

توان اين ادعا را کرد که توان خروجي موتور در يک شرايط  ، ميرساند

ايمن ارتقاء يافته است. ابزار کنترلي برای رسيدن به اين مهم وجود دريچه  

ميزان  کننده مناسب،  ايست با طراحي کنترل بهدر قبل از توربين است که مي

را آن  شدن  بسته  و  مقادير    باز  به  را  منيفولد  ورودی  فشار  و  کرد  کنترل 

قبلي، کاملا    𝑤𝑓مطلوب رسانيد. شايان ذکر است مقادير نمودارها به ازای  

آورده شده است مطابقت دارد لذا    (1جدول ) با نتايج تست موتور که در  

 توان گفت مدلسازی سيستم نيز به خوبي صورت پذيرفته است. مي

سازی مدل خطي و مقايسه آن با مدل غيرخطي جهت  به شبيهدر حالت دوم  

اگذاری خطيصحه برای  است.  پرداخته شده  مقايسه    ينسازی  که ضمن 

خطي مدل    مدل  مدل  غيربا  دو  هر  در  هدر  دريچه  شدن  باز  تاثير  خطي، 

است   هدر  دريچه  شدن  باز  همان  که  ورودی  سيگنال  شود،  مشخص 

جديد نمايش داده    𝑤𝑓رنظر گرفته شده و نتايج برای  د  (6شكل )بصورت  

دهند که خطي سازی سيستم بخوبي  ( نشان مي11( تا )  7اشكال )  شده است.

مي و  است  پذيرفته  خطيصورت  از  حاصل  مدل  که  گفت  سازی  توان 

تقريب خوبي از مدل واقعي است و در نهايت با توجه به اينكه نتايج هر دو  

خطي و  غيرخطي  از  مدل  شده  دريافت  اطلاعات  با  متناسب  شده  سازی 

هايي که دريچه هدر بسته  تاست )در حال  (1جدول )موتور واقعي يعني  

نيز صورتتوان گفت مدل است( مي نسبتا دقيقي  باز    سازی  گرفته است. 

شدن دريچه هدر منجر به کاهش فشار ورودی و خروجي منيفولد و کاهش  

مي لذا  است.  گرديده  کمپرسور  کمک  توان  به  که  کرد  بيني  پيش  توان 

 توان به فشار ورودی منيفولد مطلوب رسيد. دريچه هدر مي

با افزايش دور موتور فشار ورودی و خروجي منيفولد و   واضح است که 

شود همگي کاهش  مپرسور افزايش و زماني که دريچه هدر باز ميتوان ک

يابند. شايان ذکر است تغيير وضعيت دريچه هدر هيچ تغييری روی دور  مي

کند که علت آن عدم وابستگي دور موتور به ميزان باز  موتور ايجاد نمي

 شدن دريچه هدر است. 

 
 ميزان باز شدن دريچه هدر  – سيگنال ورودی :  6شكل 

 

 فشار ورودی به منيفولد برای مدل غيرخطي و خطي:  7شكل 

 

 فشار خروجي از منيفولد برای مدل غيرخطي و خطي :  8شكل 

 

 توان کمپرسور برای مدل غيرخطي و خطي:  9شكل 
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 باز شدن واقعي دريچه هدر برای مدل غيرخطي و خطي :  10شكل 

 

 
 موتور برای مدل غيرخطي و خطيدور :  11شكل 

 

 LQIGکننده کنترل  -4

انتگرال خطي    و  LQR  رگولاتور خطي مرتبه دوماين روش بر اساس روش  

فيدبک از خروجي    LQRدر روش  شده است.  پايه ريزی  LQI  مرتبه دوم

  LQIگردد اما در  بعد از مقايسه با مقدار مطلوب مستقيما به سيستم اعمال مي

در ادامه  شود.  داده ميسيستم  گير به  اين مقدار بعد از عبور از يک انتگرال 

کنترل  بتوان  که  است  آورده شده  نويز کای  کننده الگوريتمي  به  آغشته  ه 

 ، دارد  LQRو    LQI  های وش با روشرطراحي کرد. تفاوتي که اين  را  است  

بجا  که  است  اين  حالت  که اين  یدر  طراحي  از  برای  سيستم  اصلي  های 

ها توسط فيلتر کالمن استفاده شده  ه شود از تخمين آندکننده استفاکنترل 

به اختصار    يامرتبه دوم    يانتگرال  ي گوس  کننده رل توان آن را کنتاست که مي

LQIG  12روش با عنوان    ينا  ]16[  مختلف همچون. در مراجع  يدنامLQG   

کننده تحت عنوان  کنترل   يروش طراح  ينا  ]17[مانند    يگرد  يو در برخ

 روش  و    ]20و 19[در    PIDروش    شده است.  يانکالمن ب  يلتر با ف  LQIروش  

LQRاز آنجا که روش      کامل تشريح شده است.  بطور  ]21[  درLQG    يدبک ف  

مقا  يخروج مطلوب  مقدار  با  بدون    کندمي  يسهرا  را  حاصل  اختلاف  و 

  يتداع  تواندينم  ،کندياعمال مسيستم  به    يماًمستق  يرگگذراندن از انتگرال 

خطا بعد از گذراندن    يگنالروش س  ين باشد چرا که در ا  LQIGکننده عنوان  

 

 
12 Linear Quadratic Gaussian 

پژوهش    ينجهت در ا  ين . به همشود ياعمال م  سيستمبه    ير گانتگرال   يکاز  

عنوان   برده شده    LQIGاز  تعداد  بطوريكه  استبهره  مراجع هم    یدر  از 

الگوريتم اين    (12شكل )در    نام استفاده شده است.  ين از هم  ]18[همچون

 . کننده آمده استکنترل 

 
 LQIGالگوريتم کنترل کننده :  12شكل 

 

نويز فرآيند با ميانگين صفر و کواريانس    wخروجي مطلوب،    rکه در آن  

𝑊 = 𝐸{𝑤(𝑡)𝑤𝑇(𝑡)}    ،v   گيری با ميانگين صفر و کواريانس  نويز اندازه

𝑉 = 𝐸{𝑣(𝑡)𝑣𝑇(𝑡)}    وK   اين طراحي توسط روش  بهره ای است که در 

LQI  شود. و به منظور حداقل کردن تابع هزينه زير محاسبه مي 

(1)𝐽 = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢)𝑑𝑡                                      
∞

0
 

 

مي  kestبلوک   کالمن  فيلتر  حالت  فضای  معادلات  اين   باشد.حاوی  در 

تاثيری که روی    با توجه به  Rو    Qهای ماتريس LQRروش همانند روش 

رها  گسح، کاهش تاثير نويز  جهش پاسخدهي،  از نظر سرعت پاسخ  خروجي

  Qمقادیر    . شوندبرای رسيدن به هدف دارد تعيين ميدامنه ورودی لازم  و  

های  متفاوت بوده و در هر روش بهترین حالت  LQIو    LQRدر روش    Rو  

است. شده  مقایسه  هم  با  روش و  پاسخگویی  اين  در  که  است  از    اضح 

ها يا  ها فيدبک گرفته شده است که در اين مقاله اين حالتتخمين حالت

گردد مانند دور موتور، ميزان  گيری مياندازه گر  سحبطور مستقيم از طريق  

توان  مانند  يا  و  خروجي  و  ورودی  هوای  فشار  هدر،  دريچه  بودن    باز 

  3ر هخروجي و سيگنال کنترل  .  آيدکمپرسور از طريق محاسبه بدست مي

شكل  اثانيه در  ميلي  200  اریزمان نمونه برددر    LQIGو  PID،  LQRروش

 نمايش داده شده است.  (14شكل )و  (13)
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 LQIGو  PID ، LQRهای کنندهمقايسه خروجي کنترل :  13شكل 

 
 LQIGو  PID ، LQR  های رگمقايسه سيگنال کنترل کنترل:  14شكل 

تقريبا مشابه هم   دامنه ورودی کنترلي همگي  اما    ،هستندواضح است که 

کننده  بصورتي که کنترل   .شود متفاوت استآنچه که در خروجي ديده مي

LQIG   کنترل و  عملكرد  خود    LQRکننده  بهترين  از  را  عملكرد ضعيفي 

خروجي  اختلاف  که  است  اين  آن  علت  مهمترين  که  است  داده  نشان 

  حالي  و اين در   شودمطلوب و خروجي فيدبک مستقيما به سيستم اعمال مي

سپس به  و  گير اعمال گرديده  اين مقدار به يک انتگرال   LQIGکه در  ت  اس

اين موضوع بخصوص در حالت نهايي خود    . شودسيستم اصلي اعمال مي

با خطای    LQRمشخص است    (13شكل )دهد که همانطور که از  را نشان مي

است. داده  انجام  را  مطلوب  مقدار  رديابي  عمل  زيادی  گرچه    نسبتا 

از    PIDکننده  نترل ک بهتری  است  LQRعملكرد  با    ،داشته  قياس  در  ولي 

LQIG    و تر  ضعيف  پاسخگويي  پاسخ  سرعت  دارجهش  د.  بيشتری 

  حضورها توسط فيلتر کالمن و  تخمين حالت  به خاطر  LQIGکننده  نترل ک

   تر و مقاومت بيشتری در برابر نويز دارد.گير، خروجي نرمانتگرال 

 سازیکننده و شبیهطراحی کنترل  -5

دور بر دقيقه دور    200ثانيه،    20در ادامه سيستم برای حالتي که کاربر هر  

دور بر   2400دور بر دقيقه به   1200دور موتور  از کند تا موتور را زياد مي

  20گفتني است افزايش دور موتور هر  شبيه سازی شده است.  ،دقيقه برسد

ثانيه آن هم بصورت يک تابع پله جزو بدترين شرايطي است که در شبيه  

ور موتور  سازی در نظر گرفته شده است و اين درحاليست که افزايش د

دور    200يابد و هيچگاه به يكباره در يک لحظه  يبصورت پيوسته افزايش م

افزايش نمي برای    هایعملگر  ابد و لختييبر دقيقه دور موتور  موتور هم 

دور   يكباره  افزايش  عدم  برای  ديگری  دليل  خواسته  اين  کردن  برآورده 

از يک تابع  موتور است. لذا برای شبيه سازی در يک شرايط سخت گيرانه  

  پله برای افزايش دور موتور استفاده شده است.

 

 نويز وارد شده به سيستم :  15شكل 

 

 با و بدون نويز  برای مدل خطي LQIGخروجي کنترلر  :  16شكل 

 

با و   برای مدل خطي LQIGورودی کنترل و خطای خروجي :  17شكل 
 بدون نويز 
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 دور بر دقيقه  2400تا  1200رها برای دور گسحمقادير:  18شكل 

 

پذيرد. دمای ورودی و  صورت مي  (2جدول )     𝑊𝑓افزايش دور با مقادير  

بصورت   مربوطه  حسگرهای  توسط  توربوشارژر  دور  و  منيفولد  خروجي 

پاسخ سيستم    (17شكل )و    (16شكل )در    گيری مي شود. اندازه   (18شكل )

نويز   در حالت با   برای سيستم خطي  LQIGکننده  با توجه به طراحي کنترل 

و بدون آن آمده است. هدف از طراحي نگه داشتن فشار ورودی منيفولد  

 باشد. مي (15شكل )با وجود نويز  (2جدول ) بصورت

خطای   اينكه  به  توجه  رديابي  با  است  کرده  ميل  صفر  به  سيستم  رديابي 

کننده  ت کنترل توان گفخروجي به بهترين شكل صورت گرفته است و مي

در حالتي که حتي نويز هم به سيستم اعمال شده است    برای سيستم خطي

  ،مدل خطي  طراحي شده برای کننده  کنترل حال    عملكرد بسيار خوبي دارد. 

. نتايج  گرددگرفته شده و شبيه سازی ميمدل غيرخطي موتور بكار    برای  

 ( آمده است.25( تا )19شبيه سازی در اشكال )

 
: فشار ورودی به منيفولد برای مدل غيرخطي با   LQIGخروجي :  19شكل 

 و بدون نويز   

 
 برای مدل غيرخطي با و بدون نويز LQIGخطای خروجي :  20شكل 

ثانيه جهت تغيير    20های زماني کوچک و حدود  بازه ها  سازیدر اين شبيه

دور موتور در نظر گرفته شده و با در نظر گرفتن اين نكته که دور موتور  

برسد و در اين  دور بر دقيقه    1400به    1200قرار نيست به يک باره از مثلا  

توان اين ادعا را کرد گيرد ميبين، دور موتور مقادير ديگری نيز به خود مي

با درصد خطای ککنترل که   ميکننده  رديابي  را  مطلوب  مقدار  .  کندمي 

(  25( تا ) 21شكل )در    دهد.ميزان خطای رديابي را نشان مي  (20شكل )

تصوير کشيده  حالت به  هدر  دريچه  واقعي  باز شدن  ميزان  و  سيستم  های 

 شده است. 

 
 فشار خروجي از منيفولد برای مدل غيرخطي با و بدون نويز     :  21شكل 
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 توان کمپرسور برای مدل غيرخطي با و بدون نويز   :  22شكل

 

 باز شدن واقعي دريچه برای مدل غيرخطي با و بدون نويز :  23شكل 

 

 سيگنال کنترل ورودی برای مدل غيرخطي با و بدون نويز :  24شكل 

 

 دور موتور برای مدل غيرخطي با و بدون نويز :  25شكل 

 

تغيير خروجي )فشار منيفولد ورودی( به ازای تغيير  محدوده :  26شكل 
 مدل و وجود نويز 

سيگنال کنترل    (24شكل )و  از شدن واقعي دريچه هدر  ميزان ب  (23شكل )

مي برابورودی  تقريبا  که  با  باشد  )ر  که  مي  (24شكل  طور  همان  باشد. 

و در بازه تعريف شده برای آن است.  مناسبمشخص است دامنه ورودی، 

حالت مقادير  به  توجه  ميبا  حاصل  ورودی  و  که ها  کرد  ادعا  توان 

است.  LQIGکننده  کنترل  کرده  عمل  خوبي  )در    به  منظور    (26شكل  به 

نامعيني برابر  در  کننده  کنترل  مقاومت  تغيير    ها، بررسي  ازای  به  خروجي 

 نمايش داده شده است.  و در حضور نويز درصدی مدل  ±50%

کننده در مشککخص اسککت اين کنترل  (26شککكل )همان طور که از 

و هم مدلسکازی دقيقي انجام نشکده   ردشکرايط سکختي که هم نويز وجود دا

و اين خبر از قابل اطمينان بودن    ه باز هم بخوبي کار خود را انجام داد  اشکدب

 کننده دارد.اين کنترل 

 گیری نتیجه    -6

و بدسکت آمد موتور ديزل توربوشکارژ  غيرخطي    مدل در اين مقاله 

بکا نتکايج    مکدل غيرخطي  شکککبيکه سکککازینقطکه ککار خطي شکککد. نتکايج    7برای  

صکحت مدل سکازی را نشکان داد. پس   سکه شکد ويمقا  تسکت موتورحاصکل از 

ی  کننکدهاز مکدل سککککازی موتور، برای تمکام نقکاط ککار موتور يکک کنترل 

 انتگرالي مرتبکه دوم خطي ککه پکارامترهکای آن تکابعي از سکککرعکت گوسکککي  

  يدی بوسکت تول يزانما کنترل دريچه هدر،  موتور مي باشکد، طراحي شکد. ب

کنترل  با دقت و سکرعت بالايي موتور  تمام دورهای  توسکط توربوشکارژر در 

نتکايج شکککبيکه    در اين دورهکا بهبود يکافکت.  موتور  يکدیو توان و گشکککتکاور تول

دارای    LQRو   PIDهای  در قياس با روش  LQIG  روشسکازی نشکان داد که 

 .بيشتری داردمقاومت در برابر نويز و نامعيني مدل    بوده و  یبهتر  عملكرد
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 پیوست 

 معادلات دینامیکی  -الف 

ديزل   موتور  مدلسازی  جهت  رياضي،  روابط  بخش  اين  در 

 .]6و14[توربوشارژر به صورت زير آمده است 

(1)�̇�𝑖(t) =
𝑅𝑖𝑇𝑖

𝑉𝑖
(𝑊𝑐𝑖 −𝑊𝑖𝑒)                                            

(2 )𝑊𝑖𝑒 =
𝑉𝑑𝜔𝑒𝑃𝑖(𝑡)

𝑉2𝜋𝑅𝑖𝑇𝑖
𝜂 𝑣                             𝜂𝑣=𝑓(𝑁𝑒)                            

(3 )
𝑊𝑐𝑖 =

𝜂𝑐𝑃𝑐(𝑡) 

𝑇𝑎𝐶𝑝[(
𝑃𝑖(𝑡)

𝑃𝑎
)

𝛾−1
𝛾
−1]  

     𝜂𝑐 = f (
𝑃𝑖

𝑃𝑎𝑚𝑏
 , 𝑛𝑡𝑏)     

(4 )�̇�𝑥(t) =
𝑅𝑥𝑇𝑥

𝑉𝑥
(𝑊𝑖𝑒 +𝑊𝑓 −𝑊𝑥𝑡 −𝑊𝑥𝑤𝑔)               

(5 )𝑊𝑥𝑡 = 𝐴𝑡
𝑃𝑥(𝑡)

√𝑅𝑥𝑇𝑥
𝜓 (

𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
)                                           

(6 )𝑊𝑥𝑤𝑔 = 𝐴𝑤𝑔𝑋𝑤𝑔
𝑃𝑥(𝑡)

√𝑅𝑥𝑇𝑥
𝜓 (

𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
)                             

(7 )𝜓 =

{
 
 

 
 
√ 2𝛾

𝛾−1
((
𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
)

2

𝛾
− (

𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
)

𝛾+1

𝛾
) ,

𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
> 𝑟𝑐

𝛾
1

2 [(
2

𝛾+1
)

𝛾+1

2(𝛾−1)
]                        ,  

𝑃𝑎𝑚𝑏

𝑃𝑥
≤ 𝑟𝑐

 

(8 ) 𝑟𝑐 = (
2

𝛾+1
)
𝛾

𝛾−1                                                             

(9 )�̇�𝑐(𝑡) =
1

𝜏
(𝜂𝑡𝑃𝑡 − 𝑃𝑐)        𝜂𝑡 = f (

𝑃𝑥

𝑃𝑎𝑚𝑏
 ‚ 𝑛𝑡𝑏)   

(10 )𝑃𝑡 = 𝑊𝑥𝑡𝐶𝑝𝑇𝑥 [1 − (
𝑃𝑥

𝑃𝑎𝑚𝑏
)
1−𝛾

𝛾 ]                                 

(11 )�̇�𝑤𝑔(t) = −𝑋𝑤𝑔(𝑡) + 𝑢𝑤𝑔(𝑡)                                  

(12 )�̇�𝑒 =
1

𝐽
(𝑀𝑖𝑛𝑑 −𝑀𝑓𝑟 −𝑀𝑙)                                       

(13 )𝑀𝑖𝑛𝑑 =
𝜂𝑖𝑊𝑓 𝑄ℎ𝑣

𝜔𝑒
            𝜂𝑖 = 𝑓(𝑁𝑒)                         

(14 )𝑀𝑓𝑟 =
𝑓𝑚𝑒𝑝 𝑉𝑑

2𝜋𝑉
                                                               

(15 )𝑀𝑙 =
𝐿𝑜𝑎𝑑 .𝑃𝑒𝑚𝑎𝑥

𝜔𝑒
𝑓𝑙(load‚𝑁𝑒)                                    

(16 )𝑓𝑚𝑒𝑝 = [𝐶1 + 48 (
𝑁𝑒

1000
) + 0.4𝑆𝑝

2] × 103               

(17 )𝑃𝑒 = 𝜂𝑓𝑊𝑐𝑖𝑄𝐻𝑉 (
𝐹

𝐴
) = 𝜂𝑓𝑄𝐻𝑉𝑊𝑓                            

(18)T𝑒 =
𝑃𝑒

2𝜋𝑁𝑒
                                                                     

 جدول پارامترها و مقادیر مدلسازی -ب 

موتور   مدلسازی  به  مربوط  پارامترهای  کليه  بخش  اين  ديزل  در 

 توربوشارژ به همراه مقدار و واحد آن آورده شده است. 

 
 عنوان  نماد واحد مقدار

287.327 𝐽/𝑘𝑔°𝑘 𝑅𝑖  ثابت ويژه گاز ورودی 

[-] °𝑘 𝑇𝑖  دمای ورودی منيفولد 

0.005 𝑚3 𝑉𝑖  حجم منيفولد ورودی 

[-] 𝑘𝑔/𝑠 𝑊𝑐𝑖 
دبي جرمي خروجي از  

 کمپرسور 

[-] 𝑘𝑔/𝑠 𝑊𝑖𝑒  
دبي جرمي ورودی به  

 سيلندرها 

0.012 𝑚3 𝑉𝑑  حجم جابجايي پيستون 

[-] 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔𝑒  سرعت زاويه ای موتور  

[-] pascal 𝑃𝑖  فشار ورودی منيفولد 

𝑓(𝑁𝑒) [-] 𝜂𝑣  بازده حجمي 

[-] RPM 𝑁𝑒  دور موتور  

2 [-] 𝑉 
تعداد سيكل انجام شده  

 در هر دور ميل لنگ 

[-] 𝑤 𝑃𝑐  توان کمپرسور  

1003.5 𝐽/𝑘𝑔°𝑘 𝐶𝑝  گرمای ويژه 

[-] °𝑘 𝑇𝑐  دمای کمپرسور  

300 °𝑘 𝑇𝑎𝑚𝑏  دمای محيط 

105 pascal 𝑃𝑎𝑚𝑏  فشار محيط 

𝑓(
𝑃𝑖
𝑃𝑎𝑚𝑏

,𝑛𝑡𝑏) [-] 𝜂𝑐  بازده کمپرسور 

1.4 [-] γ  ( نسبت گرمای ويژه
𝐶𝑝

𝐶𝑣
) 

287.327 𝐽/𝑘𝑔°𝑘 𝑅x ثابت ويژه گاز خروجي 

[-] °𝑘 𝑇𝑥  دمای خروجي منيفولد  

0.008 𝑚3 𝑉𝑥  حجم منيفولد خروجي 

[-] 𝑘𝑔/𝑠 𝑊𝑓 
دبي جرمي پاشش 

 سوخت 

[-] 𝑘𝑔/𝑠 𝑊𝑥𝑡  
دبي جرمي خروجي  

 توربين 

[-] 𝑘𝑔/𝑠 𝑊𝑥𝑤𝑔 
دبي جرمي خروجي  

 دريچه هدر

𝜋𝐷𝑡
2 4⁄  𝑚2 𝐴𝑡 مساحت توربين 

𝜋𝐷𝑤𝑔
2 4⁄  𝑚2 𝐴𝑤𝑔  مساحت دريچه هدر 

[-] pascal 𝑃𝑥  فشار خروجي منيفولد 

0.985 𝑠 τ ثابت زماني 

𝑓(
𝑃𝑥
𝑃𝑎𝑚𝑏

,𝑛𝑡𝑏) [-] 𝜂𝑡 بازده توربين 

[-] 𝑤 𝑃𝑡  توان توربين  
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[-] °𝑘 𝑇𝑡  دمای توربين  

∈ [0 ‚1] [-] 𝑋𝑤𝑔 سيگنال کنترل واقعي 

∈ [0 ‚1] [-] 𝑢𝑤𝑔  سيگنال کنترل مطلوب 

27.5 𝑘𝑔.𝑚2 J  اينرسي ميل لنگ 

42 × 106 𝐽/𝑘𝑔 𝑄ℎ𝑣 ارزش حرارتي سوخت 

[-] 𝑁.𝑚 𝑀𝑖𝑛𝑑 گشتاور نشان داده شده 

[-] 𝑁.𝑚 𝑀𝑓𝑟 
گشتاور حاصل از  

 اصطكاک

[-] 𝑁.𝑚 𝑀𝑙 
گشتاور مورد نياز برای  

 بار

[-] [-] 𝜓(.  تابع نسبت فشار  (

100 % LOAD بار روی شفت 

671.13 × 103 w 𝑃𝑒𝑚𝑎𝑥  ماکزيمم توان موتور 

𝑓(𝑁𝑒) [-] 𝜂𝑖  بازده حرارتي 

[-] [-] 𝑓𝑙(. ) 
تابع گشتاور حاصل از  

 بار

75 𝑘. 𝑝𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙 𝐶1  مقدار تجربي 

0.159 𝑚 𝑆𝑝  طول ضربه پيستون 

[-] [-] 𝑟𝑐  نسبت فشار بحراني 

[-] 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝑛𝑡𝑏  دور توربوشارژر 

[-] pascal 𝑝𝑐𝑚𝑝  فشار بعد از کمپرسور 

[-] wat 𝑃𝑒  توان خروجي موتور 

[-] N.m 𝑇𝑒  گشتاور موتور 

0.36 [-] 𝜂𝑓 ضريب بازدهي سوخت  
 

 های فضای حالت مدل خطی شده ماتریس  -ج 
در اين قسمت مدل غيرخطي موتور ديزل توربوشارژ در هفت نقطه کاری  

 باشد.  های فضای حالت آن به صورت زير ميخطي شده است که ماترسي

هر    Dو    B    ،Cهای  ماتريس ماتريس    7برای  و  مشابه هم هستند    Aنمونه 

 بصورت زير مي باشد. 

                                                                                                                 

  𝑩 =

[
 
 
 
 
𝟎
𝟎
𝟎
𝟏
𝟎]
 
 
 
 

               𝑪 = [𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎]           𝑫 =

[
 
 
 
 
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎]
 
 
 
 

  

 
 

𝐴1 =

[
 
 
 
 
−45.1187 0 50.1254 0 −65767
62.7370 −80.4877 0 −1.8151 × 107 97117

0 0.6048 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.4251]

 
 
 
 

  

 

𝐴2 =  

[
 
 
 
 
 −63.7097 0 38.5476 0 −1.00320× 105

79.5346 −80.4877 0 −3.349 × 107 1.37680× 105

0 0.8110 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.3758 ]

 
 
 
 
 

  

 
𝐴3 =

[
 
 
 
 
−70.5271 0 33.8364 0 −1.0820 × 105

83.9606 −80.4877 0 −3.6292 × 107 1.3768 × 105

0 0.8640 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.3269 ]

 
 
 
 

  

 

𝐴4 =

[
 
 
 
 
−75.9625 0 33.0903 0 −1.1180 × 105

86.9057 −80.9147 0 −3.7167 × 107 1.3803 × 105

0 0.8944 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.2590 ]

 
 
 
 

  

 

𝐴5 =

[
 
 
 
 
−79.8112 0 32.2647 0 −1.1688 × 105

90.2023 −82.1823 0 −4.2116 × 107 1.4313 × 105

0 0.9525 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.2106 ]

 
 
 
 

  

 

𝐴6 =

[
 
 
 
 
−84.6967 0 30.8915 0 −1.2772 × 105

94.7092 −83.4307 0 −4.9230 × 107 1.5582 × 105

0 1.0098 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.1426 ]

 
 
 
 

  

 

𝐴7 =

[
 
 
 
 
−89.5669 0 29.5111 0 −1.2802 × 105

99.5472 −84.2527 0 −5.4207 × 107 1.5564 × 105

0 1.0451 −1.0152 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −0.0856 ]
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