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سيستمغيرخطي  : چکیده  اصلي  رفتارهاي  از  دن ها  گري  اين  واقع  يايدر  پايداري  تعيين حاشيه  براي  معرفي روشي  رو  اين  از  است.  ي 

هاي خطي  اي در اين راستا براي تحليل سيستمرسد. با اينكه حد بهره و حد فاز به عنوان معيارهاي جا افتاده ها امري ضروري به نظر ميسيستم

سيستم در  حدها  اين  واقعي  مقدار  تعيين  براي  مشخص  راه  يک  کردن  پيدا  ادبيات  هاست،  موجود  مسائل  از  کلي  حالت  در  غيرخطي  اي 

تعيين دقيقمي براي  ارائه روش جديدي  مقاله  اين  از غيرخطيباشد. هدف اصلي  براي نوع خاصي  اين حدها  از ها است.  گريتر  استفاده  با 

آمده  به دست  پايداري  شرايط  لياپانوف،  معيار    قضيه  اعمال  با  توسعهو  پايداري  دايره  ارائه  سيستميافته حاشيه  با  است.  تعيين شده  لور  هاي 

ها، دقت نتايج به دست آمده مورد ارزيابي قرار گرفته  هاي عددي، صحت نتايج بدست آمده بررسي شده و با مقايسه آنها با ساير روشمثال 

 .است

معيار حاشيه  کلمات کلیدی: فاز کاربردي،  بهره و حد  لور، حد  پايداري سيستم غيرخطي  پايداري،  تعميم  هاي  دايره  يافته،  پايداري 

 .ماتريسي دوخطي ساوينام

Determination of Gain and Phase Margins in Lur’e Nonlinear 

Systems using Extended Circle Criterion 

Abolfazl Delavar and Mohammad Haeri 

Abstract: Nonlinearity is one of the main behaviors of systems in the real world. Therefore, it 

seems necessary to introduce a method to determine the stability margin of these systems. Although 

the gain and phase margins are established criteria for the analysis of linear systems, finding a 

specific way to determine the true value of these margins in nonlinear systems in general is an 

ongoing research in the literature. The main goal of this paper is to introduce a new method to 

determine these margins more precisely for particular type of nonlinearities. Based on Lyapunov 

theorem, stability conditions are obtained and the stability margins of Lur'e systems are determined 

by applying the extended circle criterion. By providing numerical examples, the correctness of the 

obtained results is checked and by comparing them with other methods, the accuracy of the obtained 

results is evaluated. 

Keywords: Stability margins, stability of Lur’e type systems, practical gain and phase margins, 

extended circle criterion, bilinear matrix inequality. 
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 مقدمه -1
هاي ديناميكي از ديرباز مورد توجه قرار گرفته است  پايداري سيستم

و محققان بسياري در اين زمينه مشغول به پژوهش هستند. تحليل پايداري  

سيستم ساده در  خطي  سيستمهاي  از  ميتر  غيرخطي  در  هاي  اين  و  باشد 

سيستم که  است  تحليل  حالي  و  دارند  غيرخطي  رفتار  واقعي،  دنياي  هاي 

در   نيست.  تطابق  در  آنها  واقعيت  با  سيستم  [1]خطي، چندان  هاي  تحليل 

به عنوان حداکثر    2و حد فاز  1خطي ارائه شده است و حد بهره به ترتيب 

سيستم کنترلي  حلقه  فاز  و  بهره  در  مجاز  تکتغييرات  -وروديهاي 

ميتک شناخته  حلقهخروجي  سيستم  که  پايدار  شوند  ناحيه  آن  در  بسته 

پارامتر  PMو    GMاست. به عبارت ديگر،   هاي ضمانت سيستم  به عنوان 

مي شناخته  قطعيت  عدم  مقابل  منادر  رويكرد  يک  و  جهت  شوند  سب 

کنترل  ميطراحي  شمار  به  نايكوئيست کننده  معيار  از  [1]  3روند.  يكي   ،

  GMباشد. تعريف  هاي خطي ميدر سيستم  PMو    GMهاي تحليل  ابزار

يک خروجي مطرح بوده اما    -هاي يک ورودي ابتدا براي سيستم  PMو  

براي سيستمدر سال  اخير،  نيز مورد  -هاي چند وروديهاي  چند خروجي 

در  توجه   مثال  عنوان  به  است.  گرفته  براي    [2]قرار  جديد  رويكرد  يک 

 دو خروجي بيان شده است. -هاي دو وروديسيستم

اي  ها است که به مسالههاي غيرخطي مدتحاشيه پايداري در سيستم

سيستم طراحي  و  تحليل  در  يک  مهم  و  است  شده  تبديل  کنترل  هاي 

وجود ندارد. در    PMو    GMرويكرد واحد براي دستيابي به مقدار واقعي  

ميسيستم نايكوئيست  معيار  از  استفاده  با  و  راحتي  به  خطي  توان  هاي 

روش از  يكي  بنابراين  آورد؛  بدست  را  پايداري  به  حاشيه  دستيابي  هاي 

GM    وPM  خطيسيستم غيرخطي،  و    سازيهاي  کار  نقطه  در  آنها 

تحليل از  مياستفاده  آن  روي  بر  خطي  ايهاي  در  اما  روش،  باشد.  ن 

مي گرفته  ناديده  سيستم  غيرخطي  آمده  خصوصيت  بدست  نتايج  و  شود 

مي معتبر  کار  نقطه  نزديكي  در  و  بوده  موثر  تقريبي  روشي  فقدان  باشند. 

به   باعث ميدر سيستم  PMو    GMجهت دستيابي  تا  هاي غيرخطي  شود 

سيستم محروم شوند. روشاينگونه  داشتن ضمانت  از  سازي  هاي خطيها 

کوچک [3]  4اي تكه بهره  قضيه  لياپانوف   [4]  5،  نماي  روي   [5]  6و  بر 

شده سيستم اعمال  غيرخطي  است.  هاي  برانگيز  بحث  آنها  نتايج  اما  اند 

تعار  با  ،نيبنابرا حاش  ديجد  فيارائه  س  يداريپا  هياز    يهاستميدر 

پتانسخطيغير است  ممكن  چن  لي ،  کامل    ييهاستميس  نيعملكرد  طور  به 

بهره  قابل    ستميس  يمني ا  نيو همچن   رديقرار گ  يبردارمورد  به طور  کنترل 

 . ابديبهبود   يتوجه

روش  [7]و    [6]در    ،7SPM  سيستم براي  ترتيب  و    8LTIهاي  به 
9NTI   کنترل توسعه يک  است. همچنين،  لغزشي  بررسي شده  مود  کننده 

ارائه شده است. از طرفي، رويكرد    [8]فازي بر اساس حاشيه پايداري در  

 
1 Gain Margin (GM) 
2 Phase Margin (PM) 
3 Nyquist criterion 
4 Piecewise linearization 
5 Small gain theorem 
6 Lyapunov exponents 
7 Singular Perturbation Margin (SPM) 
8 Linear Time Invariant (LTI) 
9 Nonlinear Time Invariant (NTI) 

عمومي  بهره  بهره   10حد  لياپانوف با  دوم  تئوري  از  براي 11گيري   ،

براي   12کاربردي  PMو    GMتوسعه يافته است.    [9]در    NTIهاي  سيستم

در  کنترل  بالا  مرتبه  لغزشي  مود  است.    پيشنهاد  [11]و    [10]کننده  شده 

جد  ريتفس  کي  [12]مقاله   فرکانس  مع  ديدامنه  برا  ي ارهاياز    ي پوپوف 

س  پايداري در  م   لور   ي هاستميمطلق    PMو    GM،  [13] در  دهد.  يارائه 

با روشبراي سيستم لور  دايره هاي  معيار  تابع توصيفي   13هاي  پيشنهاد    14و 

يک   داراي  کنترلي  حلقه  يک  شامل  شده  ذکر  سيستم  که  است  شده 

  GMباشد.  پايدار مي  LTIبلوک بدون حافظه و غيرخطي و يک سيستم  

با استفاده از  براي سيستم در    15و نامساوي ماتريسي خطي  LSMهاي لور 

،  15]در    CCبررسي شده است. همچنين، پايداري داخلي با رويكرد    [ 14]

 سي شده است. برر [16

  NTIيک خروجي  -ي يک وروديهاستميس،  مقاله  نيا  ي اصل  هدف 

،  (ECC)يافته  باشد که با استفاده از رويكرد معيار دايره توسعهلور مي  نوع

حلقه سيستم  پايداري  اين  حاشيه  در  است.  گرفته  قرار  توجه  مورد  بسته 

مفهوم   و  لياپانوف  قضيه  از  استفاده  با  لم    16SPRمقاله  و  تبديل  توابع  در 
17KYPحلقه سيستم  پايداري  مساله  در  ،  مي  MS18بسته  و  مطرح  شود 

  PGMسازي و ارائه يک الگوريتم حل،  سپس با طراحي يک مساله بهينه

 آيند.بسته بدست ميحلقه براي سيستم PPMو 

سيستم  معرفي  ادامه  در  در  حافظه  بدون  غيرخطي  توابع  و  لور  هاي 

،  3در بخش    CCروش    في توص، تعاريف و قضاياي کاربردي و  2بخش  

يافتن    ECCبه روش    CCتوسعه روش   از آن جهت  استفاده  و    PGMو 

PPM    نهادي با ارائه  سازي عددي و ارزيابي روش پيشو شبيه  4در بخش

 آورده شده است.  5چندين مثال در بخش 

ریاضی. نماد    علائم  با  مختلط  اعدد  مقاله  نگارش  اعداد  ℂدر   ،

، بردار حقيقي +ℝ، اعداد حقيقي مثبت با  ℕ، اعداد طبيعي با  ℝحقيقي با  

با    𝑛با   با    ℝ𝑛عنصر  حقيقي  ماتريس  و    𝑛و  با    𝑚سطر   ℝ𝑛×𝑚ستون 

مي داده  همچنين  نمايش  ,ℝ(𝑎شوند.  𝑏)    عددي مقادير  به  اشاره  جهت 

مابين   ,𝑎حقيقي  𝑏 ∈ ℝ    .است شده  ويژه    𝜆𝑖(𝐴)استفاده  و  𝑖مقدار  ام 

𝜆max(𝐴)    و𝜆min(𝐴)   آن مقدار  کوچكترين  و  بزرگترين  ترتيب  به 

ماتريس   𝕆(𝑘1باشند.  مي  𝐴براي  , 𝑘2)    با𝑘2 > 𝑘1 ∈ ℝ
مجموعه  +  ،

مختل فضاي  از  مينقاطي  نشان  را  دايره ط  داخل  در  که  مرکز دهد  با  اي 

−0.5(𝑘2 + 𝑘1) 𝑘1𝑘2⁄    شعاع 𝑘2)0.5و  − 𝑘1) 𝑘1𝑘2⁄    .دارند قرار 

بسته    𝕊(𝜂)نماد   مجموعه  مساحت  به  اشاره  شده    𝜂جهت  برده  کار  به 

متقارن    است. ماتريس  طرفي،  𝐴از  ∈ ℝ𝑛×𝑛  ميمثبت و  معين  اگر  باشد 

𝐴فقط اگر تمام مقادير ويژه آن مثبت باشند. به عبارت ديگر   > اگر و    0

اگر   𝜆𝑖(𝐴)فقط  > ليبشيتز0 کران  نمايش  جهت  همچنين  تابع    19. 

 
10 Generalized gain margin 
11 Lyapunov Second Method (LSM) 
12 Practical Gain/Phase Margin (PGM-PPM) 
13 Circle Criterion (CC) 
14 Describing Function 
15 Linear Matrix Inequality (LMI) 
16 Strictly Positive Real (SPR) 
17 Kalman, Yakubovich, Popov (KYP) 
18 Multi Section (MS) 
19 Lipschitz 
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𝜓(𝑡, 𝑢)  از نماد ،ℓ𝜓(𝛼, 𝛽) شود. استفاده مي 

 توصیف مدل و فرضیات -2

و يک بخش غيرخطي و    LTIهاي لور متشكل از يک بخش  سيستم

 با معادلات LTIباشند. فرض کنيد سيستم  بدون حافظه مي

 Σ ≔ {
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑣
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑣

 (1)  

𝑥داده شده است که در آن   ∈ ℝ𝑛  بردار حالت  ،𝑣 ∈ ℝ𝑝   بردار ورودي  

𝑦و   ∈ ℝ𝑞    و سيستم  خروجي  𝐴بردار  ∈ ℝ𝑛×𝑛  ،𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑝  ،𝐶 ∈

ℝ𝑞×𝑛    و𝐷 ∈ ℝ𝑞×𝑝  باشند.  ماتريس سيستم  حالت  فضاي    نياهاي 

کنترل   ستميس ثابت  توسط  بهره  𝐾کننده  ∈ ℝ𝑝×𝑞  م از  شوديکنترل   .

  ستميس  ي . نمودار بلوکباشديم  ي خطريغ   ستميموجود در س  عملگر   ي طرف 

𝑝با فرض    داده شده است.   1در شكل   = 𝑞 = -، سيستم يک ورودي1

غير تابع  طرفي،  از  بود.  خواهد  خروجي  ,𝜓(𝑡خطي  يک  𝑢): ℝ2 → ℝ 

تكه پيوسته  تابع  زمان    1اي يک  با  متغير  کلي  حالت  در  و  حافظه  بدون 

شكل  مي در  که  عملگر1باشد  عنوان  به  است.    ،  شده  داده  نشان  سيستم 

 آيند. بدست مي ريبسته به صورت زحلقه ستميمعادلات سبنابراين 

 (Σ, ℓ𝜓(𝛼, 𝛽)) ≔  {
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑣
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑣

, 𝑣 = 𝜓(𝑡,−𝐾𝑦) (2)  

,𝜓(𝑡کران ليبشيتز براي تابع استاتيک   [17]در  𝑢)  به صورت 

 𝛼𝑢2 ≤ 𝑢𝜓(𝑡, 𝑢) ≤ 𝛽𝑢2 (3)  

مي آن  تعريف  در  که  ,𝛼شود  𝛽 ∈ {0, ℝ+}    و𝛼 < 𝛽   کران عنوان  به 

,ℓ𝜓(𝛼ليبشيتز هستند و با تابع   𝛽)  اي از توابع  شوند. نمونهنمايش داده مي

شكل   در  مي  2ليبشيتز  که  شده  داده  اما  نشان  باشد،  زمان  با  متغير  تواند 

شيبمي با  خطوط  بين  بخش    𝛽و    𝛼هاي  بايست  تبديل  تابع  گيرد.  قرار 
LTI  .به صورت زير بدست خواهد آمد 

 𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠) =
𝑈(𝑠)

𝑉(𝑠)
= 𝐾𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐾𝐷 (4)  

𝑢 𝑣 

𝐺𝐿𝑢𝑟 ′ 𝑒(𝑠) 

−𝜓(𝑡,𝑢) 

−

𝑣 𝑦 
𝜓(𝑡,𝑢) 

𝑢 
𝐾 

𝑒 𝑟𝑒𝑓 = 0 
𝐺(𝑠) 

 
 .𝐿𝑢𝑟’𝑒بسته حلقه ستم ي س ينمودار بلوک. 1شكل 

-4 -2 2 4 𝑢 

𝜓
( 𝑢
)  

-6

-4

-2

0

2

4

6

 
,ℓ𝜓(0.5اي از تابع غيرخطي و ليبشيتز  . نمونه2شكل   هاي آن.به همراه کران  (2

 
1 Piecewise continuous 

با تابع    LTIهر سيستمي را که بتوان به صورت يک بخش    .1تذکر  

,𝜓(𝑡و يک بخش غيرخطي    𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)تبديل   𝑢)    نمايش    1مانند شكل
 گيرد. هاي لور قرار ميداد، در دسته سيستم

شود که جهت ادامه کار  در اين بخش چند فرض اساسي مطرح مي

 باشند. ضروري مي

ورودي  .1فرض   يک  )-سيستم  خروجي  و  1يک  سره  اکيداً   )

,𝐴)تايي  سه 𝐵, 𝐶)   باشد. به عبارتي،  پذير ميپذير و روئيتکنترلΣ    تحقق

𝐷باشد و  مي 2کمينه  = 0. 

𝑥ي  نقطه  . 2فرض   = يک نقطه کار براي سيستم بوده و سيستم    0

ليبشيتز   تابع  هر  با  کار  نقطه  اين  در  ,ℓ𝜓(𝛼نامي  𝛽)    آن در   𝛽و    𝛼که 

 است. 3باشند پايدار مجانبي سراسريمقادير ثابتي مي

و  -3 کاربردی  و   CCروش    توصیف  قضایای 

 MSپایداری 

زمينه   در  کاربردي  قضاياي  و  تعاريف  برخي  بخش،  اين  تحليل  در 
 هاي لور مطرح شده که در ادامه از آنها استفاده خواهد شد. سيستم

𝑃فرض کنيد    .1تعریف   ∈ ℝ𝑛×𝑛  معين و  يک ماتريس مثبت𝐻 ∈

ℝ  يک اسكالر مثبت باشند، آنگاه مجموعه 

 𝜀𝑃(𝐻) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛| 0.5𝑥𝑇𝑃𝑥 ≤ 𝐻} (5)  

 . خواهد بود ℝ𝑛گون در فضاي  نمايانگر يک بيضي

𝐺(𝑠)فرض کنيد    . [17](  KYP)  1لم   = 𝐶̃(𝑠𝐼 − 𝐴̃)−1𝐵̃ + 𝐷̃  

طوري که، زوج  باشد به  ورودي و خروجي    𝑝تابع تبديل سيستم مربعي با  
(𝐴̃, 𝐵̃)   پذير و زوج  کنترل(𝐴̃, 𝐶̃)  پذير حالت هستند. آنگاه تابع  روئيت

𝐺(𝑠)  SPR  مثبت و  متقارن  ماتريس  اگر،  تنها  و  اگر  𝑃معين  است  ∈

ℝ𝑛×𝑛  همچنين و   ،𝐿 ∈ ℝ𝑘×𝑛  ،𝑊 ∈ ℝ𝑘×𝑝  ،𝜖 ∈ ℝ+    و𝑘 ∈ ℕ  

 وجود داشته باشند به طوري که 
 𝑃𝐴̃ + 𝐴̃𝑇𝑃 = −𝐿𝑇𝐿 − 𝜖𝑃, 𝑃𝐵̃ = 𝐶̃𝑇 − 𝐿𝑇𝑊,  

 𝑊𝑇𝑊 = 𝐷̃ + 𝐷̃𝑇 . (6)  

,Σ)بسته  بر اساس قضيه پسيويتي يک سيستم حلقه ℓ𝜓(𝛼, 𝛽))   پايدار

,ℓ𝜓(𝛼است اگر و تنها اگر تابع   𝛽)    پسيو بوده و𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)  SPR    .باشد

ورودي چند  لور  غيرخطي  -سيستم  تابع  با  خروجي  ,𝜓̅(𝑡چند  𝑢) ∈

ℝ𝑛io    صورت به  ليبشيتز  شرط  همچنين  بگيريد.  نظر  در  𝜓)را  −

𝑆1𝑢)
𝑇(𝜓 − 𝑆2𝑢) ≤ مي  0 که  برقرار  هاي  ماتريس  𝑆2و    𝑆1باشد 

مي شرط  قطري  که  𝑆2باشند  − 𝑆2 > شرط    0 زير  قضيه  است.  برقرار 

 کند. بسته ذکر شده را بيان ميکافي جهت پايداري مطلق سيستم حلقه

,Σ)بسته  سيستم حلقه  .[17]  (CC)پایداری    1قضیه   ℓ𝜓̅(𝑆1, 𝑆2)) 
اگر  پايدار مطلق مي 𝑆2باشد  > 𝑆1    تبديل تابع  𝐼)و  + 𝑆2𝐺(𝑠))(𝐼 +

𝑆1𝐺(𝑠))
−1  SPR  در صورتي که    .باشد𝑆2 = 𝐺(𝑠)(𝐼باشد،    ∞+ +

𝑆1𝐺(𝑠))
−1 SPR  .باشد 

رويكرد   از  نمايشي  حلقه  CCتوصيف  سيستم  يک  يک  براي  بسته 

 
2 Minimum realization 
3 Globally asymptotically stable 
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شكل  -ورودي در  پايدار  خروجي  مي  3يک  اين  مشاهده  در  شود. 

تابع   نايكوئيست  دياگرام  اگر  ,𝕆(𝛼دايره    𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)توصيف،  𝛽)   در

فقط   𝑟مرتبه که    𝑟صفحه مختلط را قطع نكند و آن را  ∈ {0,ℕ}    تعداد
ناپايدار  قطب عقربه  𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)هاي  در خلاف جهت  هاي ساعت  است 

حلقه سيستم  بزند،  ميدور  پايدار  ساختار  بسته  معرفي  با  ادامه،  در  باشد. 

MS    غيرخطي توابع  ,𝜓(𝑡از  𝑢)  در پايداري  مساله  ارائه  همچنين  و   ،

،  4شوند. در بخش  تعريف ميباز  PPMو    PGMبسته، مساله  سيستم حلقه

تعريف   از  برايPMو    GMپس  را  آنها  حوزه    ،  در  سيستم    MSتحليل 

 دهيم. توسعه مي

Re 

Im
 

𝐺𝐿𝑢𝑟 ′𝑒(𝑠) 

−
1

𝛽
 −

1

𝛼
 

0 

 
,Σ)بسته براي سيستم حلقه  CC. توصيف نمايشي قضيه  3شكل  ℓ𝜓(𝛼, 𝛽)). 

,ℓ𝜓(𝛼̅تابع غيرخطي    .MSپایداری سیستم نامی در حالت   𝛽̅) 

بازه   𝒮در  ≔ [𝛼̅, 𝛽̅] ∈ ℝ2    از نماد  مي  Z-sectorعضوي  با  و  باشد 

ℓ𝜓
𝑍
(𝛼̅, 𝛽̅) ≔ {ℓ𝜓(𝛼̅, 𝛽̅) ∈ sectZ(𝒮)}  مي داده  و  نشان  اگر  شود، 

 تنها اگر 

 (𝛼̅𝑢 − 𝜓(𝑡, 𝑢))(𝛽̅𝑢 − 𝜓(𝑡, 𝑢)) ≤ 𝑍, (7)  

آن   در  𝑍که  ∈ {0,ℝ+}  تابع از  مورد  يک   .ℓ𝜓
𝑍
(𝛼̅, 𝛽̅)   عنصر که 

 شود. ديده مي 4غيرخطي تابع هزلولي است در شكل  

0

Z-Sector

Lipschits

𝜓
( 𝑡

,𝑢
)  

𝑢 

 
ℓ𝜓هاي تابع . يک توصيف نمايشي از کران 4شكل 

𝑍 (𝛼̅, 𝛽̅). 

مفهوم   از  استفاده  با  ادامه،  بيان  Z-sectionدر  را  ناقص  پايداري   ،

استفاده    MS، از آن در پايداري مطلق  MSکرده و پس از تعريف مفهوم  

 خواهيم کرد. 

کنيد    .[18]  2لم   ,Σ)فرض  ℓ𝜓
𝑍
(𝛼̅, 𝛽̅))  حلقه سيستم  با  يک   Σبسته 

,𝐴)بوده و    𝐺(𝑠)اکيداً سره و تابع تبديل   𝐵, 𝐶, يک تحقق کمينه با    (0

𝑥بردار حالت  ∈ ℝ𝑛  باشد. همچنين 

 𝐹(𝑠, 𝛼̅, 𝛽̅) ≔
1+𝛽̅𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)

1+𝛼̅𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)
 (8)  

تابع   𝜖يک  ∶ PR    که ,𝑃)است  𝐿,𝑊, 𝜖)  مساله پاسخ   ،KYP    تحقق از 

 اين تابع به دست آمده است. يعني 

 𝒬𝐹(𝛼̅, 𝛽̅) ≔ (𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃) ≔  

 (𝐴 − 𝛼̅𝐵𝐾𝐶, 𝐵, 𝐾𝐶(𝛽̅ − 𝛼̅), 1).  

براي   𝑡همچنين  ∈ ℝ  و  |𝑢| ≤ 𝑢max    که𝑢max    مجاز مقدار  بيشينه 

 باشد، نامعادلهمد نظر مي Z-sectorاز  𝑢تعريف شده  

 
4𝑍

𝜖
< (𝐾𝐶𝑃−1𝐶𝑇𝐾𝑇)−1𝑢max

2  (9)  

مقدار   هر  ازاي  به  آنگاه  باشد.  𝜂برقرار  ∈ ℝ+  حالت اگر   ،𝑥   در
𝜀𝑃(0.5(𝐾𝐶𝑃گون  بيضي

−1𝐶𝑇𝐾𝑇)−1𝑢max
2 در    ( باشد،  داشته  قرار 

𝜀𝑃(2𝑍گون داخلي  زمان محدود به بيضي 𝜖⁄ + 𝜂)  .وارد خواهد شد 

توان به تعريف کلمه  (، مي9)   و نامعادله  2به عنوان يک نتيجه از لم  

هاي سيستم از يک مجموعه  اشاره کرد که در آن، حالت  1پايداري ناقص 

زمان   در  و  اول  مجموعه  درون  در  کوچكتر  مجموعه  يک  به  بزرگتر 

بين   ناحيه  به  شد.  خواهند  حبس  آن  درون  در  و  رسيد  خواهند  محدود 

ميبيضي گفته  جذب  ناحيه  دوم  و  اول  شرايط  گون  حال،  اين  با  شود. 
 چكتر نامعلوم خواهد بود.هاي سيستم در درون مجموعه کو حالت

𝑍براي    . 2تذکر   =   CC( بوده و رويكرد  3( معادل )7نامعادله )  0

حلقه پايداري  ميدر  نتيجه  را  لم  بسته  همچنين،  پايداري    2دهد.  مساله 

مي بيان  را  بيضيمجانبي  آن،  در  که  گون  کند 

𝜀𝑃(0.5(𝐾𝐶𝑃
−1𝐶𝑇𝐾𝑇)−1𝑢max

2 را نشان مي  ( دهد زيرا  ناحيه جذب 

𝜀𝑃(2𝑍ون  گبيضي 𝜖⁄ خواهد    ( خلاصه  مبدا  در  آن،  تعريف  به  توجه  با 

 شد. 

,𝓵𝝍(𝜶تابع    MSتجزیه   𝜷).  ي  شود دنبالهدر اين بخش فرض مي

𝓊𝑖 ≔ {(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖)}, 𝑖 ∈ {0,ℕ}  مي تعريف  که  طوري  𝑢0شود  =

𝑢0 = ازاي    0 به  همچنين  𝑖و  ∈ ℕ    0داريم < 𝑢𝑖−1 < 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖  از  .

دنباله ديگر،  داخلي    سوي  𝒮𝑘محدوده  ≔ [𝛼𝑘 , 𝛽𝑘], 𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚} 

𝛼𝑘زوج از    𝑚شود که شامل  طوري در نظر گرفته مي , 𝛽𝑘 ∈ ℝ(𝛼, 𝛽)  

,𝑖باشند که   𝑗 ∈ {1,⋯ ,𝑚}    و𝒮𝑖 ∩ 𝒮𝑗 ≠ ∅, |𝑖 − 𝑗| ≤ . يک نمونه  1

توان  دهد که ميآمده است و نشان مي  5از تجزيه مطرح شده، در شكل  

,ℓ𝜓(𝛼تابع   𝛽) بخش تقسيم کرد.را به چندين زير 

𝑢̅2 𝑢3 𝑢 

𝜓
( 𝑢
)  

𝑢2 𝑢̅1 𝑢1 𝑢̅3  
,ℓ𝜓(𝛼تابع غيرخطي    MSاي از ديدگاه . نمونه5شكل  𝛽). 

که    𝒮𝑘هاي داخلي  و بخش  2توان تحليل پايداري را بر اساس لم  مي
Z-sector  مي لم  محسوب  طبق  کرد.  مطرح  ديگري  شكل  به  ،  2شوند، 

 
1 Incomplete Stability (IS) 
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به طور مجزا بررسي کرد. با اين حال،    𝒮𝑘را براي هر    ISتوان پايداري  مي

بخش جذب  ناحيه  داد  نشان  بتوان  اشتراک  اگر  شده  گرفته  نظر  در  هاي 

بنابراين  کامل د و    𝓊𝑖ارند، پايداري مجانبي و يا مطلق، اثبات شده است. 
𝒮𝑘  بايد به شكلي انتخاب شوند که به ازاي هر𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}، 

 𝜀𝑃𝑖+1 (
2𝑍𝑖+1

𝜖𝑖+1
+ 𝜂) ⊂ 𝜀𝑃𝑖 (0.5(𝐾𝐶𝑃𝑖

−1𝐶𝑇𝐾𝑇)
−1
𝑢̅𝑖
2) (10)  

آن   در  که  باشد  مساله    𝜖𝑖و    𝑃𝑖برقرار  مي𝑖بخش    KYPپاسخ  باشند.  ام 

𝜂همچنين   ∈ ℝ+    و بوده  دلخواه  عدد  𝑍𝑖+1يک  = (𝛽 − 𝛼)
2𝑢𝑖

2 .
𝑥ها براي  گونيک نمونه از چينش مجاز بيضي ∈ ℝ2    نشان    6در شكل

( قيد  ارضا شدن  زير شرط لازم جهت  لم  است.  فراهم  10داده شده  را   )

 آورد. مي

)   .[18]  3لم   اکيداً سره  از سيستم  (  1فرض کنيد يک تحقق کمينه 

ماتريس که  باشد  دسترس  ,𝐴)هاي  در  𝐵, 𝐶, را    (0 سيستم  ديناميک 

,ℓ𝜓(𝛼کنند. همچنين تابع فرد و دلخواه  مشخص مي 𝛽)،    5همانند شكل  

حلقه سيستم  آنگاه  است.  تقسيم شده  ,Σ)بسته  به چند بخش  ℓ𝜓(𝛼, 𝛽)) 

𝑖براي هر  پايدار مجانبي سراسري است اگر  ∈ ℕنامساوي ، 
𝑦𝑖
𝑦𝑖
> Γ𝑖 , Γ𝑖 ≔ 2(𝛽 −

𝛼)max {√
𝜆𝑘
+

𝜖𝑘+1
𝐾𝐶𝑃𝑘

−1𝐶𝑇𝐾𝑇 , √
𝜆𝑘
−

𝜖𝑘
𝐾𝐶𝑃𝑘+1

−1 𝐶𝑇𝐾𝑇} (11)  

آن   در  که  باشد  𝜆𝑘برقرار 
+ = 𝜆max(𝑃𝑘+1

−1 𝑃𝑘)    و𝜆𝑘
− =

𝜆max(𝑃𝑘
−1𝑃𝑘+1)  باشند. توجه شود که  مي𝜖𝑘    و𝑃𝑘  هاي مساله پارامتر

 باشند. ( براي هر بخش مي6)  KYPسازي بهينه

، مقدار 𝑖(، به ازاي هر  11بايد توجه کرد که در نامعادله )  . 3تذکر  
𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}    وجود دارد که𝒮𝑘    بازه ,𝑢𝑖−1]در  𝑢𝑖]    تابع𝜓(𝑡, 𝑢) 

مي محدود  کلي  را  حالت  در  اما  است    Z-sectionکند،  ممكن  و  بوده 

به خود    𝒮𝑘ها، مقداري خارج از ناحيه ليبشيتز  𝑢، در ساير  4همانند شكل  

 اختصاص دهد. 

𝑥
2

 

𝑥1  

 

براي يک سيستم با دو حالت   MSها در تجزيه  گون. ترکيب مجاز بيضي6شكل 
𝑥1   و𝑥2 . 

نحوه    MSبا رویکرد    یپایدارتعریف حاشیه  -4 و 

 حل آن 

GM    وPM   بسته در حالت  سیستم حلقهMS.    ،اين بخش در 

از   فرکانسي  توصيف  تعريف    MSابتدا  با  سپس  شده،  و    PGMارائه 

PPM    ساختار بهينهMSدر  الگوريتم  حداکثر  ،  به  دستيابي  جهت  اي 

 شود.در اين ساختار پيشنهاد مي PPMو  PGMبرداري از بهره 

لم  نتیجه  ساختار    (.ECC)  3گیری  دواير MSدر  مجموع   ،

𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)    ليبشيتز دايره  درون  ,𝕆(𝛼در  𝛽)    و گرفته  قرار 
𝛼𝑘اي از آن خواهند بود. زيرا با توجه به  زيرمجموعه , 𝛽𝑘 ∈ ℝ(𝛼, 𝛽)    و

دايره   .)𝕆تعريف  , . مي( که  ،  گرفت  نتيجه  𝕆(𝛼𝑘توان  , 𝛽𝑘) ⊂

𝕆(𝛼, 𝛽)  باشد. از سوي ديگر، با توجه به برقرار بودن اين شرط براي  مي

مقدار   رابطه𝑘هر  ⋃ي  ،  𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)𝑘 ⊂ 𝕆(𝛼, 𝛽)    برقرار همواره 

قضيه  مي در  ليبشيتز  ناحيه  بنابراين،  در    CCباشد.  محدوده کوچكتري  به 

مي  MSرويكرد   شمبدل  از    7كل  شود.  نمايشي  ارائه    ECCتوصيف 

کند که ناحيه ممنوعه آن کوچكتر شده است. از سوي ديگر، دياگرام  مي
𝕆(𝛼𝑘هاي  دايره   ،𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)نايكوئيست   , 𝛽𝑘)  نمي قطع  اين  را  و  کند 

بدست    CCو رويكرد    2و فرض   ECCمورد به عنوان نتيجه دوم از مفهوم  

پايدار  2آيد زيرا طبق فرض  مي باشد و در نتيجه نمودار  مي  CC، سيستم 

,𝕆(𝛼نايكوئيست سيستم نامي خارج از دايره   𝛽) .خواهد بود 

,Σ)براي تمام    KYPمساله    . 4تذکر   ℓ𝜓
𝑍
(𝛼̂𝑘

𝑡 , 𝛽̂𝑘
𝑡))    که𝛼̂𝑘

𝑡 , 𝛽̂𝑘
𝑡 ∈

ℝ(𝛼, 𝛽)  باشد. داراي پاسخ يكتا مي 2و فرض  1است بنا بر لم 

0

−
1

𝛼
 −

1

𝛽
 

−
1

𝛼1
 −

1

𝛽1
 

Im
 

Re 

−
1

𝛼2
 −

1

𝛽2
 −

1

𝛼3
 −

1

𝛼4
 −

1

𝛽3
 −

1

𝛽4
 

𝐺
𝐿
𝑢
𝑟
′𝑒

(𝑠
) 

 
,Σ)بسته  سيستم حلقه ECC. توصيف فرکانسي 7شكل  ℓ𝜓(𝛼, 𝛽))   براي سيستم

 نامي. 

فاز(.  2تعریف   حد  و  بهره  حلقه    )حد  بهره  افزايش  حداقل  به 

حلقه سيستم  ناپايداري  مرز  تا  ميکنترل  گفته  بهره  حد  از  بسته،  شود. 

حداقل کاهش بهره تا مرز  به عنوان معكوس    1ي معكوس بهره طرفي، حد  

حلقه سيستم  ميناپايداري  تعريف  با  بسته  و  IGMشود  ≔ 1 𝑔m⁄    بيان

آن  مي در  که  رويكرد   𝑔mشود  در  است.  ناپايداري  به  ورود  مرز  مقدار 

CC  تبديل تابع  در  تغيير  حداقل   ،𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)    ناحيه به  ورود  از  پيش  تا 

𝕆(𝛼, 𝛽)    معرفGM    فاز در  تغيير  حداقل  ديگر،  سوي  از  بود.  خواهد 

نامند. در  مي  2فاز معكوس فاز و حد  حلقه کنترل تا مرز ناپايداري را حد  

مساله  [12]  ،CC  سيستم است    𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒(𝑠)هاي  براي  بررسي شده  پايدار 

,ℓ𝜓(𝛼در تابع    𝛽که تنها به مقدار   𝛽)    ،بستگي خواهد داشت. بنابراين𝛼 

تابع   دايره در  نايكوئيست،  دياگرام  در  و  ندارد  چنداني  اهميت  ليبشيتز 

𝕆(𝛼, 𝛽)    به مجموعه حقيقي خالص موجود در فضاي𝕆(𝛼, 𝛽)    محدود

 خواهد شد. 

 
1 Inverse Gain Margin (IGM) 
2 Inverse Phase Margin (IPM) 
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معیار   با  فاز  و حد  بهره  حاشيه    . ECCحد  تعريف  به  توجه  با 

رويكرد   در  نتيجه    CCپايداري  همچنين  را    ECCو  ممنوعه  ناحيه  که 

به  کوچكتر مي از ورود  پيش  بهره در حلقه کنترل  تغيير  به حداقل  سازد، 

⋃ناحيه   𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)𝑘  از    حد پيش  فاز  تغيير  به حداقل  بهره کاربردي و 

 شود. فاز کاربردي گفته ميورود به آن ناحيه، حد 

تعريف    .5تذکر   به  توجه  معيار    PPMو    PGMبا  ، ECCدر 

𝕆(𝛼𝑘هاي  ايره موقعيت د , 𝛽𝑘)    ،در صورت تغيير بهره و فاز حلقه کنترل

مطرح شده تقريبي بوده و    PMو    GMاند، و به اين دليل  ثابت فرض شده 

 شوند. شناخته مي practicalتحت عنوان 

کل حالت  و    PGMمساله    يبرا  𝒮𝑘و    𝓊𝑖ي  هاپارامتر  ميتنظ  ،يدر 

PPM  روش    درECC    غ3لم  در  موجود اگر  بس  رممكني،    ار ينباشد، 

بنابرا   ک يبا در نظر گرفتن چند فرض، مساله را به    نيدشوار خواهد بود. 

 کرد. ميخواه  ل يمساله قابل حل تبد

,ℓ𝜓(𝛼تابع    .3فرض   𝛽)    مستقل از زمان بوده و تابع𝑣 = 𝜓(𝑢)    به

 باشد. صورت صريح در دسترس مي

متغير  .4فرض   شرط  تعداد  با  𝒽ها  ≔ {ℎ𝑖|ℎ0 = 0, ℎ1 =

𝑢1, ℎ𝑚+1 = 𝑢∞, ℎ𝑖 ≔ 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖+1, 𝑖 ∈ ℕ > مقدار    {1 نصف  به 

مي کاهش  آن  اوليه  در  که  بررسي    ∞𝑢يابد  جهت  مجاز  دامنه  حداکثر 

مي ميپايداري  و  واقعيت  باشد  به  تا  گردد  انتخاب  بزرگي  عدد  بايست 

 تر باشد. نزديک 

حداقل  .5فرض   ⋃)𝕊سازي  مساله  𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)𝑘 مساله   ( با 

𝕊(𝕆(𝛼𝑘∑سازي  حداقل , 𝛽𝑘))    معادل در نظر گرفته شده است، که در

بسته    𝕊(𝜂)آن   مجموعه  مي  𝜂مساحت  نشان  اين  را  که  توجه شود  دهد. 

دواير  معادل  اشتراک  ناحيه  به  و  نيست  برقرار  لزوماً  𝕆(𝛼𝑘سازي  , 𝛽𝑘) 

⋂بستگي دارد، به طوري که اگر   𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)𝑘 = ، دو عبارت مطرح  ∅

يک   طراحي  جهت  حال،  اين  با  بود.  خواهند  يكديگر  معادل  شده 

، به عنوان يک تقريب، 𝒮𝑘و    𝒽الگوريتم بهينه به منظور دستيابي به مقادير 

𝕊(𝕆(𝛼𝑘∑اين فرض پذيرفته شده و   , 𝛽𝑘))~𝕊(⋃ 𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)𝑘 ). 

حداقل مساله  شده،  مطرح  فرضيات  دواير  با  مجموع  مساحت  سازي 

𝕆(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)  گيرد که به طور مستقيم به اختلاف بين  مد نظر قرار مي𝛼𝑘  

 سازي شعاع دواير که به صورت بستگي دارد، زيرا حداقل 𝛽𝑘و 

 min∑ |
0.5(𝛽𝑘−𝛼𝑘)

𝛼𝑘𝛽𝑘
|𝑚

𝑘=1   

𝛽𝑘تعريف شده است با کاهش اختلاف   − 𝛼𝑘    محقق خواهد شد. توجه

همواره   که  𝛽𝑘شود  > 𝛼𝑘  حداقلمي جهت  مقدار  باشد.  𝛽𝑘سازي  −

𝛼𝑘بايست اختلاف  ، ميℎ̃𝑘 ≔ ℎ𝑘+1 − ℎ𝑘−1   با برسد؛ زيرا  به حداقل 

تابع  ℎ̃𝑖سازي  حداقل  ،ℓ𝜓
𝑍𝑘(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)  مي بيشتري  ناحيه  فرصت  در  تا  يابد 

از  کوچک ℓ𝜓قرار گيرد. فرض شود    𝛽𝑘و    𝛼𝑘تري 
𝑍𝑘(𝛼̅𝑘 , 𝛽̅𝑘)    بازه در 

[ℎ𝑖−1, ℎ𝑖+1] دانيم برقرار است و طبق تعريف مي𝛼̅𝑘𝑢
2 ≤ 𝑢𝜓(𝑢) ≤

𝛽̅𝑘𝑢
 سازي از مسائل بهينه 𝛽̅𝑘و  𝛼̅𝑘حال اگر  . 2

 𝛼̅𝑘 = min
𝑢∈[ℎ𝑖−1,ℎ𝑖+1]

𝜓(𝑢)

𝑢
, 𝛽̅𝑘 = max

𝑢∈[ℎ𝑖−1,ℎ𝑖+1]

𝜓(𝑢)

𝑢
 (12)  

𝛽𝑘بدست آيند، حداقل اختلاف   − 𝛼𝑘    را نتيجه خواهد داد. حال اگر بازه

,ℎ𝑖−1]جستجو   ℎ𝑖+1]    مقدار که  حالي  در  شود  ثابت    ℎ𝑖−1کوچكتر 

 ( رابطه  طبق  است،  شده  براي  12فرض  آمده  بدست  مقادير   )𝛼̅𝑘    و𝛽̅𝑘 

𝛽𝑘توانند اختلاف  مي − 𝛼𝑘    از پيش کاهش دهند. بنابراين مساله  را بيش

𝑘در دستور کار قرار خواهد گرفت و اين روند از  ℎ̃𝑘سازي  حداقل = 1 
𝑘تا   = 𝑚  اگر    يابد. ادامه مي بهترين حالت،  برود،    ℎ̃𝑖در  به سمت صفر 

غيرخطي   دواير    𝜓(𝑢)تابع  شعاع  و  شد  خواهد  𝕆(𝛼𝑘محقق  , 𝛽𝑘)    به

ب کرد.  خواهند  ميل  صفر  )سمت  شرط  حال،  اين  يک  11ا  عنوان  به   )

را به هر مقدار دلخواه    ℎ̃𝑖توان  محدوديت مانع اين امر خواهد شد و نمي

 کاهش داد.

پارامتر خودکار  مقادير    .𝓢𝒌و    𝓱های  تنظیم  )تعداد    𝑚اگر 

 سازي ها از مساله بهينهℎ𝑖در دسترس باشند، ساير   ℎ1( و  ℎ𝑖هاي  متغير

min
𝐻
𝐽 = ∑ ℎ̃𝑖

𝑚
𝑖=1

s. t.

{
 
 
 
 

 
 
 
 {
min
𝛼𝑘

𝜓(𝑢)

𝑢
 and max

𝛽𝑘

𝜓(𝑢)

𝑢

s. t. ℎ𝑘−1 ≤ 𝑢 ≤ ℎ𝑘+1

}  for all 𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}

𝒦𝒴𝒫𝑘{𝒬𝐹(𝛼𝑘, 𝛽𝑘)} for all 𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}

[
 
 
 
 
1 0 0 ⋯ 0
−Γ1 1 0 ⋯ 0
0 −Γ2 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ −Γ𝑚−1 1]

 
 
 
 

𝐻 > 0

 (13)  

مي آن  بدست  در  که  𝐻آيند  = [ℎ1, ℎ2, ⋯ , ℎ𝑚]
𝑇  همچنين  مي باشد. 

𝒦𝒴𝒫𝑘{𝒬𝐹(𝛼𝑘 , 𝛽𝑘)}    به تعداد𝑚 − به صورت رابطه    KYPمساله    1

را نتيجه خواهند داد که در محاسبه    𝜖𝑘و    𝑃𝑘هاي  باشد و ماتريس( مي6)

)  Γ𝑖مقادير   رابطه  آخر، 11در  محدوديت  داشت.  خواهند  مسقيم  تاثير   )

باشد و نابرابري  مي  Γ𝑖محدوديتي خطي با ماتريس ضرايب متغير بر حسب  
تمام بخش11) براي  را  دو  (  در  ديگر،  از سوي  برآورده خواهد کرد.  ها 

و    𝛼𝑘هاي موجود، مقادير   ℎ𝑖( با توجه به  13سازي داخلي در )مساله بهينه

𝛽𝑘مي محاسبه  ممكن  حالت  بهترين  در  حل  ،  جهت  روش  يک  شوند. 

 شود.( به صورت زير پيشنهاد مي13سازي )مساله بهينه

گرفتن    .1الگوریتم   نظر  در  با  روش،  اين  𝐻̂𝑡در  =

[ℎ̂1
𝑡 , ℎ̂2

𝑡 ,⋯ , ℎ̂𝑚−1
𝑡 اوليه    [ نقطه  يک  و  تخمين  متغير  عنوان  با    𝐻̂0به 

0هاي  پارامتر  < ℎ̂𝑖
0 < ℎ̂𝑖+1

آغ  0 نقطه  عنوان  نظر  به  در  همچنين  و  از، 

مساله   پاسخ  به  تكرار  چند  انجام  با  پيشنهادي،  خطاي  بردار  گرفتن 

و    𝑚بايست مقدار  سازي دست خواهيم يافت. قابل ذکر است که ميبهينه

ℎ̂1
0 = ℎ1   در ابتدا مشخص گردند. گر چه در طول فرآيند تكرار، بردار

𝐻̂𝑡   اصلاح خواهد شد اما با اين حال، مقدارℎ̂1
𝑡 ر نخواهد کرد. تغيي 

𝛼̂𝑘)  محاسبه .مرحله اول
𝑡 , 𝛽̂𝑘

𝑡)   توسط تابع𝜓(𝑢)   در نقطه𝐻̂𝑡−1   و حل

𝒦𝒴𝒫𝑘{𝒬𝐹(𝛼̂𝑘
𝑡 , 𝛽̂𝑘

𝑡)}   بسته  هاي حلقهبراي سيستم(Σ, ℓ𝜓
𝑍𝑘(𝛼̂𝑘

𝑡 , 𝛽̂𝑘
𝑡))  

ماتريس به  دستيابي  𝑃𝑘هاي  و 
𝑡  اسكالر 𝜖𝑘هاي  و 

𝑡    تمام 𝑘در  ∈

{1,⋯ ,𝑚} توجه شود که پارامتر .𝑡 ∈ ℕ دهد. مرتبه تكرار را نشان مي 

دوم. Γ𝑖محاسبه    مرحله 
𝑡 , 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚 − بدست   {1 مقادير  توسط 

𝑃𝑘آمده از  
𝑡   و𝜖𝑘

𝑡  1در مرحله . 

 بردار خطا به شكل  مرحله سوم.

 𝐸𝑡 ≔ [

0
ℎ̂2
𝑡−1 − ℎ̂1

𝑡Γ1
𝑡

⋮
ℎ̂𝑚
𝑡−1 − ℎ̂𝑚−1

𝑡 Γ̂𝑚−1
𝑡

] (14)  
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 صورت گر به شود و تخمينتعريف مي

 𝐻̂𝑡 = 𝐻̂𝑡−1 −𝑊𝐸𝑡 (15)  

مي گرفته  نظر  آن  در  در  که  با    𝑊شود  قطري  و  مربعي  ماتريس  يک 
𝑤𝑖هاي  درايه ∈ ℝ(0, تعيين  مي   (1 را  باشد که نرخ همگرايي و اصلاح 

𝑊خواهد کرد. اگر   = 𝑤𝐼    و𝑤 ∈ ℝ(0, در نظر گرفته شود، مقدار   (1

𝐻̂𝑡 آيد.از دستگاه معادله زير بدست مي 

 

[
 
 
 
 
1 0 0 ⋯ 0

−𝑤Γ1
𝑡 1 0 ⋯ 0

0 −𝑤Γ2
𝑡 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ −𝑤Γ𝑚−1

𝑡 1]
 
 
 
 

[
 
 
 
ℎ̂1
𝑡

ℎ̂2
𝑡

⋮
ℎ̂𝑚
𝑡 ]
 
 
 

=

[
 
 
 

ℎ̂1
𝑡−1

(1 − 𝑤)ℎ̂2
𝑡−1

⋮
(1 − 𝑤)ℎ̂𝑚

𝑡−1]
 
 
 

 (16)  

مرحله    .4مرحله   به  بازگشت  مقدار جديد    1با  براي  الگوريتم  تكرار  و 

𝐻̂𝑡  مقادير که  زماني  تا  را  مراحل   ،Γ𝑖
𝑡    ثابتي همگرا شوند نسبتاً  مقدار  به 

 دهيم.ادامه مي

مي.  6تذکر   که  شود  تكرار    𝑤توان  توجه  پارامتر  حسب  بر   𝑡را 

 توان از رابطه طراحي نمود. به عنوان مثال مي

 𝑤(𝑡) =
𝛿1

1+𝛿2𝑡
 (17)  

,𝛿1پارامتر تكرار بوده و   𝑡استفاده کرد که در آن   𝛿2 ∈ ℝ
پارامتر ثابت   +

𝛿1بايست باشد و ميشونده ميتنظيم < 𝛿2 +  برقرار باشد.  1

پیشنهادی الگوریتم  همگرایی  همگرايي، بررسی  بررسي  جهت   .

 شود.( به صورت زير بازنويسي مي15تساوي )

 𝐻̂𝑡
− ≔ 𝐴𝑡−1𝐻̂𝑡−1

− + 𝐵𝑡−1, (18)الف.  

 𝐴𝑡−1 =  

 

[
 
 
 
 
1 − 𝑤 0 ⋯ 0
(1 − 𝑤)𝑤Γ2

𝑡−1 1 − 𝑤 ⋯ 0

(1 − 𝑤2)𝑤2Γ2
𝑡−1Γ3

𝑡−1 (1 − 𝑤)𝑤Γ3
𝑡−1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
∏ ((1 − 𝑤)𝑤Γ𝑘−1

𝑡−1)𝑚
𝑘=3 ⋯ (1 − 𝑤)𝑤Γ𝑚−1

𝑡−1 1 − 𝑤]
 
 
 
 

, .ب(18)  

 𝐵𝑡−1 =

[
 
 
 

𝑤Γ1
𝑡−1

𝑤2Γ1
𝑡−1Γ2

𝑡−1

⋮
∏ 𝑤Γ𝑘−1

𝑡−1𝑚
𝑘=2 ]

 
 
 

ℎ1, 𝐻̂𝑡
− = [ℎ̂2

𝑡 ℎ̂3
𝑡 ⋯ ℎ̂𝑚

𝑡 ]𝑇. .پ(18)  

( معادلات  دستگاه  مي  ℎ1(  18در  ثابت  و  مثبت  اسكالر  و  يک  باشد 

Γ𝑘
𝑡−1 = 𝑓𝑘(𝐻̂𝑡−1

−   𝑡باشند که در هر زمان  نمايانگر توابع غيرصريح مي (

بهينه  از ميمساله  محاسبه  عددي  صورت  به  و  معادله  شوندسازي   .

گسسته18) سيستم  يک  نمايانگر  که  .الف(  است  غيرخطي  زمان 

𝐻̂𝑡−1وابسته به    𝐵𝑡−1و    𝐴𝑡−1هاي  ماتريس
𝑡در زمان    − − باشند. در  مي  1

( پايداري  مساله  مي18ادامه،  قرار  توجه  مورد  سيستم  (  کار  نقطه  گيرد. 

( معادله  در  شده  رابطه18ايجاد  از  𝐻̂𝑒𝑞  .الف( 
− = 𝐴𝑒𝑞𝐻̂𝑒𝑞

− + 𝐵𝑒𝑞 

 .[1] باشد آيد که به صورت زير ميبدست مي

 𝐻̂𝑒𝑞
− =

[
 
 
 
 

Γ1
𝑒𝑞

Γ1
𝑒𝑞
Γ2
𝑒𝑞

⋮
∏ 𝛤𝑘

𝑒𝑞𝑚−1
𝑘=1 ]

 
 
 
 

ℎ1 =

[
 
 
 
 
Γ1
𝑒𝑞
ℎ1

Γ2
𝑒𝑞
ℎ̂2
𝑒𝑞

⋮
Γ𝑚−1
𝑒𝑞

ℎ̂𝑚−1
𝑒𝑞

]
 
 
 
 

 (19)  

 ( به رابطه  )( ملاحظه مي19با توجه  نقطه کار سيستم  (، همان  18شود که 

بهينه مساله  ميپاسخ  اوليه  شرطسازي  که  بهينهباشد  مرز  هاي  در  سازي 

مي بدست  ديگر  شدني  سوي  از  Γ𝑘آيند. 
eq
= 𝑓𝑘(𝐻̂𝑒𝑞

− دليل  ( به  ها 

مقادير   بودن  𝐻̂𝑒𝑞نامشخص 
مي  − نامعلوم  مساله  حل  از  عدم  پيش  و  باشند 

.)𝑓𝑘وجود رابطه صريح   ( و رابطه صريح ذکر  19، قادر به تلفيق معادله )(

( در  18شده وجود ندارد. در اين بخش نشان داده شده است که سيستم )

شد. در معادله سازي همگرا خواهد  صورت همگرايي، به پاسخ مساله بهينه

ماتريس18) اگر فرض شود  ثابت    𝑡در گذر زمان    𝐵𝑡−1و    𝐴𝑡−1هاي  ( 

مقادير ويژه  به آن که  با توجه  باشند،  داشته  تغييرات کوچكي  يا  باشند و 
𝐴𝑡−1ماتريس   ≅ 𝐴eq    برابر است با𝜆𝑖(𝐴eq) = 1 − 𝑤 سيستم پايدار ،

𝐻̂0شود. اگر شرايط اوليه  گر همگرا ميبوده و تخمين
𝐻̂eqدر نزديكي    −

− 

ليبشيتز   و  غيرخطي  تابع  و  شود  نقاط    𝜓(ℎ)انتخاب  همسايگي  𝐻̂eqدر 
− 

با تقريب مناسبي مي 𝐴𝑡−1توان  رفتار غيرخطي شديدي نداشته باشد،  ≅

𝐴eq    و𝐵𝑡−1 ≅ 𝐵eq  گر پايدار بوده و  را معتبر دانست و در نتيجه تخمين

𝐻̂eqبه  
توجه  − با  که  است  ذکر  قابل  شد.  خواهد  ساختار    همگرا  به 

)  𝐵𝑡−1و    𝐴𝑡−1هاي  ماتريس در  وجود  18که  و  است  آمده   )
Γ𝑘ضرب  حاصل

𝑡−1درايه در  شدن  ها  بزرگتر  با  آن،  اعتبار    𝑚هاي 

𝐴𝑡−1هاي  تقريب  ≅ 𝐴eq    و𝐵𝑡−1 ≅ 𝐵eq  مي خطر  بنابراين به  افتند. 

مي بيان  گرفته  صورت  اگر  تحليل  که  شود،    𝑚کند  انتخاب  کوچک 

تخمين محتملهمگرايي  شبيهگر  در  خوشبختانه  بود.  خواهد  ها  سازيتر 

𝑚نشان داده شده است که حد بهره و حد فاز براي   > باشد و  اثر ميبي 3

𝑚  برداري از رويكرد ذکر شده متعلق به حداکثر بهره  ∈ {2, باشند.  مي {3

 𝑤شودکه تعداد تكرار لازم جهت همگرايي، به  ها ديده ميسازيدر شبيه
Γ𝑖ربط دارد و همگرايي  
𝑡  تر  براي مقادير کوچک𝑤    کندتر خواهد بود. با

باشد. از  اعتبار همگرايي بيشتري را دارا مي  𝑚اين حال انتخاب کوچک  

بزرگ   انتخاب  ديگر  باعث  مي   𝑤طرف  زمان  تواند  در  شدن  نوساني 

 نشست گردد. 

از همگرايي    .7تذکر   Γ𝑖پس 
𝑡( نامساوي  براي تمامي بخش11،  ها  ( 

مي برآورده  تساوي  مرز  ميدر  نشان  و  بيضيشوند  که  هاي  گوندهد 

پاسخ   نتيجه  در  و  شد  خواهند  مشترک  نقطه  يک  در  دو  به  دو  مربوطه، 

 اي بدست آمده است. بهينه

𝑚براي دستيابي به   ∈ ℕ  وℎ1  برداري حداکثري از  بهينه، جهت بهره

PGM    وPPMتوان از رويكرد  ، ميgrid search    استفاده کرد. در اين

𝛼̂𝑘)سازي داخلي جهت يافتن  مقاله، براي حل مسائل بهينه
𝑡 , 𝛽̂𝑘

𝑡)   در مساله

، از رويكرد موجود  KYPو همچنين حل مسائل    fmincon( از تابع  13)

پيوست   استفاده   1در  با  ابزار    و  نرم  YALMIPاز    MATLABافزار  در 

پيوست   تبديل مساله  1استفاده شده است. رويكرد موجود در   ،KYP    به

نامساوي ماتريسيمساله  دوخطي  ابزار  1هاي  توسط  آن  حل    LMIهاي  و 

 باشد. مي

 و مقایسه های کامپیوتری سازیشبیه -5
نتايج و شبيه  3در اين بخش، با ارائه   ها، صحت  سازيمثال عددي و 

ساير  با  آن  مقايسه  با  و  کرده  بررسي  را  مقاله  در  شده  ارائه  مطالب 

مثبت روش  روش منفي و  بيان  شفاف  ECCهاي موجود، خصوصيات  تر 

 خواهد شد. 

 هاي زير داده شده است. ( و داده 1با معادلات ) Σ1سيستم  .1مثال 

𝐴 = [
−3 −1
1 0

], 𝐵 = [
1
0
], 𝐶 = [0 1], 𝐷 = 0. (20)  

 
1 Bilinear Matrix Inequality (BMI) 
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𝐾همچنين   = ,ℓ𝜓1(0و تابع غيرخطي   1  به صورت  (1

𝜓1(𝑢) = sat𝑠̅ 𝑢 = {
𝑠̅ 𝑢 > 𝑠̅
−𝑠̅ 𝑢 < −𝑠̅
𝑠̅𝑢 −𝑠̅ ≤ 𝑢 ≤ 𝑠̅

  

که   است  شده  𝑠̅انتخاب  = رويكرد    1 توسط  مساله  اين  و    ECCاست. 

بخش خودکار  دادن  انتخاب  قرار  با  و  شده  بررسي  𝑚ها،  = 3  ،ℎ1 =

1.4 ،𝑢∞ = 𝑤و   106 =  نتايج به صورت زير بدست آمده است. 0.6
 (ℎ̂1, ℎ̂2, ℎ̂3) = (1.4, 9.7599, 464.8612),   

 (𝛼̂1, 𝛽̂1, 𝛼̂2, 𝛽̂2, 𝛼̂3, 𝛽̂3) =  

 (0.1025, 1, 0.0022, 0.7143, 0, 0.1025)  

CC–Area

ECC–Area

Plant Nyquist

CC–PGM

ECC–PGM

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 Re 

Im
 

-4

-3
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0

1

2

3

4

 
,Σ1)بسته  . حد بهره سيستم حلقه8شكل  ℓ𝜓1(0,  . ECC و CCبا معيار  ((1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

30

40

50

𝑡 

Γ
𝑡
 

Γ1 = 6.93 

Γ2 = 47.84 

 

Γ𝑖. نمودار همگرايي  9شكل 
𝑡  1مثال . 

مقدار   مثال،  اين  در  که  شود  𝑚توجه  = خوبي،    2 بسيار  دقت  با 

𝑚نتايج نزديک به   = را داده است و حجم محاسبات کمتري نيز دارد.   3

شبيه حال،  اين  براي  با  𝑚سازي  = شكل    3 است.  شده  مقايسه   8انجام 

GM  حالت شكل    ECCو    CCهاي  در  Γ𝑖همگرايي    9و 
𝑡    نشان را 

شكل  مي به  توجه  با  مثال  8دهند.  اين  در   ،PM  نمي با  تعريف  زيرا  شود 

ناپايدار نخواهد شد. در شكل   به حلقه کنترلي، سيستم  فاز    10تزريق هر 

و  گونبيضي است  شده  داده  نمايش  سيستم  جذب  ناحيه  و  پايداري  هاي 

مي انشان  عبور  مرز  در  که  نقطه  دهد  يک  در  و  دارند  قرار  يكديگر  ز 

مي ميمشترک  نشان  رخداد  اين  آمده  باشند.  بدست  بهينه  پاسخ  که  دهد 

هاي مختلف از مثال مطرح شده  اي بين روش، مقايسه1است. در جدول  

مي نشان  و  است  )آمده  پايدار  سيستم  براي  که  رويكرد  20دهد   ،)ECC  

نتيجه    [14]ارائه شده در    LMIو رويكرد    CCتري نسبت به  پاسخ مناسب

رويكرد   حال  اين  با  است.  در    CCداده  شده  براي    [ 13] ارائه  که 

مناسبسيستم دقت  است،  يافته  توسعه  پايدار  است.  هاي  داشته  تري 

شبيه نتيجه  حلقههمچنين  سيستم  عددي  ,Σ1)بسته  سازي  ℓ𝜓1(0, 1)) ،

 باشد.مي ∞+واقعي    GMنشان داده است که  

 هاي مختلف. با روش 1. مقايسه حاشيه پايداري مثال 1جدول 

Method Practical GM 

CC 23.5218 dB 

LMI approach [14] 0.08804 dB 

Stable CC and DF [13] +∞ 

ECC 26.6080 dB 

Simulation +∞ 
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.  MSبا رويكرد   1هاي بهينه بدست آمده از سيستم مثال گون. بيضي 10شكل 
هاي خط گونو بيضي 𝜀𝑃𝑖+1(2𝑍𝑖+1/𝜖𝑖+1)چين، نمايانگر هاي خط گونبيضي

𝜀𝑃𝑖(0.5(𝐾𝐶𝑃𝑖ممتد نمايانگر  
−1𝐶𝑇𝐾𝑇)−1𝑢̅𝑖

𝑖باشند و  مي (2 ∈ {1, 2} . 

)  Σ2سيستم    .2مثال   معادلات  شده  1با  داده  زير  اطلاعات  با  و   )

 است.

𝐴 = [
−1 −1 0
1 0 0
0 1 0

], 𝐵 = [
1
0
0
], 𝐶 = [0 0.02 0.3], 𝐷 = 0. (21)  

𝐾همچنين   = ,ℓ𝜓2(0.2و تابع غيرخطي   1  به صورت  (2

 𝜓2(𝑢) = (0.2 + 1.8𝑒
−0.1|𝑢|)𝑢  

دادن   قرار  با  است.  شده  گرفته  نظر  𝑚در  = 2  ،𝑢∞ = ℎ1و    108 =

𝛿1هاي  ( و پارامتر17رابطه )  𝑤(𝑡)و استفاده از    1.06 = 𝛿2 = ، نتايج 5

 به صورت زير بدست آمده است. 
(ℎ̂1, ℎ̂2) = (1.06, 12.1357)

(𝛼̂1, 𝛽̂1, 𝛼̂2, 𝛽̂2) = (0.7348,2, 0.2, 1.8190)
  

باشد. توجه  هاي مختلف محاسبه حاشيه پايداري مي، نتايج روش2جدول  

رويكرد   که  سيستمLMIشود  براي  فقط  طراحي    𝐺𝐿𝑢𝑟′𝑒هاي  ،  پايدار 

شكل   در  است.  غير11شده  تابع  بخش  𝜓2(𝑢)خطي  ،  همراه  هاي  به 
رويكرد   از  آمده  شكل  ECCبدست  است.  شده  داده  مقايسه 12  نشان   ،

GM  حالت شكل    ECCو    CCهاي  در  Γ𝑖همگرايي    13و 
𝑡   نشان را 

 دهند. مي
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)  
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12

Γ
𝑡
 

Γ1 = 11.43 

𝑡  

Γ𝑖. نمودار همگرايي  13شكل 
𝑡  2مثال . 

 هاي مختلف. با روش 2. مقايسه حاشيه پايداري مثال 2جدول 

Method Practical GM Practical PM 

CC 2.607 dB 21.2567 deg 
Stable CC and DF [13] 5 dB 39.4768 deg 

ECC 3.4986 dB 24.5226 deg 
Simulation 5.2 dB - 

ناپايدار    .3مثال   ( و با اطلاعات زير داده  1با معادلات )  Σ3سيستم 

 شده است. 

 𝐴 = [

0 1.199 1.311 0.9373
0 0.6239 1 0
0 −0.04906 0.6239 1.896
0 0 0 −0.7821

], 𝐵 = [

0
0
0
4

],  

 𝐶 = [1.3502 1.8433 2.0150 1.4407], 𝐷 = 0. (22)  

𝐾همچنين   = ,ℓ𝜓3(0.9و تابع غيرخطي   0.6  به صورت  (3
 𝜓3(𝑢) = (3 − 2.1𝑒

−0.1|𝑢|)𝑢  

دادن   قرار  با  است.  شده  گرفته  نظر  𝑚در  = 3  ،𝑢∞ = ℎ1و    106 =

از    0.22 استفاده  پارامتر   𝑤(𝑡)و  𝛿1هاي  با  = 𝛿2و    3 = به    4 نتايج 

 آيد. صورت زير بدست مي

 (ℎ̂1, ℎ̂2, ℎ̂3) = (0.22, 3.5382, 107.5301),  

 (𝛼̂1, 𝛽̂1, 𝛼̂2, 𝛽̂2, 𝛼̂3, 𝛽̂3) = (0.9, 1.5258, 0.9457, 3, 1.5258, 3)  

ECC–PGMECC–Area CC–PGM

Im
 

Re -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Plant NyquistCC–Area  

,Σ3)بسته  . حد بهره سيستم حلقه14شكل  ℓ𝜓3(0.9,  .ECC  و CCبا معيار  ((3

همگرايي    15و شكل    ECCو    CCهاي  در حالت  GMمقايسه    14شكل  

Γ𝑖
𝑡 دهند. را نشان مي 
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Γ1 = 15.79 

Γ2 = 29.13 

Γ
𝑡
 

𝑡  

Γ𝑖. نمودار همگرايي  15شكل 
𝑡  3مثال . 

آمده است. توجه شود که ساير    3هاي مختلف در جدول  نتايج روش

اند. نكته قابل توجه، تعريف  هاي پايدار طراحي شده ها براي سيستمروش

بسته تا زماني  دهد که سيستم حلقهنشان مي  14باشد و شكل  مي  GMدوم  
نايكوئيست   دياگرام  𝕆(𝛼𝑘دواير    Σ3که  , 𝛽𝑘)    خلاف    2را در  و  مرتبه 

عقربه ميجهت  دور  ساعت  سيستم  هاي  بنابراين  بود.  خواهد  پايدار  زند، 

Σ3  در آستانه ناپايداري قرار خواهد گرفت. تنها با کاهش بهره ، 

 هاي مختلف.با روش  3پايداري مثال . مقايسه حاشيه3جدول 

Method Inverse Practical GM Inverse Practical PM 

CC 2.9748 dB 21.7724 deg 
ECC 3.4397 dB 25.7831 deg 

Simulation 3.8223 dB - 

 گیری بندی و نتیجهجمع  -6
سيستم پايداري  مقاله حاشيه  اين  غيرخطي  در  استفاده   Lur’eهاي  با 

يافته مورد بررسي قرار گرفته است و پس از انجام  از رويكرد دايره توسعه

ميشبيه مثال،  چند  ارائه  و  در  سازي  روش  اين  بالاتر  دقت  به  توان 

که  سيستم طوري  به  برد،  پي  هستند  غيرخطي  ذاتاً  که  پاسخ    ECCهايي 

هايي  سيستمارائه داده است. از سوي ديگر، براي    CCتري نسبت به  دقيق
پايدار هستند، رويكرد   ذاتاً  به رويكرد  ECCکه  و  پايه    LMIهاي  نسبت 

CCباشد. رويكرد  ، از دقت بالاتري برخوردار ميStable CC    وDF   که

تري دارند. حجم  هاي پايدار طراحي شده است، دقت مناسببراي سيستم

رويكرد   در  به    ECCمحاسبات  بالاتر    LMIو    CC  ،Stable CCنسبت 

، استفاده از تابع  DFنسبت به رويكرد    ECCباشد. نقطه قوت رويكرد  مي

، ضرايب سري فوريه تابع  DFباشد به طوري که در رويكرد  خطي ميغير

 ممكن است به راحتي در دسترس نباشند.  𝜓(𝑢)  خطيغير
مناسب جهت طراحي کنترل  براي دستيابي    𝐾کننده  ارائه رويكردي 

حاشيه براي  به  شده  ارائه  الگوريتم  توسعه  همچنين  و  دلخواه،  پايداري 

از سوي  سيستم و  زمان،  با  متغير  و  استاتيک  غيرخطي  ادوات  داراي  هاي 

راحت )ديگر،  شرط  کردن  بر13تر  دقيق(  مقادير  به  دستيابي  از  اي  تري 
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مساله    .1پیوست   حل  نامساوي    KYPالگوريتم  مسائل  به  آن  تبديل  با 

 .LMIهاي دوخطي ماتريسي و حل آن توسط ابزار

کمک   تعريف    [19]با  بخش    SPRو  )3در  مساله  مساله  8،  با  معادل   )
BMI 

 𝐿 = 𝐴̃𝑇𝑃 + 𝑃𝐴̃ + (𝑃𝐵̃ − 𝐶̃𝑇)(𝐷̃ + 𝐷̃𝑇)
−1
(𝑃𝐵̃ − 𝐶̃𝑇)

𝑇
+ 𝜖𝑃 (1-1)  

𝐿و   = 𝐿باشد. با فرض آن که  مي   0 ≤ ، اين 2باشد، با استفاده از لم    0

 نامساوي، معادل است با 

 𝑋 = [
(𝐴̃ +

1

2
𝜖𝐼)

𝑇

𝑃 + 𝑃 (𝐴̃ +
1

2
𝜖𝐼) 𝑃𝐵̃ − 𝐶̃

𝑇

𝐵̃
𝑇
𝑃 − 𝐶̃ −𝐷𝑇 − 𝐷

] ≤ 0. (2-1)  

پارامتر  BMI(، يک مساله  2-1نامعادله ) از   باشد.مي  𝑃و    𝜖هاي  با ضرب 

يافتن   ديگر، هدف  𝜖سوي  ∈ ℝ+    و𝑃   تا  مي 𝐿باشد  = باشد.    0 برقرار 

 سازي بنابراين با استفاده از مساله مقدار ويژه، مساله بهينه

 
min
𝑥
𝛾

𝑠. 𝑡. −𝛾𝐼 ≤ 𝑋 ≤ 0
  

سازي  شود. از سوي ديگر، با استفاده از بهينهطراحي مي  BMIهاي  با قيد

از   بالاتر  لايه  يک  در  کردن  BMIخطي،  فرض  ثابت  با   ،𝜖    چند با  و 

بهينه مساله  رابطه    LMIسازي  تكرار،  طبق  و  شده  𝜆max(𝐿)حل  ≤

𝜆max(𝑋)بهينه نتيجه  مساله  ،  پاسخ  عنوان  به  خواهد    KYPسازي  معرفي 

است   آن  توجه  قابل  نكته  مساله  شد.  در  بهينه  KYPکه  پارامتر   ،𝜖opt ،

 برابر با کران بالاي آن است که در مرز ناشدني قرار دارد.
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