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برای سنجش پایداری مقاوم   s-gap متریک فضای اپراتوری عمومی وتعریف 

 های کنترلی با دینامیک غیرخطی سیستم
 2و حسين بلندی 1سامان ساکي 
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 ،تهران، ايراندانشگاه علم و صنعت ايرانعضو هيئت علمي گروه کنترل دانشكده مهندسي برق 2

 
 09/1400/ 11: رشيپذ    1400/ 02/06ويرايش:   03/01/1400:افتيدر

 
 مشكلات اين ابزارها  تريناز مهم  اند.معرفي شده   کنترليهای  سيستم  مقاوم  پايداری  آناليزبه عنوان ابزارهايي برای    هامتريکهای اخير،  در دهه :  چکیده 

خطي سازی سيستم    ، نويسندگان. در برخي مقالات اشاره کردديناميک غيرخطي    با  های حلقه بستهسيستم  آناليز پايداری  ها درکارايي آن  محدوديت  توان بهمي

تری برای آناليز پايداری  تكيه بر مدل خطي کافي نبوده و ابزارهای رياضي جديد دهيم. در اين مقاله نشان مياندکرده  را مطرحايده متريک خطي استفاده از و 

  ترين توپولوژی ميان دو سيستم غيرخطي برای تعيين ضعيف  ترين نوآوریبه عنوان مهم  S  1فضای اپراتوری عمومي ، تعريف  لذا  نياز است.  هااين سيستممقاوم  

مي فضامطرح  اين  در  غيرخطي  ،شود.  منيفلد   غيرخطي(  ديناميک  های)سيستم  اپراتورهای  ايزومورفيسمديفرانسيل  3توپولوژی   2با  صورت  به  های  پذير 

دهيم که  نشان مي. دهدرا نتيجه مي apg-sمتريک غيرخطي است که تعريف معيار جديد  محاسبه. ثمره اين تعريف، امكان پذيری شوندبيان مي 4ي ايزومتريك

همچنين، با توجه به    کرد.  تعبير  S  اپراتوری  فضای  در  توان به محافظه کارترين فضای مماسايجاد شده را مي  هایگرافبر روی  محاسبه متريک غيرخطي  

 apg-sشود که در کنار سيستم حلقه بسته تعيين مي( GSM) 5يا باند پايين حاشيه پايداری تعميم يافته روابط و تعريف فضای اپراتوری جديد، باند بالای بهره 

 کند. دعاهای مطرح شده را با اطمينان تاييد مينتايج شبيه سازی، صحت ا وتئوری پيشرفته اپراتوری  دهد.تئوری جديدی برای پايداری مقاوم ارائه مي

 گری غيرخطي و های غيرخطي، فضای اپراتوریمتريکحاشيه پايداری تعميم يافته، ، باند بهره : کلمات کلیدی

 

Definition of General Operator Space and The s-gap Metric for Measuring 

Robust Stability of Control Systems with Nonlinear Dynamics 
 

Saman Saki, Hossein Bolandi 

 
Abstract: In the recent decades, metrics have been introduced as mathematical tools to determine the robust 

stability of the closed loop control systems. However, the metrics drawback is their limited applications in the 

closed loop control systems with nonlinear dynamics. As a solution in the literature, applying the metric theories 

to the linearized models is suggested. In this paper, we show that using the linear model is not adequate to analyze 

the robust stability. To this end, the definition of general operator space is proposed as the important novelty to 

determine the weakest topology between two nonlinear dynamic systems. In this space, all nonlinear operators 

(nonlinear dynamic systems) with differentiable manifold topology can be considered as isometric isomorphism. 

The result of this definition is possibility of the nonlinear gap metric solution which leads to definition of the s-

 
1 General operator space 

2 Manifold 

3 Topology 

4 Isometric isomorphism 

5 Generalized stability margin 
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gap metric. In fact, we show that the calculation of the nonlinear gap metric leads to the most conservative tangent 

spaces in the defined space. Also, based on the new results, the gain bound of the closed-loop system is 

determined, which together with the s-gap offers a new theory for robust stability analysis. Advanced operator 

theory and simulation results confirm the correctness of the claims. 

Key words: The Gain Bounds, The Generalized Stability Margin, Nonlinear Metrics, Operator Space and 

Nonlinearity 

 

 مقدمه -1

با ارائه    1990های خطي نامعين در سئئال مقاومت سئئيسئئتممسئئئله آناليز  

تا حد قابل قبولي پاسئ  داده شئد. در اين مقاله نويسئندگان نشئان   [1]مقاله 

کنترلي    با انتخاب سئاختارسئيسئتم حلقه بسئته نامعين  دادند که مقاومت بهينه  

کند، امكان را برآورده مي( GM)به اختصئئئار  gap metricکه شئئئعا   

پذير اسئئت. محافظه کاری قابل توجه اين روش و عدم ارائه روشئئي برای  

اسئت. در   [2]انگيزه ارائه مقاله   GMله بهينه سئازی نسئبتاپ پيچيده  حل مسئئ

برای حل    در حوزه فرکانس يمشئخصئ روابط رياضئي  نويسئنده   ،اين مقاله

همچنين نشئئان داده شئئد که متريک ارائه شئئده    .دهدميارائه   GMمسئئئله  

(v-gap   از محئافظئه کئاری کمتری برخوردار اسئئئت. بئدين ترتيئ )  معيئار

های خطي با  ها در سئئيسئئتممفيد و سئئودمندی برای طراحي کنترل کننده 

،  [3] همچنين، بر اسئاس نتايج ارائه شئده درنامعيني بدون سئاختار ارائه شئد. 

پايداری مقاوم حلقه بسئئته بايد به نحوی باشئئد که تلورانس نامعيني  شئئر   

حاشئيه پايداری  ، از مقدار v-Gapگيری شئده با اسئتفاده از متريک  اندازه 

راحي  بئدين ترتيئ ، در ط.  تجئاوز نكنئد  (GSMتعميم يئافتئه )بئه اختصئئئار  

بئه عنوان ابزارهئای    v-gapو معيئار    GSMهئای کنترل مقئاوم،  سئئئيسئئئتم

کاربرد اين ابزارها عموماپ در مسئئائل    .اندکليدی و سئئودمندی معرفي شئئده 

(، تشئخي   [6]و [5]،  [4]های چندگانه )تشئكيل بانک مدل و کنترل کننده 

در ميان    شئود.مشئاهده مي  ([10]، [9]ها )( و شئناسئايي سئيسئتم[8]و   [7]خطا )

هئای چنئدگئانئه، اسئئئتفئاده از  مقئالات ارائئه شئئئئده در زمينئه کنترل کننئده 

شئئود. به عنوان  های غيرخطي مشئئاهده ميبرای سئئيسئئتم  های خطيمتريک

از    اشئئئاره کرد. در تمامي اين مقالات،  [13]و   [12]،  [11]توان به  نمونه مي

خطي سئازی سئيسئتم حول نقطه کار اسئتفاده شئده اسئت. اين مسئئله چالش  

توان بر  دهيم که تنها نمياصئلي تمامي مقالات اسئت. در اين مقاله نشئان مي

اطلاعات مدل خطي سئئئيسئئئتم غيرخطي برای تعيين تفاوت دو سئئئيسئئئتم  

  غيرخطي استفاده کرد. 

ای حل مسئئائل های خطي بر، دليل اصئئلي اسئئتفاده از متريکدر واقع

 
6 Linear time varying 

7 Linear time invariant 

8 Manifold topology 

9 Hankel 

از طرفي،  غيرخطي بر اسئئاس خطي سئئازی، سئئادگي محاسئئبات اسئئت. 

برای محاسئئبه اين کميت به غير از مواردی    GMاسئئتفاده از رابطه اصئئلي 

در اين راسئتا، اخيراپ تحقيقاتي  .  [14]  خاص و سئاده، تقريباپ غير ممكن اسئت

به محاسئبه    [9]شئده اسئت که به عنوان نمونه در   انجامبرای حل اين مشئكل 

های ورودی و خروجي پرداخته شئئده اسئئت. در اين کميت بر اسئئاس داده 

به آن تاکيد   [3]های غيرخطي که در برای سيستم زمينه محاسبه اين کميت

ی  هابرای سئيسئتم GMشئده اسئت، تحقيقاتي در سئاده سئازی و حل مسئئله  

غيرخطي انجئام شئئئده اسئئئت که البتئه بجز در مواردی بسئئئيئار خاص، اين 

نتئايج  يكي از اين روشانئد.  هئا کئارآيي لازم را نئداشئئئتئهروش هئا تعميم 

( اسئت که دليل  6LTVهای خطي متغير با زمان )متريک خطي به سئيسئتم

به غيرخطي   LTVهای پذيری تعميم نتايج از سئئئيسئئئتماين مسئئئئله امكان

اشئئئئاره کرد کئه در واقع    [15]توان بئه مقئالئه  نوان نمونئه ميبئه عاسئئئئت.  

هئای خطي نئامتغير بئا زمئان  برای سئئئيسئئئتم  GMنويسئئئنئدگئان ارتبئا  ميئان 

(7LTI  )های  سئيسئتم  وLTV  تر در  . مشئابه اين نتايج پيشاندرا ارائه کرده

های  توان سئيسئتممي  [16]ارائه شئد. بر اسئاس نتايج ارائه شئده در   [16]مقاله 

ر گرفئت. در واقع  درنظ  LTVهئای  غيرخطي را بئه صئئئورت سئئئيسئئئتم

کنند که فضای مماس  نويسندگان استدلال خود را بدين صورت مطرح مي

توان به عنوان معياری برای محاسئبه  ايجاد شئده را مي  8بر توپولوژی منيفلد

GM  بزرگترين مقدار  بين دو سئيسئتم غيرخطي بيان کرد. در اين روش v-

gap  توان به عنوان معيار شئباهت دو  را مي  های خطي ايجاد شئده ميان مدل

اين مقئالئه در واقع سئئئرآغئازی برای  سئئئيسئئئتم غيرخطي درنظر گرفئت.  

هئای خطي  و متريئک  v-gapدهي بئه تحقيقئات برای تعميم مفئاهيم  جهئت

نويسندگان    [18]و   [17]عنوان نمونه، در های غيرخطي شد. به  برای سئيسئتم

به    LTVهای برای کلاس خاصئي از سئيسئتم GMاند که رابطه  نشئان داده 

اده از مفاهيم  با اسئتف  [19]همچنين، مقاله قابل بيان اسئت.   v-gapصئورت  

تعيين    GSMيک کران بالا برای    9اپراتوری متغير با زمان و ساختار هنكل

بئه بيئان ارتبئاطئات موجود ميئان انوا     [20]کنئد. در اين راسئئئتئا مقئالئه  مي
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-vدهد که توپولوژی القايي توسئئط  پردازد و نشئئان ميمي  GMمتفاوت 

gap  برخي ديگر از مقالات به محاسئئئبه  اسئئئت.   10مشئئئابه متريک فينتا

مشئئكلي که   .  [21]پردازند  های عددی ميبا اسئئتفاده از روش  GMمقدار 

وجود دارد اين اسئئئت کئه    تعميم بئه حئالئت غير خطيهئا برای در اين روش

ها مقدار مانده در خطي سئازی سئيسئتم حول يک نقطه مشئخ   اين روش

برای حئل اين   در اين مقئالئه راه حئل جئامع و کئاملي  گيرنئد.را در نظر نمي

 مشكل ارائه خواهد شد.  

، لازم اسئئت که باند بهره سئئيسئئتم GMدر کنار محاسئئبات مربو  به  

  GSMبه بيان ديگر، بايد  تا حد ممكن کوچک انتخاب شئود. حلقه بسئته  

در واقع مهندس طراح بايد  سئيسئتم حلقه بسئته تا حد ممكن بزرا باشئد.  

اين مسئئله در   دايي ترين گام درنظر داشئته باشئد.اين مسئئله را به عنوان ابت

ای ميان سئرعت پاسئ  و پايداری سئيسئتم حلقه بسئته اسئت. در واقع مصئالحه

اند که يک حل سر راست برای نشان داده ابتدا    [22]نويسندگان  ،  اين زمينه

های چپ و راسئئت  بر اسئئاس فاکتور  Hمعادله بهينه سئئازی اسئئتاندارد  

سئسس، نويسئندگان در ادامه نشئان دادند که بر اين اسئاس با  موجود اسئت.  

يابي به سئرعت ضئمن دسئترو سئيسئتم کنترلي  مسئير پيش  11شئكل دهي بهره 

ممكن دسئت يافت. اين بدان    GSMه بزرگترين توان بپاسئ  مناسئ ، مي

توان بيشئئترين شئئعا  نامعيني را برای سئئرعت پاسئئ   که مي معني اسئئت

در حالتي که ديناميک سئئيسئئتم غيرخطي اسئئت،  مشئئخ  بدسئئت آورد.

اسئاس مقاله با چالش جدی رو به رو اسئت. بر   GSMمحاسئبات مربو  به  

در   GSMهای ديناميكي سئاده، محاسئبات مربو  به  ، به جز سئيسئتم[14]

مينه،  های کنترل غيرخطي سئئنگين و غير ممكن اسئئت. در اين زسئئيسئئتم

بئه ارائئه محئاسئئئبئاتي برای تعيين    [26]و    [25]،  [24]،  [23]مقئالاتي مئاننئد  

GSM  اگرچه نتايج  اند. اختهردرل با ديناميک غيرخطي پهای کنتسئئيسئئتم

باشئئند اما ايراد اصئئلي در اين مقالات ناکارآمدی  تا حدودی قابل قبول مي

        است.   در حلقه کنترل   گيرروش در حالت وجود انتگرال 

در اين مقاله، نشئئئان خواهيم داد که با تعريف رياضئئئي يک فضئئئای  

( ناميده  Sعمومي )نشئان داده شئده با  اپراتوری جديد که فضئای اپراتوری 

  برای دو سئيسئتم GMتوان مشئكلات ايجاد شئده در محاسئبات  شئود، ميمي

غيرخطي و بئانئد بهره برای سئئئيسئئئتم کنترلي بئا دينئاميئک غيرخطي را حئل  

برای دو    GMتوان نشئان داده که کرد. با اسئتفاده از تعريف اين فضئا، مي

های ايجاد شئئده  توپولوژی بين گرافترين  سئئيسئئتم غيرخطي به ضئئعيف

منجر خواهد   Sهای اپراتوری ايجاد شئده در فضئای اپراتوری  توسئط دنباله

 
10

Feintuch  
11 Loop shaping 

توان روش ارائه  ، ميSشئد. همچنين، با اسئتفاده از مزايای فضئای اپراتوری  

يابي به مقاومت های غيرخطي برای دسئئئترا به سئئئيسئئئتم  [22]شئئئده در 

 حداکثر سيستم حلقه بسته حول يک نقطه کار مشخ  اعمال کرد.     

، ابتدا به معرفي  2  سئئاختار اين مقاله بدين صئئورت اسئئت که در بخش

به همراه ابزارهای رياضئي و تعاريف   هاروابط حاکم بر آنو  متريکانوا   

، فضئئئای اپراتوری عمومي تعريف  3شئئئود. در بخش  مربوطئه پرداختئه مي

. همچنين، محاسئبات  دهدتشئكيل ميخواهد شئد که هسئته اصئلي مقاله را 

به همراه قضئايای مربوطه موضئوعي اسئت که   GSMو   s-gapمربو  به  

دهد و  نتايج شئبيه سئازی را ارائه مي  5بخش  ارائه خواهد شئد.    4بخش  در 

         دهد.گيری مقاله را ارائه مينتيجه  6در پايان بخش  

 مفاهیم توپولوژیانواع متریک و  -2

ديناميكي، بررسئئي دو سئئيسئئتم    رفتارمقايسئئه  ترين ايده برایابتدايي

های يكسئئئان اسئئئت. در اين صئئئورت  به ازای ورودی  خروجي آنهارفتار  

ای از  توان بيشئئينه انرژی تفاضئئل دو سئئيسئئتم را به عنوان معيار سئئاده مي

 نامعيني تعريف کرد. اين رابطه در حوزه زمان و فرکانس به صورت:

(1) ( )
2

1 2 2

1 2
, 0

2

, supn
u u

Pu P u
P P

u


 

−
=

L

 

اسئت که شئامل تمامي سئيگنال    12فضئای سئيگنال لبسئگو   2L  که در آن

2uبئه عبئارتي،  بئاشئئئد.  محئدود مي  2هئای حقيقي بئا نرم   L    بئه معنئای

0

Tu u dt



  .صئئورت يک مسئئئله  توان به  ( را مي1رابطه ) اسئئت

 (:[27]از   53صفحه  کرد )  بياننهايت در حوزه فرکانس  نرم بي

(2) ( )1 2 1 2,n P P P P


= −  

 ها کوچک باشئد، رفتار سئيسئتم  مقدار متريک تعريف شئده   در صئورتي که

فضئئايي باشئئد که   Hفرض کنيد که فضئئای    .هسئئتندتا حدودی مشئئابه  

تمامي توابع تبديل با نرم بي نهايت محدود و پايدار را پوشش دهد. در اين 

( بر روی  2توان نشئئان داد که متريک تعريف شئئده با رابطه )ميصئئورت  

زيرا خواص زير را بر روی فضئای  دهد.  تشئكيل يک متر مي Hفضئای  

  کند.  مذکور ارضا مي

هئئئئر   -1 1Pبئئئئرای  H    2وP H    هئئئئمئئئئواره

( ) ( )1 2 2 1, ,n nP P P P =  

1Pبرای هر   -2 H    2وP H    همواره( )2 1, 0n P P   

)و  )2 1, 0n P P 1اگر و فقط اگر   = 2P P=  

12 Lebesgue 
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هئئر    -3 1Pبئئرای  H،  2P H    3وP H    هئئمئئواره

( ) ( ) ( )1 3 1 2 2 3, , ,n n nP P P P P P   +            

مئجئمئوعئئه   بئرای  کئئه  داريئم  تئوجئئه  Sهئمئچئنئيئن  H مئتئريئئک  ،

( )1 2,n P P نمايد.  تشكيل يک توپولوژی بر روی مجموعه مذکور مي

Sتوجه داريم که يک توپولوژی بر روی مجموعه   H    به صورت

شئود که خواص زير را در بر تعريف مي Aهای باز  Setاز ای  وعهممج

 گيرد:مي

 باشند. Aو مجموعه تهي عضوی از   Sخود  -1

همواره عضئئوی  Aهای دلخواه از تعداد محدودی از زيرمجموعه -2

 باشد.    Aاز 

توانئد بئا  يئک نتيجئه فوری از تعريف فوق اين اسئئئئت کئه يئک فضئئئئا مي

متفئاوتي ارائئه شئئئود. فرض کنيئد، متريئک  توپولوژی هئای 
n   بر روی

تواند يک فضئئای تابع، فضئئای  تعريف شئئود. اين فضئئا مي Sفضئئای  

Eتور، فضئئای برداری و ... باشئئد. در اين صئئورت مجموعه  اپرا S 

ای پيدا شئئئود که برای هر  به گونه  يک مجموعه باز اسئئئت اگر مقئدار 

x E    مجموعئه ،( ) | ,ny x y     متعلق بئهE    .بئاشئئئئد

های مذکور دو شئئئر  توپولوژی را برقرار کرده  مجموعه تمئامي مجموعه

 Sيئک توپولوژی بر روی    nگويم متريئک  کئه در اين صئئئورت مي

 کند.القا مي

بررسئي اثرات نامعيني  متاسئفانه اسئتفاده از متريک تعريف شئده برای 

  لازم اسئت. از اين رو [28] های حلقه بسئته کارايي لازم را ندارددر سئيسئتم

که ورودی خروجي سئئيسئئتم حلقه بسئئته را مورد بررسئئي و ارزيابي قرار  

دهيم. به عنوان نمونه، فرض کنيم هدف بررسئئئي شئئئبئاهت رفتئاری جفئت 

 1P C   و 2P C  که در آن منظور از جفت  است 1P C

 است. (1)سيستم حلقه بسته به فرم استاندارد نشان داده شده در شكل   ،

( )1P s

( )C s

( )1u t ( )1y t

( )2y t ( )0y t( )2u t

( )0u t

−

+

+

−

 
  (: بلوک دياگرام استاندارد سيستم کنترلي که با جفت1شكل )

 1P C شود. نشان داده مي 

گيريم. بئه عبئارتي، فرض  روش ارزيئابي را مشئئئئابئه قبئل درنظر مي

يكسئان باشئد. در اين   جفت )دو سئيسئتم حلقه بسئته(کنيم که ورودی دو  مي

در اين صئورت  دهيم. ها را مورد بررسئي قرار ميصئورت خروجي سئيسئتم

 
13 Hilbert space 

شود که برای  ( داده مي3تر به صورت رابطه )مقدار متريک در حالت کلي

غيرخطي درنظر گرفته    تر، مدل ديناميكي سيستم نيز به صورتبيان عمومي

 .  شده است

(3) ( )
( )

1 2

2
1 2 121
1

1 2 2
1 2

1 2

, sup infg
uu
y

y

u u

y y

u

y


  

 
 

   
−      

   
=

 
  
 

N
N

N N
G

G

 

دو سئئئيسئئئتم   اپراتورهئای مربوطئه  بيئانگر  2Nو    1Nدر اين رابطئه   

غيرخطي اسئت. همچنين،  
1N

G   و
2N

G   نشئان دهنده گراف تشئكيل

متريک تعريف شئده با رابطه فوق  ها اسئت. شئده توسئط هر کدام از اپراتور

توان از نظر هندسئي به صئورت اختلاف ميان تصئاوير متعامد بر روی  را مي

فرض کنيد  فضئای گراف ايجاد شئده تعريف کرد. برای توضئيحات بيشئتر، 

1K   2وK اين زيرفضئاها در   باشئند  13زيرفضئاهايي از فضئای هيلبرت(

( با 3رابطه )
1N

G   و
2N

G  در اين صئورت فاصئله  اند(نشئان داده شئده .

 شود:بين دو فضا به صورت زير تعريف مي

(4) ( )
1 2

,1 2gap =  −K K K K
 

کئه در آن  
1

K    1تعئامئد بر رویK  دهئد. حئال، در نظر  را نشئئئان مي

1داريم کئه  

1
T

 
 
 
 

K

K

ر ايزومتريئک بر روی فضئئئای هيلبرت  يئک اپراتو   

مئذکور نرم سئئئيگنئال را تغيير  کئه اپراتور    معني اسئئئتاسئئئت. اين بئدان  

کئئه  نئمئي داريئم  تئوجئئه  هئمئچئنئيئن  مئي  zدهئئد.  صئئئئورت  را  بئئه  تئوان 

z x y= آن    + در  کئئه  کرد  1xتفكيئئک  K    1و
Ty K 

1باشد. ايزومتريک بودن مي

1
T

 
 
 
 

K

K

 شود:به صورت زير بيان مي 

(5) 1

1

2
22

T

x
z z

y

   
  = =     

K

K

 

 شود:( به صورت زير بازنويسي مي4در اين صورت رابطه )

(6) 

( )

( )

 

1

1 2 2 2
1

1 2

21

1 22 1

1 2,

0

0

max ,

T
T

T

T

T T

gap =

 
    −   =
     

  
  =
−  
 

   

K

K K K K
K

K K

KK

K KK K

K K

 

توان  ( را با اسئتفاده از مفاهيم تصئوير متعامد در فضئای هيلبرت مي6معادله )
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 بازنويسي کرد. به عبارتي داريم:

(7) 

1 12 2

2 2

1 1

22

21

21

2 2

, 0 , 02 2

2

, 0 2

2

, 0 2

sup sup

sup inf

sup inf

T T

T T

T

x x x x

yx x

yx x

x x

x x

x x y

x

x y

x

   

 

 

  =  

 

= =

 + −

=

−
=

K KK K

K K

K, K,

KK

K,K,

K,K,

 

به بياني ديگر ( را 3( همان رابطه )7شئئئود که رابطه )بنئابراين مشئئئاهده مي

. به عبارت ديگر اختلاف بين تصئئاوير متعامد بر روی فضئئای  کندتعبير مي

بيشئئترين   ،کند. منظور از فاصئئلهبرابری ميگراف با فاصئئله بين دو فضئئا  

  نگاشت  ست. توپولوژی القا شده توسطا مقدار متريک مستقيم بين دو فضا

gap metric    صئئئئئئئئئئئئئئئورت بئئئئئئئئئئئئئه 

( )  
1 21 2, : 0 1  →N NN N G G،    گئراف تئوپئولئوژی

با توجه به اهداف مقاله، لازم است نتايج را برای حالتي که  شئود. ناميده مي

در هيم.  تر مورد بررسئي قرار دمدل سئيسئتم خطي اسئت به صئورت جزئي

 LTIصئورتي که اپراتور تشئكيل دهنده گراف دو سئيسئتم، از نو  اپراتور  

فرکانسئئي قابل بيان  تعبيری  ( به صئئورت  3باشئئد، در اين صئئورت رابطه )

با توابع تبديل   LTIمسئئله بررسئي شئباهت دو سئيسئتم    اسئت. فرض کنيد،

( )1P s    و( )2P s  .کئنئيئئد  بئئاشئئئئد فئرض    هئئای اپئراتئور  هئمئچئنئيئن 

1
1 1

1

:
u

G q
y

 
→  

 

2و   
2 2

2

:
u

G q
y

 
→  

 

وجود داشئئته باشئئند. در  

 ( به صورت زير قابل بيان است:3اين صورت رابطه )

(8) ( )
2 2

1 2

1 1 2 2 2

1 2

1 2

, sup infg
qq

G q G q
P P

q




−
=

LL

 

، موجوديئت اپراتور  2qو    1qهئای  بئا توجئه بئه محئدوديئت انرژی گراف

1 2:Q q q→   باQ H .( را  8با اين تعريف، رابطه ) بديهي اسئت

 توان به صورت زير خلاصه کرد. مي

(9) ( )1 2 1 2, infg
Q

P P G G Q



= −

H

 

بهينئه سئئئازی را بر روی فضئئئای اپراتوری نشئئئان  اين رابطئه در واقع يئک 

يابي به يک پاسئئ   حل معادله بهينه سئئازی فوق به منظور دسئئتدهد.  مي

بيان شئئده اسئئت. همچنين    [2]ای اسئئت که در فرکانسئئي مشئئخ  مسئئئله

نويسئئنده در مرجع مذکور به بيان شئئروطي جهت اسئئتفاده از متريک فوق  

در   و حداکثر تلورانس نامعيني پرداخته اسئت.برای بررسئي پايداری مقاوم 

های غيرخطي بدسئت  اين مقاله قصئد داريم نتايج مشئابهي را برای سئيسئتم

)فضای    آوريم. بدين منظور در ادامه مفهوم جديد فضای اپراتوری عمومي

S) شود.  شرح داده مي     

 فضای اپراتوری عمومی -3

به متريک مربو   مفاهيم  قبلي،  ارائه  در بخش  ها و توپولوژی گراف 

شد. با توجه به اين مفاهيم مشاهده شد که فاصله ميان دو زير فضا از فضای  

هيلبرت و فاصله ميان تصاوير زيرفضاهای تعريف شده بر روی محورهای  

معادل هستند.   تعاريفي  هيلبرت  پيشهمانفضای  که  بيان شد،طور  در    تر 

-مسئله نرم بي  يک  ا به صورتتوان فاصله مذکور ر ، ميLTIهای  سيستم

نتيجه کارهای مذکور بدين    ،کرد. در واقع  بيانهايت در حوزه فرکانس  ن

از مقدار   v-gapاندازه  صورت است که اگر نامعيني به حدی تغيير کند که  

GSM    باشد شرايطکوچكتر  در    winding number  و  )جزئيات 

سيستم تحت تاثير نامعيني قطبي در سمت    برقرار باشد،(  [27]از    357صفحه  

با   LTIکند. در کنار سودمندی روش برای حل مسائل  راست اختيار نمي

غيرخطي   مسائل  به  آن  تعميم  و  روش  اين  از  استفاده  پارامتری،  نامعيني 

ل مقاوم شناخته  های کنترسيستمآناليز  همچنان به عنوان معضلي اساسي در 

)مي معادله  که  است  اين  مسئله  اين  دليل  برای  3شود.  کلي  حالت  در   )

های غيرخطي روش حل مشخصي ندارد. در اين قسمت، با تعميم  سيستم

خواهيم پرداخت که در آن   Sمفاهيم ارائه شده، به تعريف فضای اپراتوری  

های غيرخطي ممكن شده است. تعاريف مربوطه  ( برای سيستم3حل مسئله )

حاشيه  و    GMشود و محاسبات مربو  به  مي  ارائهبه اين فضا در اين بخش  

 شود.  در بخش بعدی مطرح مي تعميم يافته  پايداری

)فرض کنيد سيگنال   )q t    توليد شده توسط اپراتور غيرخطيN 

بوده و    بر روی از زمان  تابعي  اين سيگنال  باشد.  فضای هيلبرت مفروض 

هيلبرت  فضای  بي  محورهای  از  متشكل  مي  نهايتکه  مختصاتي  -محور 

کنند. در اين صورت  سيگنال مذکور را به صورت يک نقطه مدل مي  ، باشند

'اپراتور  
( ) ( ): ( ) ( ),q t q tS q t q t S S →   است که    قابل تعريف

آن   در   ( )1' ( ) l lt tl

l

M
q t q t

N
+

 
=  
 

T    و

( )'

1( )l lq t t q t t −= = همچنين، اپراتور برش که با نماد    باشند. مي  =

 1l lt t +T  مقدار سيگنال را در بازه    شود، نشان داده مي 1l lt t +
  

فرض بر اين است که فاصله   ها صفر خواهد کرد.نگه داشته و در بقيه زمان

lt   1وlt +
از طرفي  کند.  به صورت حدی به صفر ميل مي  

lM H 

و  
lN H  زمان     تفكيک در  را  چپ 

lt  مي نحوه  نشان  دهد. 

استخراج  
lM H    و

lN H  شود.  در ادامه مقاله شرح داده مي

که   داريم  *توجه  *

l l l lM M N N I+ و   =
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,l lM N  H H  فرض اپراتوری از  فضای  در  اساسي  های 

S  يد شده توسط اپراتور تول  سيگنال توان  است. به عبارت بهتر، ميN 

 اپراتوری  در فضای اپراتوری مذکور را به صورت دنباله

(10) 
( )

1

l
q t

l l

M
S

N





=

   
=   
   

 

درنظر گرفت. در واقع درنظر داريم که تصوير هر گراف بر روی فضای  

S  .به صورت يک نقطه اپراتوری قابل تجسم است 

 به صورت زير قابل بيان است:  Sخواص فضای اپراتوری 

ممكن است تنها يک دنباله اپراتوری    2qو   1qگراف   دو  هر   رایب -1

 . موجود باشد Sدر 

)اپراتور   -2 )q tS    .يک ايزومورفيسم با خاصيت ايزومتريكي است 

lاعضای   -3

l

M

N

 
 
 

شود. در لزوماپ از روی نقطه تعادل استخراج نمي  

 شوند.  واقع اين اعضا از روی مسير منيفلدی استخراج مي

بهتر،   عبارت  فضای  ميبه  در  غيرخطي  اپراتور  يک  گفت  توان 

شده قابل    تفكيکای نامتناهي از اپراتورهای  به صورت دنباله  Sاپراتوری  

مي کمک  ما  به  تعريف  اين  است.  از  بيان  تا  خاصيت  کند 
* *

l l l lM M N N I+ ميان دو فضای  GMدر محاسبات مربو  به  =

lدر ادامه روند استخراج  استفاده کنيم.    گراف

l

M

N

 
 
 

را تعيين کرده تا    

را   متريكي  بتوان محاسبات  نتايج آن  از  استفاده  با  بعدی    ممكندر بخش 

)  کرد. فرض کنيد سيستم ديناميكي  ) ( ) ( )( ): ,x t f x t u t=N 

باشد.   ميدر  مفروض  زماني  اين صورت  فريم  در  را  سيستم  توان 
lt    به

 :  صورت زير بيان کرد

(11

) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

: ,

,

,

l l

l l l

l l l

x t f x t u t

A x t u t x t x t

B x t u t u t u t

=

+ −

+ −

N

 

 توان به فرم زير بازنويسي کرد: اين معادله را مي

(12) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

: ,

,
,

x t A x t u t x t x tl l l

u t u tl
B x t u t Il l

f x t u tl l

= −

− 
 +   

  

N
 

را به فرم اپراتور خطي و متغير   Nتوان اپراتور غيرخطي  به عبارتي، مي

 با زمان 

( 13 )   , , ,l l lA B I I= 0P  

تابع تبديل اپراتور به    اگربدين ترتي   نظر گرفت.    رد  ltدر فريم زماني  

)صورت   )lP s  توان  مي،  در نظر گرفته شودlM    وlN   را از روی

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ):

,

l

l l
l l

u t u t
P s x t x t

f x t u t

 − 
  → −
 
 

به     توجه  با 

اين موضو  به عنوان ابزاری در  محاسبه کرد.    [22]الگوريتم داده شده در  

بعدی مورد بررسي واقع  راستای تعريف متريک جديد است که در بخش  

         شود. مي

قضیه آنالیز و تعمیم  s-gapمحاسبه  -4

 مقاوم پایداری

سيستم  مقاوم  ديناميک  پايداری  با  فيدبک  موضو   های  غيرخطي 

، پايداری  مرجع اين است. بر اساس نتايج ارائه شده در [14]اشاره شده در 

جفت   1 CN    در صورتي پايداری جفت 2 CN    را نتيجه

شود از  ( داده مي3دهد که اختلاف دو سيستم غيرخطي که با رابطه )مي

 که با رابطه باند بهره سيستم حلقه بستهمقدار 

(14) 
1

0
2

0

1

1

1
,

0

0

supC
u
y

u

y
b

u

y

−

  
 

  
  
  

=  
  
  
  

N

L

 

  بيانيارائه    ،از مقالهتر باشد. در اين بخش  شود، مقداری کوچکميداده  

.  شودميارائه    باند بهره سيستم حلقه بستهمناس  برای متريک غيرخطي و  

    :در نظر بگيريدهای غيرخطي زير را بدين منظور سيستم 

(15) 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2

: ,

: ,

x t f x t u t

x t f x t u t

 =


=

N

N

 

پذير باشند.  مشتق  Dدر محدوده    2fو    1fتوابع  همچنين، فرض کنيد  

يک   زير  قضيه  صورت  اين  متريک    مشخ فرکانسي    بياندر  برای 

   دهد. غيرخطي دو سيستم ارائه مي

) 1قضیه   رابطه  در  شده  داده  غيرخطي  سيستم  دو  برای  بالای  15:  باند   ،)

( رابطه  با  که  سيستم  دو  بين  فاصله  مي3مقدار  تعريف  فضای  (  در  شود، 

 به صورت زير قابل بيان است.  Sاپراتوری  

(16) 
( )

 
( )

( )( )

, sup ,1 2
, 0,1,...,

, ,1 2

g m n
n m

s

 






 

=

N N P P

N N D D

 

رابطه،   اين  غيرخطي    Dدر  سيستم  دو  برای  شده  انتخاب  کاری  ناحيه 

1N    2وN  مي نشان  ،  همچنيندهد.  را 

( )
2 1 2 1, , , ,,m n n m n mN M M N = − +N N N NP P  است.  

همچنين،  
1,mM N    و

1,mN N    برای راست  تفكيک  دهنده  نشان 

خطي   صورت  است  mPاپراتور  همين  به   .
2 ,nN N    و

2 ,nM N 

   .    دهدرا نمايش مي nPتفكيک چپ برای اپراتور  
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 توان به صورت زير بازنويسي کرد:( را مي3اثبات: رابطه ) 

(17) 

( )

2 1

2 21 2
1

1 2

2 1

1

,

sup inf

g

q q

qq q

q q

q



 



=

−

N N

HH

S S

S
 

)توجه داريم که در اين رابطه   )

( )
i

i
i

u t
q

x t

 
=  
 
 

گراف سيستم است. به    

 توان گفت:منظور ساده سازی رابطه فوق مي

2 1

1

1 2

1 2

2 1

1

, ,
, 1 , 2

, ,
0 0

1

m m n n

q q
q q

q
q

N Nm n
q qt t t t t t

M Mm n
m n

q

 −




 
   
   −+ +   
   = =


N N

T T

N N

S S

S

 

(18)  

)کنيم  تعريف مي ) ( ), 1 , 2:
m m n nmn t t t t t tQ q t q t+ +→T T ،

 در اين صورت: 

(19)  

1 2

2 1 1 2

1

, ,

, 1 , 1
2 1 , ,0 0

11

m m m m

m n

t t t mn t t t
q q m nm n

q

N N
q Q q

q q M M

qq

 

+ + 

= =



   
−   

   −
   




N N

N N

T T
S S

S
 

   ( به صورت زير قابل محاسبه است:19باند بالای طرف راست رابطه ) 

(20)  

 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,

, 1 , 1
, ,0 0

1

, ,

, 1 , 1
, 0,..., , ,

1

, ,

, 0,..., , ,

sup

sup

m m m m

m m m m

m n

t t t mn t t t
m nm n

m n

t t t mn t t t
m n m n

m n

m n m n

N N
q Q q

M M

q

N N
q Q q

M M

q

N N

M M

 

+ +

= =

+ +
 

 

   
−   

   
   

   
−   

   
   



  
= −  

 
  


N N

N N

N N

N N

N N

N N

T T

T T

mnQ






 


 

طرفي که  از  داريم  توجه  نامساوی،  همواره 

( )1 2

1 2

, ,

, ,

,
m n

mn m n
m n

N N
Q

M M






   
−    

   
   

N N

N N

P P 

 است. لذا،  برقرار 

با توجه به نتايج قضيه فوق، يک تعريف اوليه برای متريک غيرخطي به  

 صورت،  

 

(21) 
 

( )
2 1

1

2 1

, 0,...,1

sup ,
q q

m n
n mq

q q

q


 


 

−
 P P

S S

S
 

 ∎شود. کند و به عنوان متريک جديد تعريف ميرابطه فوق را تضمين مي

(22) ( )( )
   

1 2

1 2

, ,

1 2 1 2
0,1,..., 0,1,..., , ,

, , inf sup sup
mn

m nNL
s mn

Q m n m n

M M
Q

N N


    


   
= −   

   
   

N N

H N N

N N D D  

که در آن    شودتعريف مي
1D    2وD  های  حوزه عملكرد سيستم

1N 

و  
2N  مزيت تعريف فوق، امكان پذيری آناليز فرکانسي  دهدرا نشان مي .

   :توان نشان داداست. مي  1Nغير خطي  با ديناميک  برای پايداری سيستم  
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 : سامان ساکينويسنده عهده دار مكاتبات دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي   -ق ايرانيمجله کنترل، انجمن مهندسان کنترل و ابزار دق

 

(23) 
( )( )

   

   
( ) ( )( )

1 2 1 2
0,1,..., 0,1,...,

1 2 1 2
0,1,..., 0,1,...,

, , sup sup

sup sup , , ,

NL
s m n

m n

v m n s
m n

G G

 


   

   



= =

N N D D

P P N N D D

 

نهايت، )  در  )( )1 2 1 2, ,s N N D D  متريک  ،apg-s  ناميده مي-

ميود.  ش يادآوری  مجدداپ  رابطه  اين  که  در  شود 

i i iG M N  = −   H  و  i
i

i

N
G

M


 
=  
 

H  .است 

تعريف در  اصلي  که    استاين    s-gap  ايده 

( )( )
11 2 1 2 ,, ,s Cb  NN N D D   پايداری سيستم حلقه بسته را

گيرد. اما، که در قضيه سوم اين مقاله مورد بررسي قرار مي  دهد مي  نتيجه

که قضيه اصلي اين مقاله است،    پايداریلازم است که قبل از ارائه قضيه  

بيان شود. در اين قضيه به محاسبه   (2)در قال  قضيه   GSMنحوه محاسبه 

GSM    غيرخطي در فضای اپراتوری  حلقه بسته با ديناميک  سيستمبرایS  

   شود.   پرداخته مي

برای جفت  2قضیه    : 1 CN  ،  مقدارGSM    قابل به صورت زير 

 است:  بيان

(24) 

( )

 

( ) ( )

( ) ( )

1

sup inf

,

1 1

1 1
1,...,

b

I CP I CP C

P I CP P I CP C

s
C

l l

Cl l l l l

=

 
− − − 

 
− − −  

− −

− − 

D
N

H

 

)در اين رابطه  )
1,

s
C

b
N

D    مقدارGSM    در فضای اپراتوری  راS    و بر

 دهد.  را نشان مي Dروی ناحيه عملكرد  

غيرخطي   سيستم  پيشين،  توضيحات  به  توجه  با  اثبات: 

( ) ( ) ( )( )1 : ,x t f x t u t=N  مي حس   توانرا  تغييرات    بر 

اپراتور متغير با زمان   زمان، به صورت   , , ,l l lA B I I= 0P 

های نشان  نشان داد. در اين صورت بلوک دياگرام  Sدر فضای اپراتوری  

( را 3در شكل )  S( و معادل آن در فضای اپراتوری  2داده شده در شكل )

مي که  داريم  توجه  بگيريد.  نظر  اپراتور  در  تبديل  تابع  توان 

  , , ,t t tA B I I= 0P    صورت به  1را 
1

1
l

u
P x

f

 
= → 
 

 

مي اين صورت  در  گرفت.  يک  درنظر  به صورت  را  کننده  کنترل  توان 

ingmapp    2به صورت
2

2

:
u

C x
f

 
→  

 

در نظر گرفت. ذکر اين نكته    

دهد  نگاشت مي  2fرا به    2xکه    Cلازم است که در واقع عنصری از  

  بدين ترتي ، برای هر فريم زمانيبرابر با ماتريس صفر با ابعاد مناس  است.  

lt  اپراتور    توان مي صورت  به  را  بسته  حلقه  سيستم 

0 1

0 1

10

:

u u

H f f

xx

   
   

→   
     

 : با رابطه زير بيان کرد، 

(25) ( ) ( )

( ) ( )

01 11

1 01 1
1 0

uu
I CP I CP Cl l

f f

P I CP P I CP Cl l l lx x

   − − − − −     =     − −
− − −        

 

 ، داريم:lبنابراين در فريم زماني  

(26) 

( ) ( )

( ) ( )

0

0 2

0

1

1

1

0

0

0

1 1

1 1

sup
u
f L
x

l l

l l l l

u

f

x

u

f

x

I CP I CP C

P I CP P I CP C

 
 
  

− −

− −



 
 
 
  

=
 
 
 
  

 − − −
 
 − − − 

 

دهد  اين رابطه مقدار باند بهره سيستم حلقه بسته را به صورت زير پيشنهاد مي

 و اثبات تمام است. 

(27) 

( )

 

( ) ( )

( ) ( )

1,

1
1 1

1 10,...,
inf

s
C

l l

l
l l l l

b

I CP I CP C

P I CP P I CP C

−
− −

− − 


=

 − − −
 
 − − − 

N
D

 

و    1در قضيه    s-gapدر ادامه لازم است که قضيه پايداری بر اساس معيار  

GSM  آورده    3بيان شود. اين مطل  در قضيه    2در قضيه    سيستم حلقه بسته

         شود.  مي

کنيد جفت  : فرض  3قضيه   1 CN    بر روی حوزهD    .پايدار باشد

در اين صورت جفت   2 CN   بر روی حوزهD  پايدار است اگر

 و فقط اگر:  

(28) ( )( ) ( )
1

1 2 ,
, , s

s C
b 
N

N N D D D  

پايداری سيستم در  ،  [14]از    1با توجه به نتايج ارائه شده در قضيه    اثبات:

که   است  پذير  امكان  )صورتي  )
11 2 ,,g Cb  NN N    برقرار

)های  همواره نامساویبا توجه به اينكه  .  باشد )
11
,,

s
CC

b b NN
D  

)و   ) ( )( )1 2 1 2, , ,g s N N N N D D    ،هستند برقرار 
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)نامساوی  توانلذا مي )
11 2 ,,g Cb  NN N  (28نامساوی )از    را  

با آرايش  نتيجه   بسته  پايداری سيستم حلقه  گرفت که  2 CN    بر

   دهد.را نتيجه مي Dروی حوزه  

1N

( )C s

( )1u t ( )1y t

( )2y t ( )0y t( )2u t

( )0u t

−

+

+

−

 
با کنترل   (: بلوک دياگرام استاندارد سيستم کنترل غيرخطي حلقه بسته2شكل )

   کننده خطي

 

  , , ,l l lA B I I= 0P

( )C s

( )1u t ( )1y t

( )2y t ( )0y t( )2u t

( )0u t

−

+

+

−

( ) ( )( ),l lf x t u t

 
  ( در فضای اپراتوری تعريف شده2معادل شكل )(: بلوک دياگرام 3شكل )

 

بدين ترتي ، قضايای مطرح شده در اين مقاله به بيان مفاهيم جديدی در  

های غيرخطي با کنترل کننده خطي مطابق بلوک دياگرام  پايداری سيستم

)متريک  پردازد. جذابيت  ( مي2شكل ) )( )1 2, ,s N N D D    به

غيرخطي    هایاپراتور فرکانسي  رفتار  بيان   سيستم  دو  توسط  شده  ايجاد 

مي ديگر  خلاصه  عبارت  به  صورت ميشود.  به  را  حاصله  نتايج    توان 

غيرخطي  ضعيف سيستم  دو  توسط  شده  ايجاد  توپولوژی  ترين 
1N    و

2N    در نظر گرفت که در کنار باند بهره محاسبه شده در فضایS  ،  آناليز

توان  اين روش را مي  هایکاربرديكي از  .  سازدرا ممكن مي  مقاوم  پايداری

غيرخطي با استفاده از کنترل کننده خطي    هایدر تعيين ناحيه جذب سيستم 

 در نظر گرفت.  مدل نشده  در حضور نامعيني 

های حلقه بسته غيرخطي با استفاده از روش  تمدر آناليز پايداری سيس

 های زير ضروری است. پايداری ارائه شده، در نظر گرفتن تبصره 

مقدار  1تبصره   محاسبه  منظور  به   :( )( )1 2, ,s N N D D  لازم  ،

با در نظر گرفتن تعداد کافي نقطه کار گسسته سازی    Dاست که ناحيه  

شود. در ادامه ضمن استخراج مدل خطي سيستم در نقا  مذکور، فضای  

نشان دهنده شماره نقطه    lتشكيل شود که انديس    lPاپراتوری به فرم  

مقدار   بيشترين  نهايت  در  است.  مقدار    v-gapکار  مذکور  نقا   بين 

( )( )1 2, ,s N N D D دهد.       را نشان مي 

: در طراحي کنترل تنظيم برای سيستم غيرخطي، لازم است که ابتدا  2تبصره  

ها حول نقطه کار که معادل حالت گذرای سيستم  ناحيه قرار گيری حالت

بين نقطه کار و ناحيه    s-gapحلقه بسته است انتخاب گردد. در ادامه مقدار  

شود. حال کنترل کننده طراحي شده برای نقطه کار  ميمحاسبه  مورد نظر  

يافتهبايد   تعميم  پايداری  مقدار  حاشيه  از  بيشتر  ناحيه    s-gapای  بر روی 

 هد تا سيستم حلقه بسته در ناحيه مذکور پايدار مقاوم باشد.مذکور تضمين د

دقيقاپ مانند کنترل کننده تنظيم قابل پياده سازی   نيزکنترل رديابي : 3تبصره 

ای حول ناحيه تغييرات مرجع تعيين شود تا  در اين حالت بايد ناحيه  است.

حالت گرفتن  قرار  پايداری  ضمن  شرايط  مذکور،  ناحيه  در  سيستم  های 

-را برآورده کند. به عبارتي فرض کنيم ناحيه تغييرات حالت  s-gapمقاوم  

نشان داده شود. در اين صورت لازم است است    Dای مرجع به صورت  ه

( نشان داده  4ر شكل )تعبير هندسي اين حالت د  تعيين شود.  Dناحيه  

   شده است. 

نامساوی   به  توجه  با  ناحيه  )اين  )( ) 1, ,s  − N N D D 

شود. به عبارتي اگر حالت گذرايي در سيستم ظاهر شود که سب   تعيين مي

حالت گيری  ناحيه  قرار  در  بهره    Dها  حاشيه  که  صورتي  در  باشد، 

)کنترل کننده شرايط   )( ) 1, ,s  − N N D D    برآورده را 

 خواهد بود. مقاوم کند، سيستم پايدار 

تبصره 4تبصره   در  که  داريم  توجه  وابستگي  :  ناحيه  مساحت  قبلي،  های 

شديد به حاشيه پايداری تعميم يافته دارد. لذا طراحي مناس  کنترل کننده  

تر در صورتي که کنترل  نقش مستقيمي در اندازه ناحيه دارد. به عبارت دقيق 

ناحيه مذکور وسيع باشد،  تر  مقاوم  منطقي  کننده  بود که کاملاپ  تر خواهد 

 است.

  

D

D

 
های سيستم  حالت( و D(: نمايش ناحيه مجاز برای قرار گرفتن مرجع ) 4شكل )

 ( Dواقعي )

 نتایج شبیه سازی  -5

  دو ارائه    روش ارائه شده ، در اين بخش به  و صحت سنجي   برای بررسي

مثال اول يک معادله ديفرانسيل غيرخطي است و    مثال خواهيم پرداخت.
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است. برای هر مثال نيز دو حالت کنترل    CSTRهای بعدی دستگاه  مثال 

 تنظيم و رديابي مورد بحث و بررسي قرار خواهد گرفت.  

 سيستم ديناميكي زير را در نظر بگيريد: : 1مثال 

 

(29) 
( )

2
1 1 2

2 3
2 1 1 22ln

x x x

x x x x x u

 = −


= + +

 

1فرض بر اين است که   2x x    با 0 0.1     ديناميک مدل نشده

در ادامه ديناميک سيستم    .ندارد  است و طراح اطلاعي از مقدار دقيق  

و با در نظر گرفتن ترم    1Nبدون در نظر گرفتن ترم نامعين، به صورت  

1yدر صورتي که  شود.  مي  نشان داده  2Nنامعين به صورت   x=    در

کار   نقطه  حول  سيستم  تبديل  تابع  شود،  گرفته  نظر 

   1 2 1 1 0
T T

x x u به  با حذف ديناميک مدل نشده،    =

 صورت زير قابل بيان است: 

 

(30) ( )
2

1

2 1
P s

s s

−
=

− +
 

حل مسئله بهينه سازی زير   ازبا مقاومت بيشينه    دهي بهره شكل  کنترل کننده

 شود. حاصل مي

  

(31) ( )
1

1 11
2 1

2

inf
K

W K
I GK W GW

W

−
− −



 
 −     

 

 

توان نشان داد که کنترل  باشند. ميضرائ  وزني مي  2Wو    1W  که در آن

حاصل   ديناميكي  بهره کننده  صورت    باند  به  را 

 ( )
0.5

2
1

H
N M

−

= مي  − ضرائ   نتيجه  انتخاب  با  دهد. 

صورت   به  1وزني 
300

100W
s

= 2و    + 1W به  = کننده  کنترل   ،

 صورت 

 

(32) ( )
( )( )

( )

11.56 1.01
2578.7

77.89

s s
C s

s s

+ +
=

+
 

 

2.7658  باند بهره را به صورت  مقدار  شود کهحاصل مي را نتيجه    =

پايداری مقاوم سيستمه حال فرض کنيم    .دهدمي   حلقه بسته   دف بررسي 

  ناحيهدر    1 20.94 1.04 , 0.35 1.15x x  در اين   .باشد

صورت رفتار مقدار تكين ماکزيمم بهره حلقه در دامنه عملكردی در فضای  

ابتدا فرض کنيد تابع تبديل  ( قابل بيان است.  5به صورت شكل )  Sاپراتوری  

کار   نقطه  از  غير  کار  نقا   در  سيستم 

   1 2 1 1 0
T T

x x u Pبه صورت    =     .نشان داده شود

به نمودار مشاهده ميدر اين صورت   تكين مسير  شود که نمودار  با توجه 

 ( و    (CPپيشرو  رنگ(  قرمز  )نمودار  کار  نقطه  پيشرو  در  CPمسير    

رنگ(   مشكي  فرکانسي  )نمودارهای  باند  در  2.7658همواره  = 

نمودار   به عبارتي  دارند.  قرار  پيشرو)مرزهای آبي رنگ(  در    تكين مسير 

2.7658  باند بهره های  نقطه کار در ميان مرز قرار دارند و تغييرات    =

-شود که در باند مذکور قرار ميهايي مي سيستم غيرخطي سب  ايجاد مدل

(  GSMاز ناحيه مجاز )  ينسدهد که نامعيني فرکااين مسئله نشان مي  گيرد.

بدون   حالت  اين  در  واقع  در  است.  مقاوم  پايدار  سيستم  و  نكرده  تجاوز 

پايداری مقاوم برقرار  ، مشاهده ميs-gapمحاسبه مقدار   شود که شرايط 

باند نامعيني مذکور    های نامعين همواره دراست و پاس  فرکانسي سيستم

   د.گيرقرار مي

 
)نمودار قرمز   در نقطه کار (CPمسير پيشرو ) (: نمودار مقدار تكين 5)شكل 

)نمودارهای خط چين آبي رنگ(،   GSMمرزهای فرکانسي تضمين رنگ(، 

1Wمسير پيشرو   P   نمودار سبز رنگ( و(CP  )نمودار های مشكي رنگ( 

مي طرفي،  ناحيه  از  در  که  کرد  ادعا  نامساوی    Dتوان  همواره 

( )( )1 2, , 0.3616s N N D D    برقرار است. اين موضو  در

( نشان داده شده است. با توجه به کانتورهای موجود در شكل که  6شكل )

)سطح   )( )2 2, ,s P  N D  شود که دهد، مشاهده ميرا نشان مي

نامساوی   )همواره  )( )1 2, , 0.3616s N N D D    برقرار

قرار    Dهای سيستم در  است. اين بدان معني است که اگر مسير حالت

رفتار   همراه  به  نشده  مدل  ديناميک  و  است  مقاوم  پايدار  سيستم  گيرد، 

 غيرخطي، اختلالي در عملكرد حلقه کنترلي ايجاد نخواهد کرد. 

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

120
Singular Values

Frequency (rad/s)

S
in

g
u
la

r 
V

a
lu

e
s
 (

d
B

)

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.2
.4

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

2.
4.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
7-

01
 ]

 

                            10 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.2.41
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.2.4.8
http://joc.kntu.ac.ir/article-1-849-fa.html


 های کنترلي با ديناميک غيرخطي برای سنجش پايداری مقاوم سيستم s-gapتعريف فضای اپراتوری عمومي و متريک 
 سامان ساکي و حسين بلندی 

51 
 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 2, Summer 2022  1401، تابستان 2، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

 
-s (: حرکت مسيرهای حالت سيستم و مقادير سطوح متريک6)شكل 

gap عملكردی در دامنه  D 

خواهيم   زمان  با  متغير  ورودی  رديابي  برای  سيستم  کنترل  به  ادامه  در 

  يينپايداری تعمجاز برای تضمين    ناحيه  ابتدادر اين حالت بايد  پرداخت.  

سيگنال    گردد. رديابي  هدف  کنيد  فرض  مثال  عنوان  به 

( ) ( )0.03sin 0.6 1r t t= در ابتدا، لازم است  بدين جهت  .  باشد+

 s-gapبر روی ناحيه تعريف شده برای عملكرد سيستم حلقه بسته، مقدار  

   ( نشان داده شده است.7اين مسئله در شكل )تعيين شود. 

 
 s-gapهای سيستم و برقراری شرايط پايداری مقاوم (: حرکت حالت7)شكل 

های سيستم حلقه بسته نشان داده  همچنين، در اين شكل مسير حرکت حالت

است. اين بدان  0.3616برابر با  GSMشده است. توجه داريم که مقدار 

است که حالت مرز  معني  در  نبايد  سيستم  با    s-gapهای    0.3616برابر 

به شكل مشاهده مي  با توجه  شود که اين شر  رعايت شده  قرار بگيرند. 

-sنترل کننده شرايط پايداری توان ادعا کرد که کاست و بدين ترتي  مي

gap .را رعايت کرده است 

( نشان داده شده است. با توجه به  8نتايج رديابي بر حس  زمان در شكل )

شود که رديابي کنترل کننده به صورت مناس  انجام  اين شكل مشاهده مي

شده است. در مورد نحوه انتخاب زمان نشست کنترل کننده، ذکر اين نكته  

به    لازم است که  مقدار  مقدار    GSMاين  اين  اگر  دارد. در واقع  ارتبا  

بزرگتری حاصل خواهد شد و در نتيجه ناحيه    GSMبزرا باشد، مقدار  

شود. همچنين، عكس  پايداری بزرگتری برای سيستم حلقه بسته حاصل مي

 اين مطل  نيز صادق است. 

 

 متغير با زمان(: نتايج رديابي کنترل کننده مقاوم برای ورودی 8شكل )

 با معادلات زير را در نظر بگيريد:  CSTR: سيستم  2مثال 

(33) 
( )

( )
1 1 1 1 2

2 1 2 1 2 4 2 4

,

,

x c x x x

x c x x x c x c u





= − +


= − + − +

 

رابطه،   اين  )در  ) ( ) ( )2 2 31
1 2 2 1, 1

x x c
x x c x e

+
= و    − بوده 

1مقادير ثابت به صورت   1c =  ،2 1c =،
3 20c و    =

4 0.3c = 

به   پارامترها  اصلي  ذات  فوق،  رابطه  در  بيشتر،  توضيح  منظور  به  است. 

)صورت   )1x C C CAf A Af= −  ،( )2 3 0 0x c T T Tf f= و    −

( )3 0 0u c T T Tc f f= AfCاست که در آن پارامترها و متغيرهای    −

  ،AC  ،T  ،0fT    وcT    غلظت تغذيه،  غلظت  کننده  بيان  ترتي   به 

  باشند.مقاومتي، دمای راکتور، دمای نامي راکتور و دمای خنک کننده مي

تم به صورت  ناحيه کاری سيس 1 2, 0.40,0.80x x   انتخاب مي-

کار   نقطه  حول  سيستم  کنترل  هدف  کنيد  فرض  شود. 

   1 2 0.6193 0.5000 0.1014
T T

x x u باشد.    =

تابع تبديل زير   حول نقطه کار مذکور در اين صورت، خطي سازی سيستم

 دهد: را نتيجه مي

(34) ( )
2

0.3 0.7886

3.3390 2.8280

s
P s

s s

+
=

+ +
 

( برای تابع تبديل  31کنترل کننده را با حل معادله بهينه سازی )روند طراحي  

  200يابي به زمان نشست  دهيم. با توجه به اينكه هدف دست( ادامه مي34)

تبديل   )تابع  باز  حلقه  مسير  بهره  قطع  فرکانس  بايد  لذا  است،  ثانيه 

( ) ( )C s P s  حدود  )0.025c rad s منظور  = بدين  باشد. 
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1ضرائ  وزني به صورت   0.1 0.1W s= 2و    + 1W -انتخاب مي  =

 دهد: شوند. اين انتخاب کنترل کننده نهايي را به صورت زير پيشنهاد مي

(35) ( ) ( )0.0995 1C s s s= − +
 

به   را  يافته  تعميم  پايداری  حاشيه  مقدار  کننده  کنترل    صورتاين 

1.4105   مسير پيشرو  (، نمودار تكين9در شكل )   دهد. را نتيجه مي  =

در نقطه کار اصلي به همراه باند مجاز تغييرات نشان داده شده است. با توجه  

مي مشاهده  اين شكل  که  به  فضای  مدل شود  در  سيستم  که    Sهای  وقتي 

به صورت   عملكرد  ناحيه  1 2, 0.40,0.80x x   مي شود، انتخاب 

 است.  مقاوم گيرند و سيستم پايدارهمواره در باند نامعيني مجاز قرار مي

          

 
در نقطه کار )نمودار قرمز رنگ(،  (CP) نمودار مقدار تكين (: 9)شكل 

1W)نمودارهای خط چين آبي رنگ(،  GSMمرزهای فرکانسي تضمين  P 

CP)نمودار سبز رنگ( و     )نمودار های مشكي رنگ( 

 
ابتدا رديابي سيستم حلقه بسته در حالت رگولاتوری مورد بحث  در ادامه،  

مي صورت  گقرار  به  غيرخطي  سيستم  اوليه  شرايط  منظور  بدين  يرد. 

   1 2 0.45 0.75
T T

x x مي  = گرفته  نظر  بدين  در  شود. 

( نشان داده شده است.  10ترتي ، نتايج رديابي سيستم حلقه بسته در شكل ) 

شود که کنترل کننده در زمان نشستي برابر  با توجه به اين شكل مشاهده مي

پيش   از  مقدار  به    ثانيه(  200)حدود    تعيين شده با  را  توانسته است سيستم 

( شكل  ادامه،  در  کند.  هدايت  نظر  مورد  کار  حرکت 11نقطه  نمودار   )

شود  دهد. با توجه به اين شكل مشاهده ميرا نشان مي  دو بعدها در  حالت

،  دارندقرار    در آن  هاای که حالتها و ناحيهکه در طول مسير حرکت حالت

شود. به عبارت ديگر، مقدار  برآورده مي Sی مقاوم در فضای شر  پايدار

GSM  (1از مقدار  gap-sسطوح   0.7090 −  ( کمتر است. =

 

  های سيستم به نقطه کار نتايج کنترل کننده تنظيم برای انتقال حالت(: 10شكل)

   0.6193 0.5000 0.10141 2
T T

x x u =  

  

 
(: نتايج حرکت مسير حالت به سمت نقطه کار  11شكل )

   1 2 0.6193 0.5000 0.1014
T T

x x u و عبور   =

 s-gapاز سطوح متريک 

( ارائه شده است. با  12در ادامه نتايج برای رديابي کنترل کننده در شكل )

شود که نتايج رديابي به خوبي حاصل شده  توجه به اين شكل مشاهده مي

شود  در واقع، ادعای پايداری مقاوم در اين حالت، زماني ايجاد مي  است.

برآورده   s-gap  ای باشد که شرا  پايداریر ناحيهها دکه حرکت حالت

ها و سطوح متريک ( حرکت مسير حالت13گردد. بدين منظور در شكل )

s-gap  اين سطوح مشاهده مي به  با توجه  داده شده است.  شود که  نشان 

حالت ناحيهحرکت  در  مقدار  ها  از  سطوح  مقدار  که  است  )   GSMای 

1 0.7090 −  ( کمتر است.  =
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 CSTR(: نتايج رديابي کنترل کننده مقاوم برای دستگاه 12شكل )

 
    در دو بعد های سيستم مسير حرکت حالتنمايش سطوح متريكي و (: 13شكل )

 GSMو    s-gapهای فوق، سعي کرديم اهميت تعريف متريک  در مثال 

نشان داده شود. در واقع با استفاده از سطوح متريكي    Sدر فضای اپراتوری  

توان درباره پايداری  ها مشاهده کرديم که ميتعريف شده در فضای حالت

، ذکر اين  از طرفيسيستم غيرخطي بر روی يک ناحيه مشخ  نظر داد.  

اتخاذ    v-gap  مقدار بزرگتری نسبت به  s-gapنكته لازم است که معيار  

. دليل اين مسئله اين است که ابعاد بزرگتری برای اپراتورها در معيار  کندمي

s-gap  بهتر، در مقالات ارائه شده در  شود. به منظور بيان  در نظر گرفته مي

مانند   زمينه  مدل [16]اين  تمام  مقايسه  به  فرم  ،  به  شده  تشكيل  های 

 , , ,l l lA B I= 0P    معيار در  آنكه  حال  است.  شده  s-پرداخته 

gap  به مقايسه  اين   ،  , , ,l l lA B I I= 0P   شده    معطوف

است. با توجه به ابعاد ورودی بيشتر، در اين حالت واضح است که مقدار  

s-gap    بزرگتر ازv-gap    است. اين نكته بسيار مهم است زيرا ممكن است

v-gap    نظر از  که  دهد  پيشنهاد  پايداری  برای  را  پايدار   s-gapنقاطي 

    غيرمنطقي است. ناحيههای سيستم در آن نيستند و قرار گرفتن حالت

 گیرینتیجه -6

توسئئئعئه نتئايج اپراتوری بئه عنوان ابزارهئايي در راسئئئتئای بررسئئئي 

مورد بررسي    در اين مقاله، با ديناميک غيرخطيمقاومت سيستم حلقه بسته  

فاصئئله بين دو سئئيسئئتم غيرخطي به   بر اسئئاس نتايج حاصئئل،قرار گرفت. 

قابل  ای از فضئای اپراتوری با سئاختار جديدی  صئورت فاصئله بين مجموعه

تر، توانسئئتيم با توسئئعه تعاريف مربوطه در . به عبارت دقيقبيان خواهد بود

فضئئئای اپراتوری، فضئئئايي تعريف کنيم کئه در آن هر اپراتور غيرخطي  

به  ای درنظر گرفت. اين نقطه  قطهتوان به صئئورت نديفرانسئئيل پذير را مي

  های مدل يكه از  های چپ و يا راسئئئتتفكيک  شئئئاملای  دنباله  صئئئورت

خواهد بود. در ادامه با انتقال مسئئئله متريک   Sدر فضئئای اپراتوری    خطي

توانسئئئتيم صئئئورت    S اپراتوری  غيرخطي در فضئئئای هيلبرت به فضئئئای

-sتحت عنوان    در حوزه فرکانس  متريک غيرخطي  صئئئريحي برای رابطه

gap .همچنين، با تعريف فضئئئای اپراتوری جديد، محئاسئئئبئات    بيئان کنيم

های کنترلي حلقه بسئئته با  برای سئئيسئئتم  (GSM)و يا   مربو  به باند بهره 

دينئاميئک غيرخطي بئه صئئئورت بيئاني فرکئانسئئئي مطرح شئئئد. در پئايئان بئا  

و باند بهره جديد، توانسئئئتيم تئوری جديدی   s-gapاسئئئتفئاده از متريک 

 های کنترل غيرخطي مطرح کنيم. برای ارائه پايداری سيستم

های کنترل  در انتشئئئارات آينده، کاربرد تئوری جديد در سئئئيسئئئتم

هئای کنترل مقيئد بئا دينئاميئک  دگئانئه و آنئاليز پئايئداری مقئاوم سئئئيسئئئتمچنئ 

   غيرخطي ارائه خواهد شد.
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