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كند. اين دسته شامل  هاي استاتيكي با نويز بر روي ورودي و خروجي را بررسي مي اي از سيستم اين مقاله شناسايي دسته :چكيده

𝑦(𝑡)هاي استاتيك  مدل = ∑ 𝑎𝑖𝑢𝑖(𝑡)𝑛
𝑖=1 باشد كه در آن  مي𝑢𝑖دانيم بر روي كدام  هاي نويزي هستند. فرض اين است كه مي ها ورودي

شود. سپس با  هاي شناسايي كلاسيك است، استفاده مي ترين روش كه از كارآمد PEMت. به اين منظور از روش ها نويز نشسته اس ورودي

 PEMرسيم. اين روش تركيبي را  رود به روش جديدي مي ها به كار مي كه عرفاً براي شناسايي اين دسته از سيستم IVتلفيق آن با روش 

توان آن را به صورت  خوانيم. چون روش پيشنهادي تركيبي از دو روشي است كه به سادگي قابليت بازگشتي دارند، مي جبران شده مي

سازي، درستي قضايا و نتايج  شود كه تخمين با اين روش بدون باياس خواهد بود. طي بررسي نتايج شبيه بازگشتي نيز به كاربرد. اثبات مي

آيد. در  هاي رقيب و روش پيشنهادي به عمل مي اي از نظر ميانگين و واريانس تخمين ميان روش شوند و مقايسه اده ميمطرح شده نشان د

 گيرد. نهايت يك مثال كاربردي از روش پيشنهادي مورد بررسي قرار مي

، روش (PEM)بيني خطا  پيشهاي استاتيك چند ورودي، روش  ، مدل(EIV)هاي خطا در متغير  تخمين پارامتر، مدل كلمات كليدي:

 (IV)متغير ابزاري 

Parameter Estimation of Static Multi-Input Model with Noisy 
Inputs and Output 

Masoud Moravej Khorasany, Mohammad Haeri 

 
Abstract: This paper deals with identification of a group of multi-input static systems with noisy inputs 

and output. This group includes static models 𝑦 = ∑ 𝑎𝑖𝑢𝑖𝑛
𝑖=1  where 𝑢𝑖s are contaminated by noise. It is 

assumed that we know which inputs are the contaminated ones. To reach the goal, the PEM which is an 
efficient classical system identification method is implemented. Then, by combining it with the IV method 
which is commonly used for identification of the intended group of systems, a new method is proposed. We 
call the new method as compensated PEM. Since both PEM and IV methods are recursively implementable, 
the proposed method could be implemented recursively as well. It is proved that the new method results in an 
unbiased estimation. Simulation results are provided to verify the given theorems and compare the proposed 
method with its competitors in mean and variance of the estimation. Finally a practical application of the 
method is investigated. 

 

0B1- مقدمه 
هاي استخراج شده  در تخمين پارامترهاي يك سيستم بر اساس داده

ها در بسياري از كاربردها اجتناب ناپذير  از آن، حضور نويز بر روي داده
هاي كلاسيك و معمول در نظر گرفته شده براي  است. از طرفي، مدل

گيرند  هاي خروجي در نظر مي شناسايي، معمولاً نويز را بر روي داده
كنيم). آنگاه با نسبت دادن  مشاهده مي 1ين حالت را در شكل (مطابق ا

كنند مدل مزبور را شناسايي  هاي آماري به نويز سعي مي برخي مشخصه
 كنند و در حقيقت نويز موجود بر داده خروجي را خنثي كنند.
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 ها. فرم كلاسيك مدل براي شناسايي سيستم: 1شكل 

ي ديگري  ، دسته1در شكل بر خلاف فرم معمول در نظر گرفته شده 
P0Fهاي خطا در متغير ها تحت عنوان مدل از مدل

1
P (EIV)  وجود دارند كه

علاوه بر نويز بر روي خروجي، نويزي را بر روي ورودي نيز در نظر 
دهد. در همين راستا  ها را نمايش مي شمايي از اين مدل 2گيرند. شكل  مي

ي بر نويز ورودي نيز رغم نويز خروج هايي ارائه شده است كه علي روش
 غلبه كرده و سيستم واقعي را تخمين بزند.

 
 .EIVهاي  شماي كلي مدل: 1شكل 

 19توان مربوط به قرن  ها را مي كه منشا اصلي آن EIVهاي  مدل
هاي فراواني در مخابرات، پردارش سيگنال و  ، كاربرد]1[ميلادي دانست 

ها اخيراً مورد توجه مهندسان  از مدل . اين دسته]3، 2[دارند اقتصاد آماري 
ها در اين زمينه به چاپ  كنترل نيز قرار گرفته و مقالات متعددي توسط آن

ها در حوزه كنترل را بايد توانايي  رسيده است. البته ريشه توجه به اين مدل
ها  . در حقيقت در اين مدل]4[ها در تعيين قوانين فيزيكي دانست  اين مدل

ي تخمين زده شده، بر يافتن سيستمي كه از ديدگاه صحت پارامترها
 خروجي مشابه سيستم اصلي است، اولويت دارد.-ورودي

ها را  ها، بايد آن هاي مختلف شناسايي اين مدل پيش از بررسي روش
بررسي  ]6، 5[پذيري مورد بررسي قرار داد. مقالات  از ديدگاه شناسايي

ها عدم  ز نتايج مهم آناند كه ا تفصيلي در اين باب انجام داده
ها با كمك دو ممان اول است. بر همين مبنا  پذيري اين مدل شناسايي

هاي جديد يا معلوم دانستن  هاي مختلف با در نظر گرفتن فرض روش
 اند. برخي مجهولات مثل واريانس نويز معرفي شده

استاتيك تحقيقات زيادي انجام  EIVهاي با ساختار  در زمينه مدل
مشاهده  ]7، 4[توان براي نمونه در  ها را مي كه مروري بر آن گرفته است

هايي  هاي معرفي شده در اين چارچوب روش نمود. از مهمترين روش
P1Fاست كه با بكارگيري طرح فرينچ

2
P  سعي در شناسايي اين دسته از

كنند مجموعه  ها سعي مي . اين دسته از روش]10-8[ها دارند  سيستم
دهد مشخص كنند و پس از  ويزي را نمايش ميهاي ن هايي كه داده مدل

آن با مفروضات ديگر، سيستم اصلي را شناسايي كنند. اين ابزار به حالت 
كار رفته  هاي به . از ديگر روش]11[ديناميكي نيز تعميم داده شده است 

هاي  توان به روش كمپوس اشاره كرد كه از بررسي مقدار ويژه مي
كند و مانند طرح فرينچ به حالت ديناميكي  ماتريس كواريانس استفاده مي

                                                                        
1 Error-In-Variable 
2 Frisch scheme 

 EIVهاي  ها مدل . علاوه بر اين روش]12[نيز تعميم داده شده است 
هاي  توان شبيه به موضوعات ديگري مثل مدل استاتيكي را تا حدي مي

P2Fفاكتور

3
P  ها نيز كارهايي انجام گرفته است.  كه در اين حوزه ]13[دانست

را روي سيگنال ورودي در نظر هاي اشاره شده قيدي  تمامي روش
تواند  گيرد و هر سيگنالي تنها با ايستايي و ارگوديك بودن مي نمي

ورودي مناسبي تلقي گردد ولي نويز روي ورودي را سفيد منظور 
هايي كه نويز ورودي رنگي را نيز مورد شناسايي قرار  كنند. از روش مي
P3Fتوان به روش متغير ابزاري دهد مي مي

4
P )IVنمود كه البته روشي  ) اشاره
 كم دقت و با حجم محاسباتي كم است.

ديناميكي از نوع خطي و  EIVهاي  چه گذشت، مدل علاوه بر آن
اند كه  غيرخطي نيز به صورت گسترده مورد پژوهش قرار گرفته

هاي  اند و از روش بحث شده ]14، 7، 4[هاي خطي به تفصيل در  روش
 اشاره كرد. ]16، 15[توان به  هاي غيرخطي نيز مي موجود براي مدل

P4Fبيني خطا اين مقاله قصد دارد از روش پيش

5
P (PEM)  براي شناسايي

هاي شناسايي  ترين روش استفاده كند. اين روش از معروف EIVهاي  مدل
هاي خطي را در  ي بسيار وسيعي از سيستم باشد و دسته كلاسيك مي

رو اثر نويز ورودي روي نتايج اين مدل  . در مقاله پيش]18، 17[گيرد  برمي
شود از مدل  گيرد. سپس با ايجاد شرايطي سعي مي مورد بررسي قرار مي

حاصله براي شناسايي سيستم اصلي استفاده شود. از مزايا اين روش 
توان به تخمين بدون باياس آن حتي در حضور نويز ورودي و نويز  مي

هاي  كه از اين نظر اين روش را نسبت به روشخروجي رنگي اشاره كرد 
بر  PEMسازد. اين ويژگي نيز به خواص  مرسوم مرور شده برتر مي

 شود. گردد كه متعاقباً به آن اشاره مي مي

، مسئله و 2سير كلي اين مقاله به اين ترتيب است كه در بخش 
روي  PEMاثر  3شود و در بخش  مفروضات آن به طور كلي تعريف مي

را به  PEMمدل حاصله از روش  4مزبور بررسي خواهد شد. بخش  مدل
ي بازگشتي كردن  نحوه 5كند و بخش  تصحيح مي IVكمك روش 

جبران  PEMسازي، روش  طي شبيه 6دهد. در بخش  روش را شرح مي
به يك كاربرد موردي از  7شود و بخش  ها مقايسه مي شده با ديگر روش
 پردازد. گيري مي به نتيجه 8ت بخش كند. در نهاي اين روش اشاره مي

1B2- تعريف مسئله 
) را در 1ورودي و يك خروجي مطابق رابطه ( 𝑛فرض كنيم سيستم 

خروجي سيستم  𝑦0(𝑡)ها و  ها ورودي𝑢𝑖0(𝑡)اختيار داريم كه در آن 
) آغشته به 2سيستم مطابق رابطه (  ها و خروجي هستند. در ضمن ورودي

 اند. نويز شده

𝑦0(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖𝑢𝑖0(𝑡)𝑛
𝑖=1  )1(  

�𝑢𝑖
(𝑡) = 𝑢𝑖0(𝑡) + 𝑢�𝑖(𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝑦�(𝑡)                    

 )2(  

 

                                                                        
3 Factor model 
4 Instrumental Variable 
5 Prediction Error Method 
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9B2-1مفروضات . 

ارگوديك، ايستا، مستقل و  𝑦�(𝑡)ها و 𝑢�𝑖(𝑡)ها، 𝑢𝑖0(𝑡)هاي  سيگنال
 داراي ميانگين صفر هستند.

𝑢𝑖0(𝑡)هاي سيستم هستند در حالي كه ما  ها ورودي𝑢𝑖(𝑡) ورودي ها را كه
آغشته به نويز هستند در اختيار داريم و همين نكته در مورد خروجي نيز 

 صادق است.

دهيم و ساختار  نشان مي 𝑎�𝑖را با  𝑎𝑖تخمين بدست آمده براي پارامتر 
مدل نيز دقيقاً معلوم فرض شده است، تنها پارامترهاي مدل مجهول هستند. 

 1−√نمايش دهنده  𝑗نمايش داده خواهد شد.  𝜙طيف توان هر سيگنال با 
 هاي سيستم است. برداري سيگنال زمان نمونه 𝑇𝑠باشد و  مي

10B2-2 مسئله .EIV 

) در اختيار 2را مطابق روابط ( 2در شكل  𝑦(𝑡)ها و 𝑢(𝑡)فرض كنيد 
ها جهت شناسايي سيستم اصلي كه همان  داريم و قصد داريم از آن

 تفاده كنيم.هستند، اس 𝑎𝑖پارامترهاي 

2B3-  روشPEM هاي  روي مدلEIV 

بررسي و تحليل  EIVهاي  بر روي مدل PEMدر اين بخش اثر 
چندان محدود كننده  شود شرايطي ممكن و نه شود. سپس سعي مي مي

به  PEMبدست آيد كه تحت آن شرايط، مدل بدست آمده از روش 
 سادگي قابل تصحيح باشد.

11B3-1 اثر روش .PEM هاي  روي مدلEIV 
در شناسايي كلاسيك بسيار محبوب و كارآمد است و  PEMروش 

اثبات شده است كه  ]14[و  ]4[دقت مناسبي نيز دارد. پيش از اين در 
براي حالت ديناميك و يك  EIVهاي  استفاده از اين روش در مدل

شود، اما بررسي  يك خروجي منجر به تخمين بدون باياس نمي-ورودي
اي با سيستم اصلي دارد.  ن زده شده چه رابطهنشده است كه مدل تخمي

شود و در نهايت  ) بررسي مي1هاي به فرم ( اين مهم براي مدل 1طي قضيه 
چيست و چه  PEMشود كه سيستم بدست آمده از روش  گيري مي نتيجه

 ارتباطي با سيستم اصلي دارد.

ر ) در نظ4) و مدل مطابق رابطه (3سيستم اصلي مطابق رابطه ( :1قضيه 
هاي سيستم مطابق آنچه كه قبلا توضيح داده شد  شود. ويژگي گرفته مي

 باشد. مي

𝑦(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖𝑢𝑖0(𝑡) +𝑛
𝑖=1 𝑦�(𝑡) )3(  

𝑦�(𝑡) = ∑ 𝑎�𝑖𝑢𝑖(𝑡)𝑛
𝑖=1  )4(  

براي شناسايي چنين مدلي پارامترهاي مدل به  PEMكارگيري روش  با به
 آيد. ) بدست مي5صورت يكتا مطابق رابطه (

𝑎�𝑖 = 𝑎𝑖
𝜙𝑢𝑖

0(𝜔)

𝜙𝑢𝑖(𝜔)
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,− 𝜋

𝑇𝑠
≤ 𝜔 ≤ 𝜋

𝑇𝑠
 )5(  

) يكي از 5دهيم رابطه ( براي اثبات قضيه در بخش اول نشان مي اثبات:
است و سپس در بخش دوم  PEMهاي منتجه با استفاده از روش  مدل

 يكتايي آن را مورد بررسي قرار خواهيم داد.

بدين سعي در كمينه كردن مانده سيستم دارد.  PEM) روش 1بخش 
 ) تشكيل شده است.6اي بر حسب مانده در رابطه ( منظور تابع هزينه

𝐽(𝜃) = 𝐸 �1
2
𝜀2(𝑡,𝜃)� = 𝐸 �1

2
�𝑦(𝑡) − 𝑦�(𝑡)�

2
�  

= 𝐸 �1
2
�∑ �𝑎�𝑖𝑢𝑖(𝑡)− 𝑎𝑖𝑢𝑖0(𝑡)� − 𝑦�(𝑡)𝑛

𝑖=1 �
2�  

= ∑ �𝐸 �1
2
�𝑎�𝑖𝑢𝑖(𝑡)− 𝑎𝑖𝑢𝑖0(𝑡)�

2
�� + 𝐸 �1

2
𝑦�(𝑡)2�𝑛

𝑖=1  )6(  
) سعي دارد با كمك مشتق گرفتن نسبت به پارامترها تابع هزينه 7رابطه (

گيري، از فضاي زمان به فضاي  ) را كمينه كند. پس از انجام مشتق6(
رويم تا امكان صفر قرار دادن رابطه آماري حاوي اميد  فركانسي مي

 رياضي فراهم گردد.
𝑑𝐽
𝑑𝑎�𝑖

= 𝐸��𝑎�𝑖𝑢𝑖(𝑡)− 𝑎𝑖𝑢𝑖0(𝑡)�𝑢𝑖(𝑡)�  

= 1
2𝜋𝑗 ∮ �𝑎�𝑖𝜙𝑢𝑖 − 𝑎𝑖𝜙𝑢𝑖0�

𝑑𝑧
𝑧

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 )7(  
رسيم كه  ) مي8) به رابطه (7صفر قرار دادن رابطه (نهايتا پس از متحد با 

 ) است.5مشابه همان رابطه (
𝑑𝐽
𝑑𝑎�𝑖

= 1
2𝜋𝑗 ∮ �𝑎�𝑖𝜙𝑢𝑖 − 𝑎𝑖𝜙𝑢𝑖0�

𝑑𝑧
𝑧

= 0  

→ 𝑎�𝑖 = 𝑎𝑖
𝜙𝑢𝑖

0(𝜔)

𝜙𝑢𝑖(𝜔)
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,− 𝜋

𝑇𝑠
≤ 𝜔 ≤ 𝜋

𝑇𝑠
 )8(  

به وضوح قابل استنتاج  1) يكتايي پارامتر بدست آمده در بخش 2بخش 
ها) فرم مرتبه دو دارد. 𝑎�𝑖زيرا تابع هزينه نسبت به پارامتر مجهول (است، 

) مثبت 6از طرفي ضريب عبارت مرتبه دو داخل تابع هزينه مطابق رابطه (
است. در نتيجه تابع هزينه مزبور تنها يك اكسترمم آن هم از نوع كمينه 

 ∎ خواهد بود. PEM) پاسخ يكتا 5خواهد داشت. پس رابطه (

اين نكته واضح است كه در صورت عدم وجود نويز بر روي  :1نتيجه 
𝜙𝑢𝑖0(𝜔)شود ( ورودي، سيستم واقعي شناسايي مي = 𝜙𝑢𝑖(𝜔),− 𝜋

𝑇𝑠
≤

𝜔 ≤ 𝜋
𝑇𝑠

پذيرد كه سيستم داخل مجموعه  ). اين امر در حالي صورت مي
تواند رنگي باشد اما مدل بدون  تر نويز سيستم مي مدل نيست. به طور دقيق

 شده است.نويز فرض 

در هنگام عدم حضور نويز روي  ]17[در مرجع  4-8اين امر از قضيه 
ورودي قابل انتظار است. براساس اين قضيه اگر مدل انتخابي ما براي 

P5Fسيستم اصلي خطاي خروجي

1
P (OE) گاه صحيح يا غلط  انتخاب شود، آن

كند. در  انتخاب كردن مدل نويز خللي در شناسايي مدل سيستم ايجاد نمي
 4-8دهد كه نويز ورودي نيز مخل قضيه  ) نشان مي7همين راستا رابطه (

در  PEMنشده است و نويز رنگي خروجي روي نتايج روش  ]17[مرجع 
 كند. باشد اخلالي ايجاد نمي OEصورتي كه مدل 

ها داراي استقلال باشد. نويزي  ها و نويز متناظر آن اگر ورودي :2نتيجه 
است، در تخمين پارامتر مربوط به همان كه روي هر ورودي موجود 

 تاثير است. كند و بر روي ديگر پارامترها بي ورودي اختلال ايجاد مي

12B3-2يافتن شرايط جهت تسهيل در تصحيح مدل حاصله . 

دهد اختلال ايجاد شده در تخمين هر  نشان مي 1همانطور كه قضيه 
توان  دو حالت زير مياست كه تحت  𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)پارامتر به ميزان 

كه انحراف از  آن را تنها انحرافي از نوع بهره در نظر گرفت. در صورتي

                                                                        
1 Output Error 
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) قرار 4) داخل مجموعه مدل پارامتري (5نوع بهره باشد مدل رابطه (
 ) را انتظار داشت.5توان همان رابطه ( گيرد و مي مي

اري ثابت در طول فركانس مقد 𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)حالت اول: اگر نسبت 
هاي متفاوت باشند و يا  باشد. به عنوان مثال هر دو نويز سفيد با واريانس

هاي مختلف اما گذرنده از يك فيلتر  كه هر دو نويز سفيد با واريانس آن
 ) صادق خواهد بود.9يكسان باشند. در اين حالت رابطه (

𝜙𝑢𝑖
0(𝜔)

𝜙𝑢𝑖(𝜔)
= cte,− 𝜋

𝑇𝑠
≤ 𝜔 ≤ 𝜋

𝑇𝑠
 )9(  

مشهود است كه اين فرض بسيار محدودكننده است و تنها دسته به وضوح 
 گيرد. ها را در بر مي كوچكي از سيستم

تر از حالت اول  شود شرايطي جامع حالت دوم: در اين بخش سعي مي
در  𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)بدست آورده شود. اگر بر خلاف حالت قبل نسبت 

باشد سيستم ما در حضور هاي مورد شناسايي ثابت ن طول فركانس داده
نويز ورودي داخل مجموعه مدل قرار نخواهد داشت. بدين منظور بايد به 

در طول فركانس مورد  𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)نوعي اطمينان حاصل كنيم كه 
 شناسايي ما ثابت است.

توان از عمليات فيلتر كردن ورودي و خروجي  در اين راستا مي
توانيم  ها را در اختيار داريم مي𝑢𝑖استفاده كرد. بدين ترتيب كه چون ما 

هاي نويزي در آن مسطح هستند  حداقل فركانسي كه طيف تمام ورودي
گذر،  ها از فيلتري پايين ها و خروجي بيابيم و سپس با عبور دادن ورودي

هاي مسطح در طول فركانس شناسايي در اختيار 𝜙𝑢𝑖(𝜔)هايي با  يورود
) بازنويسي 10) به شكل رابطه (9داشته باشيم. در اين صورت رابطه (

 ها است. فركانس قطع فيلتر اعمال شده بر روي داده 𝜔𝑐شود كه در آن  مي
𝜙𝑢𝑖

0(𝜔)

𝜙𝑢𝑖(𝜔)
= 𝑐𝑡𝑒 ,− 𝜋

𝑇𝑠
< −𝜔𝑐 ≤ 𝜔 ≤ 𝜔𝑐 < 𝜋

𝑇𝑠
 )10(  

آيد كه  ايم اين سوال پيش مي را مسطح كرده 𝜙𝑢𝑖(𝜔)جايي كه ما  از آن
در طول  𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)عمليات بالا چگونه باعث مسطح شدن نسبت 

شود كه چون انرژي نويز  گونه توجيه مي شود. اين سوال اين فركانس مي
به  𝜙𝑢𝑖(𝜔)توان از مسطح بودن  كمتر از انرژي ورودي سيستم است، مي

𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/(𝜙𝑢𝑖0(𝜔)نيز پي برد و در نهايت ثابت بودن  𝜙𝑢𝑖0(𝜔)صافي  +

𝜙𝑢�𝑖(𝜔)) زا  را در طول فركانس استنتاج كرد. اين تقريب چنان مشكل
 مشاهده خواهد شد. 1سازي  نخواهد بود همانطور كه در شبيه

يز بر آيد كه حضور نو و نتايج آن اين امر بر مي 1به كمك قضيه 
شود.  روي ورودي منجر به شناسايي سيستمي متفاوت با سيستم اصلي مي

به اين معني كه سيستم واقعي ما در قعر تابع هزينه تعريف شده قرار 
نشان داد كه  2يا  1تحت حالات  1گيرد. با اين وجود قضيه  نمي

شود و  هاي بدون نويز صحيح شناسايي مي پارامترهاي نظير ورودي
هاي نويزي نيز با انحراف ثابت شناسايي  ي مربوط به ورودي پارامترها

 .شوند مي

3B4-  تصحيح مدل بدست آمده به كمك روش
IV 

هاي بدون نويز  حال با مدلي روبرو هستيم كه پارامترهاي نظير ورودي

اند و پارامترهاي نظير ورودي نويزي با خطاي  در آن درست شناسايي شده
𝜙𝑢𝑖0(𝜔)/𝜙𝑢𝑖(𝜔)ضربي  = cte  در طول فركانس مورد شناسايي، تخمين

نيز قابل  EIVهاي  پذير نبودن مدل اند. اين امر به نوعي از شناسايي زده شده
 انتظار بود.

كار  توان جهت تصحيح انحراف موجود به هاي زيادي را مي روش
 IVاست. در ادامه كليت روش  IVها روش  ترين آن بردكه يكي از ساده

ي استفاده در اين مورد  و نحوه ]21-19[را بيان نموده  EIVهاي  در مدل
 خاص را نيز شرح خواهيم داد.

13B4-1كارگيري روش  . بهIV هاي  در شناسايي مدلEIV 

مطابق ماهيت روش عمل  IVبه روش  EIVهاي  براي شناسايي مدل
كنيم به اين معني كه ابزار خاصي را انتخاب كرده و به كمك آن  مي

) را به ترتيب 1كنيم. به اين منظور سيستم رابطه ( مي سيستم را شناسايي
 .]20، 19[گيريم  ) در نظر مي11رابطه (

𝑦(𝑡) = 𝝋𝑇(𝑡)𝜽+ 𝑣(𝑡,𝜽) 
𝑣(𝑡,𝜽) = 𝑦�(𝑡) −𝝋�𝑇(𝑡)𝜽 )11(  

) هستند و نويز ورودي نيز در 12مطابق رابطه ( 𝝋�𝑇(𝑡)و  𝝋𝑇(𝑡)كه در آن 
 .]19[گام اول سفيد فرض شده است 

𝝋0
𝑇(𝑡) = [𝑢10(𝑡)  𝑢20(𝑡) ⋯  𝑢𝑛0(𝑡)] 

𝝋�𝑇(𝑡) = [𝑢�1(𝑡)  𝑢�2(𝑡)⋯  𝑢�𝑛(𝑡)] 
𝝋𝑇(𝑡) = 𝝋0

𝑇(𝑡) +𝝋�𝑇(𝑡) = [𝑢1(𝑡)  𝑢2(𝑡)⋯𝑢𝑛(𝑡)] )12(  
توان سيستم را شناسايي كرد  ) مي13حال با ابزار ارائه شده در رابطه (

) در صورت سفيد بودن نويز 14نيز مطابق رابطه ( IVطوري كه شروط 
 ورودي ارضا خواهد شد.

𝒛𝑇(𝑡) = [𝑢1(𝑡 − 1)  𝑢2(𝑡 − 1) ⋯  𝑢𝑛(𝑡 − 1)] )13(  

𝐶1: 𝐸��

𝑢1(𝑡 − 1)
𝑢2(𝑡 − 1)

⋮
𝑢𝑛(𝑡 − 1)

� (𝑦(𝑡) −𝝋𝑇(𝑡)𝜽)�  

= 𝐸 ��

𝑢1(𝑡 − 1)
𝑢2(𝑡 − 1)

⋮
𝑢𝑛(𝑡 − 1)

� (𝑦�(𝑡) −𝝋�𝑇(𝑡)𝜽)� = 0  

𝐶2: 𝐸��

𝑢1(𝑡 − 1)
𝑢2(𝑡 − 1)

⋮
𝑢𝑛(𝑡 − 1)

� (𝝋𝑇(𝑡)𝜽)� ≠ 0 )14(  

در صورتي  𝐶2) اين امر قابل توجه است كه شرط 14در ضمن در رابطه (
شود كه ورودي بدون نويز اعمالي به سيستم مستقل نباشد و به  ارضا مي

 ) نيز صادق باشد.15بيان ديگر رابطه (

𝐸[𝑢𝑖(𝑡 − 1)𝑢𝑖(𝑡)] ≠ 0 )15(  
P6Fحال براي حالتي كه نويز ورودي به صورت ميانگين محرك

1
P )MA ،(

به تخمين  IVتوان با تغييري در ابزار روش  ) باشد مي16مطابق رابطه (
 ) در نظرگرفته شود.17صحيح دست يافت. كافي است ابزار مطابق رابطه (

𝑢�𝑖(𝑡) = 𝑒𝑖(𝑡) + 𝑐1𝑒𝑖(𝑡 − 1) + 𝑐2𝑒𝑖(𝑡 − 2)  
                 +⋯+ 𝑐𝑛𝑐𝑒𝑖(𝑡 −𝑚), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 )16(  

                                                                        
1 Moving Average 
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𝒛𝑇(𝑡) = [𝑢1(𝑡 − 1−𝑚)  𝑢2(𝑡 − 1 −𝑚) ⋯  𝑢𝑛(𝑡 − 1 −𝑚)] )17(  
نويزهاي سفيد،  ها𝑒𝑖(𝑡)است و  MAمرتبه مدل  𝑚در دو رابطه اخير 

 مستقل و با ميانگين صفر هستند.

14B4-2 تركيب روش .PEM  وIV يابي به مدل  براي دست
 مطلوب

بريم با اين تفاوت كه پارامترهايي  در ادامه همين حالت را بكار مي
كنيم و از اين  كه داراي نويز نيستند شناسايي نكرده و معلوم فرض مي

ها را پارامترهايي با 𝑎𝑖𝑡يابيم. پس اگر  يطريق تنها پارامترهاي نامعلوم را م
𝑎𝑖ورودي نظير بدون نويز فرض كرده و 

𝑓 ها را پارامترهاي مربوط به
) را براي آن در نظر 18هاي نويزي تصور كنيم مدل جديد ( ورودي

𝑛ها بدون نويز و  تا از ورودي 𝑛𝑘گيريم. در اين مدل،  مي − 𝑛𝑘  تا آغشته
 به نويز هستند.

𝑦(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖𝑡𝑢𝑖0(𝑡) +∑ 𝑎𝑖
𝑓𝑢𝑖(𝑡) +𝑛

𝑖=𝑛𝑘+1
𝑛𝑘
𝑖=1 𝑦�(𝑡) )18(  

) با 15تشريح شده در بالا را براي مدل جديد ( IVدر نهايت عمليات 
 دهيم. هاي كمتر انجام مي ورودي

𝑦(𝑡) −∑ 𝑎𝑖𝑡𝑢𝑖0(𝑡)𝑛𝑘
𝑖=1

�������������
𝑦𝑛𝑒𝑤(𝑡)

= ∑ 𝑎𝑖
𝑓 𝑢𝑖(𝑡)�
𝑢𝑛𝑒𝑤(𝑡)

+𝑛
𝑖=𝑛𝑘+1 𝑦�(𝑡) )19(  

𝑎𝑖و  PEMها با روش 𝑎𝑖𝑡در نهايت اين روش را كه در آن 
𝑓 ها با روش

IV  شناسايي شدند را روشPEM ناميم. جبران شده مي 

 IVشود كه چرا در همان ابتدا از روش  حال اين سوال مطرح مي
استفاده نشده است و به تبع آن، مرحله ابتدايي حذف نشده است؟ علت 

توان بيان كرد  شود. اما به طور اجمالي مي بهتر مشخص مي 6آن در بخش
روشي بدون دقت است و ما تمام پارامترهاي سيستم كه بدون نويز  IVكه 

 IVيابيم. پس از آن به سراغ روش  مي PEMهستند را با دقت بالا با روش 
هاي روش  رويم. در ضمن اين بخش با كاهش تعداد پارامترها، ويژگي مي
IV  دهد. تخمين بهبود ميرا از قبيل كواريانس 

4B5- تعميم روش به حالت بازگشتي 
P7Fهاي بازگشتي ها، روش در شناسايي سيستم

1
P  به فراخور كاربردشان از

اي برخوردار هستند. در اين بخش قصد داريم روش بررسي  اهميت ويژه
شده را به حالت بازگشتي تعميم بدهيم. تعميم روش مورد بحث در اين 

كار رفته  پذيرد زيرا روش به مقاله به حالت بازگشتي به سادگي انجام مي
ها شكل  باشد و هر دو اين روش مي IVو  PEMتركيبي از دو روش 

به اين ترتيب براي شناسايي بازگشتي سيستم  .]18، 17[بازگشتي هم دارند 
 هاي زير را طي كنيم. در هر مرحله كافي است گام

ها) از 𝑎𝑖𝑡براي پارامترهاي مربوط به ورودي بدون نويز (  :1گام 
P8Fبازگشتي PEMروش 

2
P (RPEM) كنيم. استفاده مي 

) و با كمك پارامترهاي 19خروجي مدل جديد را مطابق (  :2گام 
 دهيم. تشكيل مي 1بدست آمده در گام 

                                                                        
1 Recursive methods 
2 Recursive PEM 

P9Fبازگشتي IVاز روش   :3گام 

3
P (RIV)  جهت شناسايي پارامترهاي

براي  3هاي نويزي بهره برده و در ضمن از خروجي گام  مربوط به ورودي
 كنيم. اين مهم استفاده مي

5B6- سازي شبيه 
هاي مطرح شده بالا  اي از روش داريم مقايسهدر اين بخش قصد 

 1داشته باشيم. بدين منظور مدلي مطابق زير در نظر گرفته و آن را سيستم 
 ناميم. مي

𝑦(𝑡) = 𝑎1𝑢10(𝑡) + 𝑎2𝑢20(𝑡) + 𝑎3𝑢30(𝑡) + 𝑣(𝑡) 
    𝑢3 = 𝑢30(𝑡) + 𝑢�3(𝑡) 
ورودي، نويز روي ورودي و نويز روي خروجي سيستم به ترتيب زير 

 خواهد بود.

𝑢𝑖0(𝑡) = 1+0.6𝑞−1

1+0.4𝑞−1
𝑒𝑖(𝑡),   𝑖 = 1,2,3, 

𝑢�3(𝑡) = 𝑒̃3(𝑡),𝑣(𝑡) = 𝑦�(𝑡) 
نويزهاي سفيد مستقل هستند و  𝑦�(𝑡)و  𝑒̃3(𝑡)ها، 𝑒𝑖(𝑡)كه در آن 

 باشد. ها براي تخمين به ترتيب زير مي واريانس آن
𝜎𝑒̃2 = 0.5,𝜎𝑦�2 = 0.5,𝜎𝑒𝑖

2 = 1,   𝑖 = 1,2,3. 
هاي موجود و روش ارائه  اي بين روش اين بخش مقايسه :1سازي  شبيه

P10Fهاي حداقل مربعات رو روش دهد. از اين شده در اين مقاله انجام مي

4
P 

)LS(  ،IV ،PEM  و روشPEM  اجرا  1جبران شده را بر روي سيستم
𝑀ها را  هاي آماري، اين روش كنيم و به منظور بررسي مي = مرتبه  500
𝑁با  = دهيم و از معيارهاي زير براي بررسي بهتر  م ميعدد داده انجا 500

را بردار پارامترهاي تخمين زده شده در  𝜽�𝑙گيريم. اگر  ها بهره مي  روش
اجرا  𝑀ميانگين پارامترهاي تخمين زده شده در طول  ave(𝜽)ام، 𝑙اجراي 

P11Fنيز پارامترهاي واقعي سيستم در نظر گرفته شوند، معيار خطاي نسبي 𝜽و 

5
P 

(RE) و ميانگين مربع خطاي نرمال شده20ابق رابطه (مط (P12F

6
P (NRMSE)  در

 شود. ) تعريف مي21رابطه (

RE = ‖ave(𝜽)−𝜽‖
‖𝜽‖

 )20(  

NRMSE = �1
𝑀
∑ �𝜽�𝑙−𝜽�

2

‖𝜽‖2
𝑀
𝑙=1  )21(  

بازگرديم ما  2-3جبران شده اگر به بخش  PEMبراي شروع روش 
ورودي رنگي با نويز داريم پس بايد در ابتدا ورودي و خروجي را فيلتر 

 𝑢3(𝑡)كه طيف توان  3فيلتر را بيابيم. مطابق شكل  𝜔𝑐كنيم در نتيجه بايد 
دهد، و فركانس نمونه برداري آن واحد در نظر گرفته شده  را نشان مي

شود. به همين  كي در طيف توان آن مشاهده مياست، اعوجاجات اند
جهت نيازي به فيلتر كردن نخواهد بود. در ادامه مقاوم بودن اين روش به 

 اعوجاجات را ملاحظه خواهيم كرد.

                                                                        
3 Recursive IV 
4 Least Squares 
5 Relative Error 
6 Normalized Root Mean Square Error 
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 .𝑢3(𝑡): طيف توان سيگنال 3شكل 

شود. براي مشاهده حجم  نشان داده مي 1در نهايت نتايج در جدول 
اجرا  𝑀آن، زمان اجرا هر روش در طول محاسبات هر روش و مقايسه 

اجراي انجام شده،  𝑀شود. با توجه به  محاسبه شده و ميانگين آن ارائه مي
به عنوان انحراف نرمال  3شود و با ضرب در  واريانس تخمين محاسبه مي

شود كه تا حد  شود. مشاهده مي ارائه مي 1در كنار پارامترها در جدول 
 ها برآورده شده است. وشزيادي انتظارات ما از ر

 .EIVهاي شناسايي مدل استاتيكي  : مقايسه روش1جدول 
27TCPU 
TIME 27TRE 27TRMSE 𝑎2 𝑎3 𝑎1 روش 

0.0864 0.1869 0.2027 0.4973
± 0.0051 

0.3382
± 0.0033 

0.5036
± 0.0055 

27TRegular 
PEM 

0.0865 0.0180 0.4037 0.4973
± 0.0051 

0.4850
± 0.3561 

0.5036
± 0.0055 

27TCompensa
ted PEM 

1.2482
× 10−4 0.0554 0.8238 0.4954

± 0.3597 
0.5370
± 0.8159 

0.5302
± 0.3474 

27TIV 

   0.5 0.5 0.5 27Ttrue value 

 
تخمين بدون  PEMشود روش  مشاهده مي 1همانطور كه در جدول 

 𝑎3و ميانگين پارامتر  RE ،RMSEدهند كه از مقادير  باياس را نتيجه نمي
و  IVكه مربوط به ورودي نويزي است، مشخص است. در مقابل روش 

PEM  جبران شده با مشاهده ميانگين پارامترها تخميني بدون باياس ارائه
حجم محاسباتي بسيار كمي دارد به طوري  IVدهند. در ضمن روش  مي

جبران شده كمتر است.  PEMبار از روش  500كه زمان اجرا آن بيش از 
جبران شده  PEMدقت بسيار كمتري نيز نسبت به  IVروش در عين حال 

به سهولت قابل استنتاج است  RMSEو  REدارد. اين عدم دقت با مشاهده 
شود. انحراف نرمال هر يك  برابري مشاهده مي 2و  5كه به ترتيب بهبود 

برابر  50بيش از  𝑎2و  𝑎1از پارامترها نيز مويد همين نكته است. در مورد 
 𝑎3شود. حتي انحراف نرمال پارامتر  ر انحراف نرمال مشاهده ميبهبود د

برابر بهتر از حالتي است كه  2اصلاح شده است حدود  IVكه به كمك 
تواند از  تخمين زده شده است كه اين امر مي IVتمام پارامترها به كمك 

 تر شدن ديگر پارامترها ناشي شده باشد. كاهش تعدادپارامترها و يا دقيق

سازي قصد داريم عملكرد روش را به  در اين شبيه :2سازي  هشبي
صورت بازگشتي مورد بررسي قرار دهيم. به همين منظور روند موجود در 

كه روشي  RIVسازي نموده و با روش  پياده 1را بر روي سيستم  5بخش 
كنيم. براي مشاهده  ها است، مقايسه مي بازگشتي و مناسب براي اين مدل

𝑁ها را  تعداد داده بهتر همگرايي = هاي  گيريم. شكل در نظر مي 1000

، RPEMبه ترتيب پارامترهاي تخمين زده شده را با سه روش  6و  5، 4
RIV  وRPEM دهد. جبران شده نشان مي 

 
 .𝑎3بدون تصحيح  RPEM: روش 4شكل 

در  RPEMشود كه روش  طور كه انتظار داشتيم مشاهده مي همان
كند و  پارامترهاي نظير ورودي بدون نويز را درست شناسايي مي 4شكل 

كند. در مقابل روش  ) را با خطايي ثابت شناسايي مي𝑎3پارامتر نويزي (
RIV  دقت و با همگرايي كند را  تخميني بدون باياس اما بي 5مطابق شكل

روش  شود، مشاهده مي 6چه در شكل  دهد. در نهايت مطابق آن نتيجه مي
RPEM  جبران شده به راحتي خطاي پارامتر𝑎3  را جبران نموده و به

 شود. پاسخي قابل قبول منجر مي

6B7كاربرد عملي از روش . 

اين قسمت يك كاربرد عملي از روش مطرح شده در مقاله را مورد 
دهد. موتورهاي القايي در حالت ماندگار رفتاري مطابق  بررسي قرار مي

سازي و در نظر گرفتن  دهند. در صورت ساده مياز خود نشان  7شكل 
) براي اين سيستم دست پيدا كرد 22توان به روابط ( هاي الحاقي مي فرض

]22[. 

 
 .RIV: روش 5شكل 
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 .𝑎3با تصحيح  RPEM: روش 6شكل 

  Rr/gRs Lfs 

Vs M Lfr vs

Is

 
 : مدل موتور القايي در حالت ماندگار.7شكل 

𝑌 = 𝑑2𝐼𝑠
𝑑𝑡2

− 𝑗𝜔𝑟
𝑑𝐼𝑠
𝑑𝑡

,𝑉𝑠 = v𝑠 + 𝑅𝑠𝐼𝑠  

𝑋 = �

𝑑𝐼𝑠
𝑑𝑡

𝑑v𝑠
𝑑𝑡
− 𝑗𝜔𝑟. v𝑠

v𝑠

�  and 𝜃𝑇 = [𝜃1  𝜃2  𝜃3]  

𝜃1 = −𝑅𝑟 �
1
𝐿𝑓𝑠

+ 1
𝐿𝑟
� ,𝜃2 = 1

𝐿𝑓𝑠
,𝜃3 = 𝑅𝑟

𝐿𝑓𝑠𝐿𝑟
  

𝑌 = 𝑋𝑇𝜃 )22(  
و  𝐿𝑠بترتيب مقاومت استاتور و روتور هستند.  𝑅𝑟و  𝑅𝑠در اين روابط 

𝐿𝑟  اندوكتانس استاتور و رتور و𝐿𝑓𝑠  و𝐿𝑓𝑟  .اندوكتانس نشتي آنها است
𝑀 باشد ( ادوكتانس متقابل مي𝐿𝑓𝑠 = 𝐿𝑠 − 𝑀  و𝐿𝑓𝑟 = 𝐿𝑟 − 𝑀 چون .(

استاتور و بدون چرخش روتور تعيين كرد  DCرا با تغذيه  𝑅𝑠توان  مي
عت زاويه سر 𝜔𝑟در روابط تخميني استفاده شده است.  v𝑠از  𝑉𝑠بجاي 

ولتاژ و  𝐼𝑠و  𝑉𝑠شود.  روتور است كه در حالت ماندگار ثابت فرض مي
 باشد. ثابت گرانشي مي gجريان استاتور در حالت ماندگار و 

را بدون نويز در  𝐼𝑠و  𝑉𝑠اگر  ]22[كار رفته در  حال مطابق روش به
P13Fتوان از روش حداقل مربعات بازگشتي اختيار داشته باشيم مي

1
P )RLS (

را  𝑌و  𝑋براي شناسايي چنين مدلي بهره برد. به اين منظور كافي است 
) پارامترهاي 23بيابيم. طبق رابطه ( RLSرا از روش  𝜃تشكيل داده و 

 قابل استخراج خواهند بود. 𝜃سيستم نيز به صورت يكتا از 

𝑅𝑟 = −�𝜃1
𝜃1

+ 𝜃1
𝜃22
� , 𝐿𝑓𝑠 = 1

𝜃2
, 𝐿𝑟 = −�𝜃1

𝜃3
+ 1

𝜃2
� )23(  

آغشته به نويز باشد. به طبع  𝐼𝒔گيريم كه  را در نظر مي اينجا شرايطي
نيز آغشته به نويز خواهند بود كه مطمئناً  𝐼𝒔آن مشتقات اول و دوم 

آغشته  𝑌و  𝑋شود كه  كند. اين امر باعث مي گيري آن را تشديد مي مشتق
به شناسايي بدون باياس پارامترها منجر  RLSبه نويز باشند و طبيعتاً 

بندي  ) دسته1توان مشابه مدل ( هد شد. در اين صورت اين مدل را مينخوا

                                                                        
1 Recursive Least Squares 

كرد و از روش ارائه شده در اين مقاله جهت شناسايي صحيح پارامترها 
 بهره برد.

طور كه اشاره شد روش مزبور به هرگونه ساختار  بدين ترتيب همان
 𝑌نويزي بر روي خروجي مقاوم بود پس نويز ايجاد شده بر روي 

كه همان  𝑑𝐼𝑠/𝑑𝑡زا نخواهد بود. در ضمن با فرض ابتدايي ما  مشكل
ورودي اول است آغشته به نويز خواهد بود و دو ورودي ديگر بدون نويز 

با  𝜃1و پارامتر  PEMبا روش  𝜃3و  𝜃2هستند، به اين ترتيب دو پارامتر 
 شناسايي خواهند شد. IVروش 

7B8- گيري نتيجه 
هاي استاتيك پرداخته شد.  اي از سيستم در اين مقاله به شناسايي دسته

مورد شناسايي قرار گرفت كه طي آن استقلال  PEMاين دسته به كمك 
هاي غيرمرتبط رويت شد. اين نتيجه به شناسايي  هر پارامتر به نويز ورودي

 هاي بدون نويز منجر شد و پس آن به دقيق پارامترهاي مربوط به ورودي
جهت شناسايي پارامترهاي باقي مانده  IVاز روش  PEMكمك نتايج 

اين روش توانايي زيادي در  PEMاستفاده شد. به جهت ماهيت روش 
ها با نويز خروجي رنگي خواهد داشت و پارامترهاي  شناسايي مدل

نيز به دقت و واريانس بهتري  IVشناسايي شده در مرحله دوم با روش 
استفاده شود، منجر خواهد شد. اين  IVها از روشنسبت به زماني كه تن

روش به صورت بازگشتي نيز تعميم داده شد. در روش فوق فرضي 
كه از قبل بدانيم روي كدام  اي موجود است مبني بر اين محدود كننده

ورودي نويز موجود است و كدام ورودي بدون نويز است. از كارهاي 
دن اين محدوديت اشاره نمود. توان به روشي براي برطرف كر آينده مي

تواند از  هاي ديناميكي نيز مي علاوه بر اين تعميم روش فوق به سيستم
 كارهاي آينده اين مقاله باشد.
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