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پردازد.  های گسسته در زمان و با حضور ورودی نامشخص می انتگرالی برای سيستم-اين مقاله به طراحی فيلترکالمن تناسبی: چکیده

تصادفی و همچنين در حضور ورودی نامشخص  راحی اين فيلتر تخمين متغيرهای حالت سيستم در حضور اغتشاش تصادفی و غيرهدف از ط

انتگرالی  -است. به عبارت ديگر فيلتر طراحی شده در اين مقاله قصد دارد از نقاط قوت فيلتر کالمن در کنار مزايای رويتگرهای تناسبی

گيری را رفع کرد و از سوی  ستفاده از حلقه تناسبی بتوان اثر اغتشاشات تصادفی از جمله نويز فرآيند و نيز اندازهاستفاده نمايد. بطوريكه با ا

روند  ديگر با استفاده از حلقه انتگرالی بتوان بر اغتشاش غيرتصادفی مانند عدم قطعيت پارامتر، اغتشاش بيرونی وارده بر سيستم غلبه کرد. در

ون باياس بودن و سازگاری فيلتر استخراج گشته و به دنبال اثبات بدون باياس بودن فيلتر، شرايط حذف اثر ورودی طراحی فيلتر، شرط بد

 گردد. با استفاده از يک مثال عددی، کارايی اين فيلتر نشان داده شده است. نامشخص و ضرايب فيلتر استخراج می

ا ورودی نامشخص؛ اغتشاش تصادفی و غير تصادفی؛  تخمين بدون باياس انتگرالی؛ رويتگر ب -فيلتر کالمن تناسبیکلمات کلیدی: 

 بودن؛ تخمين سازگار.

Design of Unknown Input Proportional-Integral Kalman Filter 

Bijan Moaveni, Majid Booyerzaman 
 

Abstract: In this paper, we introduce the proportional-integral kalman filter for discrete time 

systems with unknown input. The Proportional-Integral observers (PIOs) have good performance in 

deal with uncertainty in model, while those cannot handle the effect of determinstic unknown 

inputs. On the other hand, the Unknown Input Kalman filter (UIKF) is sensitive to uncertianty, 

while it provides unbiased minimum-variance estimation in the presence of unknown input. Here, 

we introduce Unknown Input Proportional Integral Kalman filter (UIPIKF) as an unbiased 

minimum-variance estimator in the presence of uncertainty and unknown input in the model. Using 

a numerical example, the effectivness of the filrer is demonstrated. 

 

Keywords: Proportional Integral Kalman Filter, Unknown Input Observer, Stochastic and 

Deterministic Disturbance, Unbiased Estimation, Consistent Estimation. 

 مقدمه -1

دانند و در  گونه که محققين و مهندسی حوزه مهندسی کنترل می همان     

های قطعی )يا  ها در سيستم مراجع مختلف به آن اشاره شده است، رويتگر

های تصادفی( کاربردهای فراوانی به منظور کنترل به  فيلترها درسيستم

ها و تشخيص عيب  ش فيدبک خروجی، پايش وضعيت سيستمرو

 . روش کلاسيكی که برای حل مساله تخمين متغيرهای حالت در[1]دارد

بوده است. اين  1های قطعی پيشنهاد گشته است رويتگر لئونبرگر سيستم

های دارای  ه با سيستمن در مواجكيتگر اگرچه ساده و کارآمد بود، ولروي

ی )نويز( و/يا در حضور ورودی نامشخص دچار مشكل ورودی تصادف

رد قابل قبولی در تخمين متغيرهای حالت نداشت. گشت و عملك جدی می

اين در حالی بود که فيلتر کالمن به عنوان يک فيلتر خطی با کمينه 

 
1 - Luenberger  
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های خطی اتفاقی حل  مساله تخمين را درسيستم 1ميانگين مربعات خطا

کرده است. در استفاده از فيلتر کالمن فرض بر اين است که پارامترهای 

های  گيری و همچنين ورودی فرايند و اندازه سيستم، کوواريانس نويزهای

 سائلسيستم معلوم و مشخص است. اين در حالی است که، در عمل با م

باشند و در اين  گرديم که فرضيات بالا برقرار نمی مختلفی مواجه می

ها نخواهد  لمن عملكرد مطلوبی در تخمين حالتحالت ها نيز فيلتر کا

از اين رو، محققين و مهندسين کنترل تحقيقات فراوانی در . [2]داشت

خصوص حل اين نقايص داشته و در اين خصوص تحقيقات مختلفی 

صورت گرفته که نتايج آن تحت عنوان رويتگرهای با ورودی نامشخص 

. همچنين به [4, 3]به منظور مواجه با اثر ورودی نامشخص ارائه شده است

منظور ارتقای مقاومت رويتگرها در مقابل نامشخص پارامترهای مدل، 

 .[4, 3]الی [5] اند انتگرالی پيشنهاد گشته-رويتگرهای تناسبی

 2برخلاف رويتگرهای تناسبی      PO و  [6] مانند رويتگر لئونبرگر

، که فقط از يک حلقه تناسبی از خطای تخمين استفاده [7]فيلتر کالمن 

3انتگرالی-کنند، رويتگر تناسبی می
 PIO  از حلقه فيدبک انتگرالی

گيرد. اضافه کردن اين جمله انتگرالی سبب می شود  ای نيز بهره می فهاضا

که درجه آزادی بيشتری برای طراحی يک تخمينگر حالت حاصل شود. 

توان به افزايش دقت  از مزايای استفاده از اين تخمينگر حالت میهمچنين 

تخمين در حالت ماندگار، ارتقای مقاومت تخمين در برابر اغتشاش، 

اشاره کرد. با معرفی جمله  سازیامشخص و خطای مدل ورودی ن

پيشنهاد استفاده از  4انتگرالی در طراحی رويتگر، اولين بار وسيچفسكی

متغير با زمان تک  های پيوسته نا برای سيستمPIOانتگرالی-رويتگر تناسبی

برای  [9] و  [8]در . اين ايده بعدها [5]را ارئه داد ورودی تک خروجی

های چند متغيره توسعه داده شد تا مقاومت در برابر تغييرات پارامتر  سيستم

و اغتشاش پله را بهبود ببخشد. تا به امروز اين نوع تخمينگرها مورد توجه 

توان به  بسياری از محققان و پژوهشگران قرار گرفته است. از آن جمله می

 -ره داشت که با استفاده از رويتگر تناسبیاشا [10]بيل و شافی 

5سعی بر رفع مشكل بهبود انتقال بهره PIOانتگرالی
 LTR  داشتند و

ها اين  باشد. بعد نشان دادند که اين امر در حالت ماندگار قابل حصول می

ارئه  [12, 11]د نيز در دو محقق در زمينه رفع اين مشكل مقالاتی مفي

توان با  ای نشان دادند که می طی مقاله [13]کردند. شافير و مولردر 

های سيستم  از حالتبه تخمينی PIOانتگرالی-استفاده از رويتگر تناسبی

در حضور هر نوع ورودی خارجی دلخواه، مانند ورودی نامشخص، غير 

از  90ها و ديناميک مدل نشده، دست يافت. دراواخر دهه  گری خطی

که بر اساس بهبود انتقال  PIOانتگرالی-رويتگر تناسبی

. [14] يابی سيستم استفاده شد رای عيبطراحی شده بود بLTRبهره

-روشی جديد در طراحی رويتگر تناسبی  [15]و بوسوان در  کابوره

 
1 - Minimum Mean Square Error  
2 - Proportional Observer  

3 - Proportional Integral Observer  

4 - Wojciechowski  
5 - Loop Transfer Recovery  

انتگرالی بيان کردند که علاوه بر کاهش اثر خطای مدل به حذف اثر نويز 

 شود.  گيری در سيستم منجر می اندازه

های طراحی  اخير محققان سعی بر آن داشته تا با ارائه روش در سالهای     

ها به  متفاوت اين رويتگر بتوانند با استفاده از مزايای هرکدام از اين روش

های  توان به روش تری دست يابند. از آن جمله می طراحی بهتر و جامع

، روش [16]  طراحی زير اشاره کرد. طراحی بر اساس، روش ساختار ويژه

، همچنين مقالاتی با استفاده از کمينه [17]طراحی بر اساس جايابی قطب

Hکردن نرم 
، روش ديگر [4, 3] اند سعی در طراحی اين رويتگر داشته

 . به عنوان مثال، در[20-18] باشد کمينه کردن واريانس خطای تخمين می

که درجه آزادی  شدارامتريكی ارائه ، روش طراحی ساختار ويژه پ[16]

گذارد که اين روش منجر  طراح میرا در اختيار  PIOکاملی از طراحی

، با اتخاذ روش [4, 3]شود. مارک در  کاهش حساسيت مقادير ويژه می به

Hکمينه کردن نرم 
تابع تبديل اغتشاش به خطای تخمين يا به عبارتی 

فيلتر  [19, 18]حساسيت تخمين حالت را نسبت به اغتشاش کم کرد. در 

بهره انتگرالی از که علاوه بر بهره تناسبی کالمن،  شده استکالمنی ارائه 

که از حل معادلات ريكاتی با کمينه کردن واريانس  استفاده می شودنيز 

شود. با استفاده از اين تخمينگر عملكرد حالت گذرا و  خطا حاصل می

با استفاده  د.همچنين حاشيه پايداری سيستم خطای تخمين را بهبود بخشي

و اثر ضريب انتگرالی پارامترهای طراحی اضافی  6از ضريب محوشوندگی

  را نيز بوجود آورد.

بر  علمهای خطی با داشتن اطلاعات دقيق از سيستم و با  در سيستم     

های وارده بر سيستم نويزهای سفيدگوسی با ميانگين صفر  اينكه نويز

[. وليكن 18نمايد ] واريانس ارائه میهستند، فيلتر کالمن تخمينی با کمينه 

مشكل جدی که اين تخمينگر با آن مواجه است، عدم دقت کافی 

تر  گرها است که امروز با پيچده های مورد استفاده در اين تخمين مدل

شدن سيستم ها قابل صرف نظر نيستند. اين در حاليست که همراه با عدم 

يز جزئی از ديناميک های نامشخص ن قطعيت، اغتشاش و وجود ورودی

گردد.  باشند و وجود آنها موجب وجود خطا در تخمين می سيستم می

[ ارئه شده است. از جمله اين 18هايی در] برای کاهش اثر باياس روش

، روش دکوپله کردن اغتشاش بيشينهتوان به روش کمينه  ها می روش

نامشخص و روش جذب اغتشاش نامشخص، اشاره کرد. در روش سوم 

استفاده از متغير اضافی است. اين متغير اضافی اثر اغتشاش   حل راه

کند. با استفاده از متغير اضافی سيستم  نامشخص را در خود جذب می

ای که هم متغير حالت سيستم اصلی و هم متغير حالت اضافی را در  افزوده

نيز با استفاده از فيلترکالمن توسعه يافته با  [21] در شود. بر دارد تشكيل می

ورودی نامشخص، تخمينی از سرعت طولی وسيله نقليه ارائه گرديد. 

مده از اين همچنين در ادامه با بيان فيلتر تطبيقی غير خطی نتايج بدست آ

دو مقايسه شده است. در اين مقاله سعی بر آن بوده است که بتوانند با 

استفاده از ايده فيلترکالمن توسعه يافته و ترکيب آن با فيلتر کالمن با 

ورودی نامشخص بر مشكل ورودی نامشخص )گشتاور ترمزی( فائق آيند 

 
6 - Fading Coefficient  
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ص و تخمينی از سرعت طولی وسيله نقليه در حضور ورودی نامشخ

 داشته باشند.  

ما در اين مقاله سعی داريم تا با  اضافه کردن يک جمله انتگرالی به    

فيلتر کالمن با ورودی نامشخص بتوانيم مشكل فيلتر کالمن تناسبی 

ايستا به مفهوم های نامشخص از نوع نا حضور ورودیانتگرالی را در 

 1وسيع NON WSS از مزايای فيلتر کالمن  بر طرف کرده و نيز

اش تناسبی انتگرالی نظير مقاومت در برابر عدم قطعيت پارامتری و اغتش

در اين مقاله، به معرفی فيلتر کالمن لذا  مند شويم. تصادفی نيز بهرهغير

2انتگرالی با ورودی نامشخص -تناسبی UIPIKF های  برای سيستم

گيری،  . اين تخمينگر در حضور نويز اندازهگسسته زمان خواهيم پرداخت

ها را  نويز فرايند، اغتشاش و ورودی نامشخص به خوبی تخمينی از حالت

گذارد. به دنبال اثبات شرط بدون باياس بودن اين تخمينگر  در اختيار می

مشخص با ميانگين متغير، شرط حذف اثر ورودی  در حضور ورودی نا

آورده و در ادامه با اثبات کمينه  نامشخص را در اين مرحله بدست

واريانس بودن اين تخمينگر ضرايب تناسبی و انتگرالی فيلتر کالمن را 

دهيم که اين ضرايب، شرط بدون باياس  طوری بدست آورده که نشان می

سازند. در انتها با  بودن تخمينگر که در بالا ذکر شد را نيز برآورده می

نشان داده  UIPIKFنگر پيشنهادیارائه مثالی، عملكرد مطلوب تخمي

 شود. می

 

 سازی مساله مدل -2

لت يک سيستم ، معادلات فضای حا[22]بر اساس مدل ارائه شده در 

 (2)-(1معادلات )تشاش به فرم در حضور اغ خطی گسسته در زمان

 .باشد می

(1) 
     

     2

1

s

x n Ax n Bu n

Ed n n O T

  

  
 

(2)       z n Cx n v n 
 

nxکه در آن ،pu وqz   ترتيب عبارتند از بردارهای به

متغير حالت سيستم، ورودی سيستم و خروجی سيستم، که همراه با نويز 

باشند. همچنين اغتشاش ورودی  می فرايند و نويز  vگيری اندازه

ldبا  شود. ماتريس ضرايب معرفی میA،B،CوE های  ماتريس

کنند.  باشند که در فرضيات زير صدق می حقيقی با مقادير معلوم می

 شود. ، ماتريس بيشينه دامنه ضرايب اغتشاش نيز ناميده میEماتريس

 باشد. مرتبه کامل سطری می C: ماتريس1فرض 

: زوج 2فرض  ,A C باشد. رويت پذير می 

 
1 - Wide Sense Stationary 
2 - Unknown Input Proportional Integral Kalman Filter 

همچنين 2

sO T [22] باشد معرف جملات مرتبه بالا در بسط تيلور می .

دامنه d n از مرتبه  sO T م باشد. نرشاش محدود و اگر اغتباشد،  می

 .باشد طراحی تخمينگر به شرح زير میيكی از شروط مهم برای 

 : ثابت زمانی نمونه برداری3فرض 
sT   بايد به قدری کوچک انتخاب

رات زيادی انجام يشود که اغتشاش نتواند بين دو نمونه برداشته شده تغي

 دهد. به عبارتی داريم.

(3)      21 sd n d n O T    

هادی دارای پيشن UIPIKF(، ديناميک تخمينگر1برای سيستم با معادله )

 فرمی به صورت زير است:

(4) 
         

    

ˆ ˆ ˆ

1

y

y i

x n x n k n z n Cx n

I k n C K n

     

  

 

(5) 
      

     

1

ˆ

in I k n CK n

k n z n Cx n





 



  

   

 

ˆکه در آن  nx ه، بردار حالت تخمين زده شدm  متغير حالت

yبه عبارتی متغير حالت انتگرالی وکمكی و يا  n qK ، 
q qK ،i n qK  باشند. های رويتگر می بهره yK  ضريب تناسبی

شوند. تفاوت عمده معادلات فيلتر  می ضريب انتگرالی ناميده Kو

( نسبت به 4گير در معادله ) پيشنهادی، اضافه شدن يک جمله انتگرال

 [23] معادله مشابه در فيلتر کالمن با ورودی نامشخص ارائه شده در

 باشد. می

، همچنان محاسبه بهره فيلتر کالمن، به دو PIKFبرای طراحی [20]در 

تخمين ˆprior x و ˆposterior x از متغير حالتx  نياز داريم. از

می شود، يكی در  اين رو محاسبات در هر مرحله در دو سطح به روز

روش  [20] ها و ديگری در سطح زمان. از طرفی در گيری اندازه سطح

 انتگرالی را ارائه داده شده است.  -طراحی و معادلات فيلتر کالمن تناسبی

های مشخص و  را می توان به دو بخش ورودیهای سيستم  ورودی     

های  . با در نظر گرفتن اثر ورودی[22]نامشخص تقسيم بندی نمود

مشخص در تخمين متغيرهای حالت مشكلی برای تخمين اين متغيرها 

به  تاليكه وجود ورودی نامشخص که ايسوجود نخواهد داشت. در حا

)مفهوم وسيع )WSS  ،نباشد، در ديناميک سيستم و اثر آن در خروجی

شود. از اين رو با الهام گرفتن  با خطا در تخمين مواجه می PIKFرويتگر

 ، به دنبال طراحیUIKFاز روش طراحی فيلتر کالمن ورودی نامشخص

باشيم که  می UIPIKFانتگرالی با ورودی نامشخص-فيلتر کالمن تناسبی

بتواند ويژگی های هر دو فيلتر را داشته باشد و درحضور اين ورودی، 

 تخمين صحيحی از متغيرهای حالت را در اختيار قرار دهد.
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 طراحی فیلتر -3

 انتگرالی-فيلتر کالمن تناسبی 3-1

انتگرالی به فرم  -روش طراحی و معادلات فيلتر کالمن تناسبی [20]در      

بلوکی از  نيز دياگرام 1 ئه شده است. در شكل( ارا11)الی  (6معادلات)

 شود. در اين شكل مشاهده می PIKFاين فيلتر
ny ،خروجی سيستم

nv  

گيری، يز اندازهنو
nz گيری شده، خروجی اندازه y

KFK  تناسبی ضريب

فيلترکالمن، 
KFK ضريب انتگرالی فيلتر کالمن وˆ

nx   متغير حالت تخمين

x̂باشد. در ادامه  زده شده می   را باx̂ دهيم. اين فيلتر هنگامی  نشان می

تواند اثر ورودی نامشخص را در تخمين حذف کند که اين  می

NONهای  باشد. در زمانی که با ورودی WSSورودی WSS 

ياس همراه شده و خطای تخمين به صفر سروکار داشته باشيم تخمين با با

( فيلتر کالمن 1لات حالت )همگرا نخواهد شد. برای سيستمی با معاد

 باشد.  انتگرالی به فرم زير می-تناسبی

(6) 
    

  
1

y T i T T

KF x

T

K n AP n C K P C

R CP n C





 

 

 

(7)       
1

T T T

KF xK n P n C R CP n C




  

(8) 
     

        

ˆ ˆ1

ˆy i

KF

x n Ax n Bu n

K n y n y n K n

  

  

 

(9)           ˆ1 KFn n K n y n y n      
(10)    ˆ ˆy n Cx n 

(11) 
     

    
1

1 T T

T T

P n AP n A Q AP n C

R CP n C CP n A


   

 

 

اند. ( تعريف شده12ها به فرم معادله )( پارامتر11( الی )6که در معادلات )  

(12) 

  x

T

x

p p
P n

p p



 

 
  
 

 

 0C C  

0

0 0

Q
Q

 
  
 

 

0

iA K
A

I

 
  
 

 

 فيلتر کالمن با ورودی نامشخص 3-2

دلات فيلتر کالمن با ورودی نامشخص به فرم معادلات معا [23]در      

( ارائه شده است. در اين فيلتر با معلوم بودن ماتريس بهره 19( الی )13)

، بهره فيلتر کالمن را با استفاده از تكنيک مجزا Eورودی نامشخص

بودن سازی اثر ورودی نامشخص بر خطای تخمين و شروط بدون باياس 

کنند که اثر ورودی نامشخص در  و سازگار بودن به نحوی محاسبه می

( فيلتر 1ها حذف گردد. برای سيستمی با معادلات حالت ) تخمين حالت

 باشد. کالمن با ورودی نامشخص به فرم زير می

 

 
 

Measurement Update  
(13)   TF CP n C R   

(14)   1TK P n C F   

(15) 
 

 
1

1 1T T T T

L K I KC B

B C F CB B C F


 

  



 

(16)         ˆ ˆ ˆx n x n L y n Cx n     

(17)       
T TP n I LC P n I LC LRL     

:Time Update  
(18)    ˆ ˆ1x n Ax n    

(19)    1P n AP n A Q     

 انتگرالی با ورودی نامشخص-طراحی فيلتر کالمن تناسبی 3-3

 -های پيشين گفته شد، فيلتر کالمن تناسبی همانگونه که در بخش     

انتگرالی قابليت ارائه تخمين بدون باياس و کاملی را در حضور نامعينی 

حذف اثر ورودی پارمترهای مدل سيستم دارد، وليكن اين فيلتر امكان 

NONهای نامشخص از نوع WSS  را ندارد. از سوی ديگر فيلترکالمن

، نسبت به ورودی نامشخص حساس نبوده و 2-3ارائه شده در بخش 

NONامكان حذف اثر ورودی نامشخص WSS  را دارا است وليكن

است. بر اين اساس همانگونه نسبت به تغييرات پارامترهای مدل حساس 

که در مقدمه مقاله نيز اشاره شد، هدف تصحيح و ارائه معادلات فيلتر 

کالمن به نحوی است که در ضمن اينكه امكان حذف اثر ورودی 

NONنامشخص WSS  را دارا است، نسبت به وجود نامعينی در

 پارامترهای مدل نيز مقاوم باشد.

 PIKFانتگرالی-دياگرام بلوکی از فيلتر کالمن تناسبی: 1شكل     
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مشكلات بالا و دست يافتن به نقاط قوت هر دو فيلتر، در اينجا برای رفع  

گردد.  انتگرالی با ورودی نامشخص پيشنهاد می -فيلتر کالمن تناسبی

 باشد.   به شرح زير می  UIPIKFمعادلات حالت فيلتر کالمن پيشنهادی

Measurement Update  
(20)     TF n CP n C R   
(21)     1TK n P n C F   

(22)       

 
1

1 1T T T T

L n K n I K n C

B B C F CB B C F


 

  


 

(23)          

    

ˆ ˆ ˆ

1

y

y i

x n x n k n z n Cx n

I k n C K n

     

  
 

(24)       

     

1

ˆ

in I k n CK n

k n z n Cx n





 



  

     
(25)    

T TP n I LC P n I LC LRL           
:Time Update  

(26)    ˆ ˆ 1x n Ax n    
(27)    1 TP n AP n A Q     

( استفاده 28( و )12های معادلات ) ( از متغير27الی  20که در معادلات )

 شده است.

(28) 

 
 
 

yk n
L n

k n

 
  
 

 

0

B
B

 
  
 

 

0

iA K
A

I

 
  
 

 

 0C C  

های افزوده که ماتريس   n m n m
A

  
،  n m p

B
 

، 
 q n m

C
 

 باشند و با فرض اينكه بعد متغير  دارای ابعاد مناسب می

های لازم، با بعد اغتشاش وارده  گير انتگرالی و يا به عبارتی تعداد انتگرال

,بر سيستم  mD  باشد.  برابر می 

 

 تحلیل عملکرد فیلتر -4

های يک سيستم لازم است  رای داشتن تخمين کامل از حالتب     

( را برآورده 31( و سازگاری )30تخمينگر دو شرط بدون باياس بودن )

کند. از اين رو در ادامه نشان داده می شود که اين فيلتر شرايط دست 

گونه  يافتن به يک تخمين کامل را دارا خواهد بود. در اين روابط همان

( ديده می شود 29که در رابطه ) x n  .معرف خطای تخمين است

همچنين .E  .معرف اميد رياضی است 

(29)      ˆx n x n x n   

(30)   0E x n   
 

(31)  2 0E x n   
 

 

 تحليل ميانگين خطای تخمين 4-1

( داريم:29ميانگين خطای تخمينگر پيشنهادی از رابطه ) برای محاسبه  

(32)      ˆ1 1 1x n x n x n      

( خواهيم داشت32( در معادله )4( و )1با جايگذاری از معادلات )  

(33) 

       

   

     

    

1

ˆ 1

ˆ1 1 1

1

y

y i

x n Ax n Bu n Ed n

n x n

k n y n cx n

I k n C K n









   

  

      

  

 

عادله، ديناميک خطای تخمين را با مرتب نمودن و ساده سازی اين م

 ( توصيف نمود.34حالتی به صورت ) توان با معادلات می

(34) 

      

    

    

    

   

    

1 1

1

1

1

1 1

1

y

y

y

y

y

y i

x n A k n CA x n

B k n CB u n

I k n C Ed n

I k n C n

k n v n

I k n C K n





   

  

  

  

  

  

 

، می توان Eحال با فرض معلوم بودن ماتريس بهره ورودی نامشخص

iKای انجام داد که  طراحی را به گونه E دليل اينكه ماتريس ه باشد. ب

ار مجانبی باشد و تخمين بدون باياسی از خطای تخمين حالت پايد

گيرهای  های حالت سيستم داشته باشيم لازم است تعداد انتگرال متغير

تخمينگر برابر با بعد اغتشاش وارده بر سيستم باشد.  با فاکتور گرفتن از 

 عامل مشترک خواهيم داشت:

(35) 

      

    

    

   

       

1 1

1

1

1 1

1

y

y

y

y

y i

x n A k n CA x n

B k n CB u n

I k n C n

k n v n

I k n C K d n n





   

  

  

  

   

 

( و ساده 5معادله )( در 2گذاری معادله )حال برای متغير انتگرالی از جا

 سازی آن داريم:
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(36) 

      

   

   

   

   

   

1 1

1

1

1

1

1 1

in I k n CK n

K n CAx n

K n CBu n

K n CED n

K n C n

K n v n













 



   

 

 

 

 

  

 

به منظور شناسايی اغتشاش با معرفی متغير جديدی به 

صورت     n d n n   :و با در نظر گرفتن ديناميک آن داريم 

(37)      1 1 1n d n n       

با کم و زياد کردن n  ( خواهيم داشت:37به معادله ) 

(38) 
     

   

1

1 1

n n n

d n n

  



  

   

 

(39)        

   

1

1 1

n n d n n

d n n

  



   

   

 

(40) 
        

   

1 1

1

n n n n

d n d n

       

  

 

 

 :( و ساده سازی آن داريم40( در معادله )36حال با جايگذاری معادله )

 

(41) 

      

       

       

   

1 1

1 1

1 1 1

1

in I K n CK n

K n CAx n K n CBu n

K n C n K n v n

d n d n



 

 

 



   

   

    

  

 

ر نظر گرفتن بردار حالت افزوده با د
 

 
 

x n
X n

n

 
  
 

و با استفاده از  

توان  ( می42(، سيستم افزوده را به فرم معادله )41( و )35معادلات )

 تشكيل داد.

(41) 

      

       

       

   

1 1

1 1

1 1 1

1

in I K n CK n

K n CAx n K n CBu n

K n C n K n v n

d n d n



 

 

 



   

   

    

  

 

 

 

(42) 

 
 

  
 

 

     

    
 
 

  
 

 
 
 

 

11

1 1

1 1

1 1

1 1
1

11

y

y y i

i

y y

I k n Cx n
Bu n

n K n C

I k n C A I k n C K x n

nK n CA I K n CK

I k n C k n
n v n

K nK n C



 









   
   

      

      
   
       

    
     

      

 

(، به 42ر، از طرفين معادله )به منظور بررسی و تحليل باياس اين تخمينگ

 ( اميد رياضی گرفته شده است.43صورت )

بافرض اينكه نويز فرآيند n گيری و نويز اندازه v n   نويز سفيد

( برابر صفر خواهد 43گوسی با ميانگين صفر باشند دو جمله آخر معادله )

اگر هدف دست يافتن به تخمين بدون باياس باشد، بود. از سوی ديگر، 

لازم است اثر ورودی بر ديناميک خطای تخمين صفر گردد، اين شرط 

لازم می نمايد که بدون توجه به مقدار ورودی، ضرايب آن صفر باشند 

( لازم است برقرار 44تا به هدف مدنظر بتوان دست يافت. لذا، رابطه )

 باشد.

(44) 

 
 

 
 

 

1
0

1

1
0

01

0

k

y

B k n CB

K n CB

BI k n C

K n C

I LC B





  
 

  

    
   

    

 

 

در نتيجه، ديناميک خطای تخمين در معادلات ديناميكی زير صدق 

 خواهند نمود.

(45) 

 

 

     

    

 

 

1 11

1 1 1

y y i

i

I k n C A I k n C KE x n

E n K n CA I K n CK

E x n

E n

 



            
           

   
 
    

 

با در نظر گرفتن بردار حالت افزوده X n ( را به 45توان معادله ) می

 گونه بازنويسی کرد. اين

(46)      1E X n I LC AE X n        
 

پر واضح است که فيلتر پايدار و بودن باياس خواهد بود اگر 

ماتريس I LC A   به صورت مجانبی پايدار مجانبی باشد، تخمين

 بدون باياس خواهد بود.

(47)  lim 0n E X n
   

 

 

(43) 

 

 

     

    

 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

1 11

1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

y y i

i

y y y

I k n C A I k n C KE x n E x n

E n E nK n CA I K n CK

I k n C I k n C k n
BE u n E n E v n

K n C K n C K n

 

  

 



                 
                  

         
                            
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 محاسبه شرط کمينه واريانس -4-2

 باشد. ( به فرم زير می4خطای تخمين برای تخمينگر معادله)ماتريس 

(48)        1 1 1
T

p n E X n X n    
  

 

( و با کمی ساده سازی برای 48( در معادله )46با جايگزينی از معادله )

متغير  1p n ( خواهيم رسيد.49به معادله ) 

(49) 
       

         

1 1 1

1 1

T

TT

p n L n R n L n

I L n C AP n A Q n I L n C

   

       

 

 :عريف متغيرهای جديد به فرم زير خواهيم داشتحال با ت

(50)      1 Tp n AP n A Q n       

(51) 

   

       

       

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

T T

T T

p n P n

L n CP n C R n L n

L n CP n P n C L n





 

  

       

     

 

(52)      1 1 1TF n CP n C R n      

( 51( و جايگزينی در معادله )52( و )50حال با استفاده از معادلات )

 خواهيم داشت

(53) 
       

   

     

1 1 1 1

1 1

1 1 1

T

T T

p n L n F n L n

P n C L n

L n CP n P n



 

    

  

      

ه به اينكه هدف دست يافتن به يک تخمين می نيمم واريانس در باتوج

( است، لذا راهكار پيشنهادی استفاده از روش 44حضور قيد تساوی )

لاگرانژ است. به اين منظور، مقدار واريانس خطای تخمين از عناصر 

 قطری ماتريس کوواريانس خطا، 1p n به صورت ،

  1trace p n  ،قابل محاسبه است. حال با توجه به روش لاگرانژ

 توان ارائه نمود. ( را برای لاگرانژی می54رابطه )

(54) 
     

     

    

[ 1 1 1

2 1 1 1 ]

    2 1 1

T

T T

T

trace L n F n L n

P n C L n P n

trace L n CB B n

 

    

    

      

 

که در آن  1n   يک ماتريسn l  است که با عنوان ضريب

شد. به منظور استخراج شرط کمينه واريانس، بر لاگرانژی شناخته می با

اساس روش لاگرانژ، لازم است مشتق لاگرانژی نسبت به دو متغير 

 1L n  و 1n  عبارت خواهد بود  نتيجه آن برابر صفر باشد. که

 از:

 الف(-55) 
   

   

0 2 1 1
1

2 1 2 1 0

T

T

F n L n
L n

CP n CB n


   

 

       

 ب(-55)
 

 0 44
1n


 

 

 

ب( که همان معادله -55الف( و  )-55لذا دو شرط موجود در معادلات )

نمايند. به منظور  باشد و شرايط بهينگی ارائه می ( می44حاصله از )

برآورده نمودن همزمان اين دو شرط و محاسبه مجهولات مساله بهينه 

( 56تريسی )الف( به صورت ما-55( و )44های ) سازی مقيد، رابطه

 گردند. بازنويسی می

(56)    
 

 11 1

10

T

TT T T

L nF n CB CP n

nB C B

      
    

       

( زمانی دارای جواب منحضر به فرد خواهد 56پر واضح معادله ماتريسی )

بود که ماتريس ضرايب ناويژه باشد. با محاسبه معكوس ماتريس بر اساس 

و توجه به متقارن بودن  [24] های بلوکی گيری ماتريس روابطه معكوس

که حل رابطه فوق برایتوان نشان داد  می Fماتريس  1n   عبارت

 است از:

(57) 
      

    

1

1
1

1 1 1

1

T

T

n B P n C F n CB

CB F n CB

 




       

  
  

 

( و جايگذاری ضريب لاگرانژی 55با استفاده از معادله ) 1n  در

( در اين رابطه ماتريس 57معادله ) 1L n بارت ل بهينه عمتناظر با ح

 (.58است از )

(58) 

     

    

        

1

1

1
1 1

1 1 1

1 1

1 1

T

T

T T

L n P n C F n

B P n C F n CB

CB F n CB CB F n

 

 


 

   

     

   
  

 

حال با تعريف 1K n ( را 58(، رابطه )59، به صورت )توان به  می

 ( بازنويسی نمود. 60صورت )

(59) 
     11 1 1TK n P n C F n      

( همان رابطه ضريب فيلتر 60گردد که رابطه ) مشاهده می

 باشد. می 3-3ارائه شده در بخش  UIPIKFپيشنهادی

(60) 

   

     

   

1
1

1

1 1

1 1

1

T

T

L n K n

B K n CB CB F n CB

CB F n






  

         

 
 

نشان داده شد برای تعداد کافی  2-4و  1-4لذا بر اساس نتايج بخش 

ر بدون باياس ( يک فيلت27( الی )21مشاهدات فيلتر ارائه شد درمعادلات )

 باشد. و کمينه واريانس می

 
 

 زیسانتایج شبیه -5

 UIPIKFهايی، عملكرد فيلتر پيشنهادی   در اين بخش با ارائه مثال

گردد.  مقايسه می UIKF و PIKFهای شده و نتايج آن بافيلتربررسی 

چرخ ارائه شده  معادلات غير خطی حرکت وسيله نقليه دو [21]در مقاله

های اين سيستم برابر است با   است. ورودی
f bT  

که به ترتيب  
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های اين  باشند. حالت زاويه چرخ جلو با محور افق و گشتاور ترمزی می

سيستم  
x y f rv v r    

به ترتيب برابر سرعت طولی، سرعت  

عرضی، نرخ انحراف از مسير افقی، سرعت دورانی چرخ جلو و سرعت 

های اين سيستم نيز برابر  باشند. خروجی دورانی چرخ عقب خودرو می

است با سرعت دورانی چرخ جلو و عقب خودرو 
f r   

. در اين 

گيری  سيستم مقدار دقيق گشتاور ترمزی در تمامی لحظات قابل اندازه

  نبوده، از اين رو اين ورودی به عنوان ورودی نامشخص در تخمين حالت

 UIPIKFو  PIKFدر نظر گرفته شده است. حال با طراحی دو رويتگر

های سيستم پرداخته و پاسخ اين دو رويتگر را با هم  خمين حالتبه ت

های ضرايب به فرم زير  مقايسه خواهيم کرد. مقدار عددی ماتريس

 باشد: می

11

5 5

5 5

5 5

0.9960+ 0.0001 0.0001 0.0005 0.0004

-0.0002 0.9966 -0.0237 3.5420 10 2.5079 10

-0.0001 0.0006 0.9973 1.7140 10 1.2136 10

0.1173 -0.007 -0.0063 0.9691 -0.0001

0.0952 -7.7638 10 -7.0470 10 -0.0002 0.9751
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 

 
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
  


 




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
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   

8

9

9

5

-0.0056 -6.3930 10
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0.0183 -1.8345 10

0.1762 -0.0001

0.0025 -9.5160 10
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

 
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0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
C

 
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0.005
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0
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E
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 
 
 
 
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0.1 0

0 0.1
R

 
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 

0 25 0 0 94 94
T

rad rad radm m
s s s s sx  

    

 
 0

ˆ 25 0 0 93 93
T

x 
 

 ،در خصوص نامعينی
11 نشان داده شده است که ]25[، در:  

110.0001 0.0005  
 

کنيد اين سيستم شرايط موجود در فرضيات  همانطور که مشاهده می

بالا مقدار سرعت طولی وسيله  های  کند. در ماتريس را ارضا می 2بخش 

در ضرب ها  نقليه در ابتدای لحظه ترمز برابر است با سرعت دورانی چرخ

Rشعاع چرخ 
 از اين رو داريم: ،

(61)  
1 40 0x R x

 

نشان داده شده است.  های سيستم مقدار عددی ورودی 2در شكل 

0ور ترمزی در بازه مقدارگشتادر اين شكل  1.8t  برابر با  ثانيه

 1400b
NT

m
  و مقدار زاويه چرخ جلو با محور افق

 0.05f rad  1.8 فرض شده و همچنين در بازهt   هر دو ورودی

 باشند.  برابر با صفر می
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 برای سیستم نامی  PIKFوUIPIKFمقایسه :1سناریوی 

 11 0   و با حضور ورودی نامشخص 

گردد مقدار خطای تخمين  مشاهده می 3همانطور که در شكل 

به صفر همگرا  UIPIKFو جانبی با استفاده از تخمينگر سرعت طولی

خطای تخمين نسبت به PIKFشده در صورتی که با استفاده از تخمينگر 

بدليل اينكه ورودی  PIKFشود. در تخمينگر مقدار واقعی ديده می

باشد اين فيلتر دارای  نمی WSSبه مفهوم وسيع نامشخص از نوع ايستا 

فاده از روش خطای تخمين مخالف صفر شده است. در حالی که با است

، اثر ورودی نامشخص در تخمين حذف UIPIKFطراحی پيشنهادی

 شده است.

سیستم در حضور  UIKFو   UIPIKF: مقایسه2سناریوی 

 بیشینه مقدار نامعینی و بدون حضور ورودی نامشخص 

در اين سناريو بيشينه مقدار نامعينی پارامتريک که ناشی از اثر 

به سيستم  ]25[ تغييرات اصطكاک در سطح تماس چرخ و جاده است

 UIPIKFمورد بحث اضافه گرديده و با استفاده از تخمينگرهای

 پردازيم.  های سيستم می به تخمين حالت  UIKFو

 : )الف( گشتاور ترمزی، )ب( زاويه چرخ جلو با محور افق2شكل
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از اين رو با لحاظ نمودن نامعينی در اين درايه و با استفاده از 

Uو  UIPIKFتخمينگر I K F  به تخمين متغيرهای حالت اين سيستم

همانطور که در نشان داده شده است. 4اخته شده و نتايج در شكلپرد

رفت، فيلتر کالمن با  کنيم و از قبل نيز انتظار می مشاهده می 4شكل

های پارامتری مقاومتی نداشته و  در برابر نامعينی UIKFورودی نامشخص

که رويتگر دهد. اين در حالی است  تخمين را به درستی انجام نمی

های سيستم در حضور  تخمين خوبی از حالت UIPIKFپيشنهادی

، به عنوان جمع بندی 1گذارد. در جدول  های پارامتر در اختيار می نامعينی

مطالب بخش شبيه سازی، توانمندی ها و نقاط ضعف سه روش 

 اند. مقايسه گشتهPIKFو   UIPIKF ،UIKFتخمين

 
 PIKFو UIKFبا تخمينگرهای UIPIKF: مقايسه تخمينگر1جدول
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  گیری نتیجه -6

انتگرالی با ورودی -در اين مقاله يک فيلتر کالمن تناسبی

)نامشخص )UIPIKF  خواص تخمينگرهای ورودی ارائه گرديد تا بتواند

نامشخص )در مواجه با ورودی نامشخص( و همچين قابليت رويتگرهای 

های پارامتريک( را داشته باشد.  انتگرالی )در مواجه با نامعينی -تناسبی

پس از ارائه معادلات فيلتر پيشنهادی، بدون باياس بودن و کمينه وارايانس 

که فيلتر پيشنهادی شرايط بودن تخمينگر بررسی شده و نشان داده شد 

لازم برای يک فيلتر بدون باياس و کمينه واريانس را دارا می باشد. با 

استفاده از مثالی نيز عملكرد موفق فيلتر پيشنهادی در مقايسه با فيلترهای 

 انتگرالی و فيلتر با ورودی نامشخص نشان داده شد. -تناسبی
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