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ي ديناميكی با توابع غيرخطی ليپ شيتز يک طرفه در حضور تأخير زمانی و ترم هاي نامعلوم ناشی از هاسيستم مقاله نيادر : چکيده

گيرند. شرط ليپ شيتز يک طرفه نسبت به شرط متداول و مرسوم ليپ شيتز شاشات خارجی مورد مطالعه قرار میهاي مدل و اغتعدم قطعيت

محافظه کاري کمتري داشته و دسته وسيع تري از توابع غير خطی را شامل می شود. هدف از اين مقاله، طراحی کنترل کننده فيدبک حالت 

سيستم حلقه بسته تضمين شود. براي اين منظور،  هاي حالتمقاوم و زمان محدود متغيربراي سيستم مذکور است به نحوي که پايداري 

تأخيري مذکور،  کراسوفسكی مناسب براي سيستم-اساس رويكرد لياپانوفی در آناليز پايداري سيستم هاي تأخيري، تابعک لياپانوفبر

هاي  ماتريسی خطی بيان شده است. همچنين از اساس نامساويگرديده و شرايط کافی جهت پايدارسازي زمان محدود مقاوم بر  انتخاب

در پايان نيز مثالهاي عددي و شبيه سازي هايی براي حل نامساوي هاي ماتريسی استخراج شده، بهره فيدبک حالت محاسبه گرديده است. 

شده در اين مقاله داراي محافظه کاري  نشان دادن کارايی روش پيشنهادي ارائه شده است. همچنين نشان داده شده است که قضيه ارائه

 شود.کمتري بوده و محدوده عملكردي وسيعتري را شامل می

 کنترل کننده مقاوم. ،سيستم هاي ليپ شيتز يک طرفه ،سيستم هاي تأخيري، پايداري زمان محدودکلمات کليدي: 

Finite time Controller Design for Time-Delay One-sided Lipschitz 

Systems 

Hadi Gholami, Tahereh Binazadeh 

Abstract: This article studies dynamical systems with one-sided Lipchitz nonlinear functions in 

the presence of time-delay and unknown terms due to model uncertainties and external 

disturbances.  The one-sided Lipchitz condition is less conservatism with respect to well-known 

Lipchitz condition and includes a wider class of nonlinear functions. The goal of this paper is design 

of state feedback controller for the considered system which guarantees the robust and finite time 

stability of the state variables of the closed-loop system. For this purpose, based on the Lyapunov 

approach in stability analysis of time-delay systems; the appropriate Lyapunov-Krasovskii 

functional is selected and the sufficient conditions for robust finite-time stabilization are given 

based on linear matrix inequalities. The feedback gain is also calculated by solving the obtained 

matrix inequalities. Finally, numerical examples and simulations are given to show the performance 

of the proposed method. Additionally, it is shown that the proposed theorem has been less 

conservative and its functional range is wider. 

 

Keywords: Finite-time stability, time-delay systems, one-sided Lipchitz systems, robust 

controller. 

Kiyan

دریافت: 1395/10/28   ویرایش اول: 1396/4/28   ویرایش دوم: 1396/6/22   پذیرش: 1396/8/5



24 

 

 زمان محدود براي سيستم هاي ليپ شيتز يک طرفه تأخيري  طراحی کنترل کننده

 طاهره بينازاده، هادي غلامی

 

Journal of Control,  Vol. 12,  No. 1, Spring 2018 2931، بهار 2، شماره 21رل، جلد مجله کنت 

 

 

 مقدمه -1

خطی، سيستم هايی هستند که توابع دسته ي مهمی از سيستم هاي غير 

غيرخطی آن در شرطی موسوم به شرط ليپ شيتز به ازاي يک ثابت مثبت 

کند. تحليل پايداري و طراحی کنترل کننده براي چنين صدق می

. از طرف ديگر [4-2]هايی موضوع بحث مراجع بسياري بوده استسيستم

هايی، شروط تضمين حی رويتگرهاي غيرخطی براي چنين سيستمدر طرا

شيتز کوچک هاي غير خطی با ثوابت ليپهمگرايی عمدتاً براي سيستم

ها، اخيراً تعاريف جديدي نظير شود. براي رفع اين محدوديتبرقرار می

در مقالات معرفی  1و شبه ليپ شيتز يک طرفه 2ليپ شيتز يک طرفه

 . [3-5]اندشده

ي زمانی قضاياي لياپانوف به الگوي مجانبی سيستم ها دريک فاصله

هاي عملی، بازه کند، در حالی که در بسياري از سيستمنامحدود توجه می

عملكرد و مطالعه سيستم محدود است و اين ضرورت طرح مباحث 

زمانی محدود را  در يک بازهزمان ناگريزي سيستم پايداري و 

از سوي ديگر در مدلسازي سيستم هاي ديناميكی، . [29-21]طلبدمی

هاي نامعلومی ناشی از اغتشاشات خارجی و يا عدم قطيت هاي مدل ترم

هاي نايقينی ناشی از ساده سازي هاي پارامتري و يا ترم)شامل عدم قطعيت

شود که اگر در روند طراحی کنترل کننده لحاظ نشوند، میمدل( ظاهر 

کنترل کننده حاصل از کارايی مناسبی در عمل برخوردار نبوده و کارايی 

هاي . پايداري زمان محدود مقاوم سيستم[25, 24]مقاومی را دارا نيست

اخيراً . [12-26]غير خطی ليپ شيتز مورد توجه محققان بسياري بوده است

هاي طراحی کنترل کننده زمان محدود مقاوم براي سيستم

 . [19, 11]طرفه نيز مورد مطالعه محققان قرار گرفته استيکشيتزليپ

تواند در سيستم هاي ديناميكی وجود يكی ديگر از عوامل مهمی که می

ها شود، تأخير است. تأخير داشته باشد و باعث عملكرد نامطلوب سيستم

هاي عملی مختلفی مانند فرآيندهاي شيميايی، بيولوژيكی، در سيستم

هاي . همانند سيستم[11-14]شوداقتصادي، مكانيكی و غيره مشاهده می

هاي تأخيري بدون تأخير، طراحی کنترل کننده زمان محدود براي سيستم

هاي . در مورد سيستم[92-18]نيز مورد توجه محققان واقع شده است

به طراحی  [94-91] غيرخطی ليپ شيتز يک طرفه تأخيري، مراجع

اساس آخرين اند. برها پرداختههاي زمان محدود براي اين سيستمرويتگر

محدود براي کننده زمانتحقيقات نويسندگان اين مقاله، طراحی کنترل

هاي تأخيري ليپ شيتز يک طرفه هنوز صورت نپذيرفته است. سيستم

 پردازد.ع میمقاله حاضر به مطالعه اين موضو

هاي غيرخطی در اين مقاله، پايدارسازي زمان محدود مقاوم سيستم

شيتز يک طرفه تأخيري مورد مطالعه قرار گرفته است. براي اين ليپ

گردد که سيستم منظور، کنترل کننده فيدبک حالت به نحوي طراحی می

حلقه بسته علاوه بر پايداري زمان محدود، عملكرد مقاومی در برابر 

 
1 One-sided Lipschitz 

2 Quasi one-sided Lipchitz 

هاي مدل و اغتشاشات خارجی داشته باشد. اغتشاشات قطعيتعدم

خارجی، سيگنالهاي متغير با زمان نامعلوم ولی با انرژي محدود فرض 

اند. جهت طراحی بهره فيدبک حالت، قضايايی ارائه گرديده است. شده

در اين قضايا شروط کافی جهت پايدارسازي زمان محدود مقاوم در قالب 

 LMIاتريسی ارائه شده  است. سپس اين شروط بر اساسهاي منامساوي

بيان شده اند که در صورت حل پذيري آنها، بهره فيدبک حالت محاسبه 

کراسوفسكی  -گردد. در روند اثبات ارائه شده، تابعک لياپانوفمی

هاي  ماتريسی استخراج شده که مناسب انتخاب و بر اساس آن نامساوي

گردد. همچنين قراري آنها منجر به تحقق هدف کنترلی مساله میبر

اي که صورت پذيرفته کارايی هايی ارائه گرديده و با مقايسهسازيشبيه

مناسب و محافظه کاري کمتري که رويكرد ارائه شده در اين مقاله دارد، 

 نشان داده شده است.

شود. ارائه می 1 در ادامه مقاله، تعاريف اوليه و توصيف سيستم در بخش

روند طراحی کنترل کننده فيدبک حالت زمان محدود با  9در بخش 

گيرد و قضاياي مربوطه ارائه جزئيات مورد بحث و بررسی قرار می

جهت پردازش  1نتايج بدست آمده از بخش  4شود. در بخش می

گردد. به منظور نشان دادن کارايی روش مطرح کامپيوتري بازنويسی می

ارئه گرديده است. در پايان  5ثال ها و شبيه سازي هايی در بخش شده،  م

 آورده شده است. 6نتيجه گيري مقاله در بخش 

 

 ستميس فيو توص هياول فيتعار -2

گردد. سپس به توصيف سيستم و تبيين ابتدا تعاريف پايه ذکر میدر اين بخش 

 شود.هدف کنترلی مقاله پرداخته می

 تعاريف اوليه -2-1

) تابع غيرخطی : [53] 1 تعريف )f x يرا ليپ شيتز بر روي ناحيهD   (

nDشامل مبداء بوده و  Dناحيه  R  0است( گويند اگر ثابتl   ثابت(

به ازاي  ليپ شيتز( وجود داشته باشد به نحوي که
1 2,x x D   رابطه زير

 برقرار باشد:

1 2 1 2( ) ( )f x f x l x x    (2) 

)تابع غير خطی : [53] 2 تعريف )f x را ليپ شيتز يک طرفه گويند اگر براي 

1 2,x x D ثابت حقيقی ،R (R )نشانگر مجموعه اعداد حقيقی 

 وجود داشته باشد به نحوي که:

 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

Tf x f x x x x x x x     (1) 

می تواند مثبت، منفی ثابت ليپ شيتز يک طرفه بوده و  که در آن 

 و يا صفر باشد.

) تابع غيرخطی :[53] 5تعريف )f x 9را داراي حد داخلی مربعی  

اگر براي  گويند Dبر روي 
1 2,x x D  ثوابت , R  وجود 

 :داشته باشد به نحوي که

 
3 Quadratically inner-bounded 
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       

   

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T

T

f x f x f x f x x x x x

x x f x f x





    

  

 (9)  

,که در آن   يک ثابت مثبت، منفی و يا صفر باشد. براساس  تواندمی

0 تعريف فوق توابع داراي حد داخلی مربعی به ازاي   و ثابت

0   ، ليپ شيتز هستند لذا توابع غيرخطی ليپ شيتز داراي حد داخلی

( وضعيت توابع غيرخطی 2ربعی نيز هستند ولی عكس آن صادق نيست. شكل )م

مربعی را نسبت به داخلیليپ شيتز، ليپ شيتز يک طرفه و توابع داراي حد

خطی هاي غيرشود، سيستميكديگر نشان می دهد. همان طورکه مشاهده می

شيتز يک خطی ليپ هاي غيرتر سيستماي خاصی از کلاس وسيعشيتز، دستهليپ

تواند هر عدد حقيقی باشد در حالی که طرفه میشيتز يکباشد. ثابت ليپطرفه می

از مزاياي ليپ شيتز يک طرفه اين است که معمولا  باشد.شيتز مثبت میثابت ليپ

شيتز يک طرفه نسبت به ثابت ليپ شيتز کوچكتر است که اين امر باعث ثابت ليپ

شيتز بيشتر کاهش را نسبت به شرط ليپشود که اثرات توابع غير خطی می

صرفاً شرط کافی جهت يكتايی  شيتزلازم به ذکر است که شرط ليپ .[91]دهد

شيتز نيز در مراجع بررسی پاسخ است و شروط يكتايی پاسخ در غياب شرط ليپ

. لذا سيستم ديناميكی با توابع غيرخطی ليپ شيتز يک طرفه [98]قرار گرفته است

 توانند در شروط يكتايی پاسخ صدق نمايند.نيز می

 

 
 : توابع ليپ شيتز، ليپ شيتز يک طرفه و حد داخلی مربعی2شكل

 

) نرم وزن يافته بردار : [53] 4تعريف  )x t شود:به صورت زير تعريف می 

( ) ( ) ( )T

R
x t x t Rx t  (4)  

Rيک ماتريس مثبت معين است. اگر Rکه در آن  I  باشد

2آنگاه

2
( ) ( ) ( ) ( )T

R
x t x t x t x t  است. تعريف فوق براي نرم 

 .تمامی خصوصيات اپراتور نرم را داراست

سيستم غير خطی  : [44] 3تعريف  ( ) ( ), ( ), ( ),x t f x t x t w t t  

)که در آن  )x t  ،بردار حالت( )x t   بردار حالت با تأخير زمانی و( )w t 

0)سيگنال اغتشاش خارجی نامعلوم ولی با انرژي محدود   نرژي حد بالاي ا

 سيگنال اغتشاشی و يک عدد معلوم است

2 0
( ) ( ) ( ) , 0ft Tw t L w t w t dt     )  ،را در نظر بگيريد

سيستم فوق نسبت به پارامترهاي 
1 2( , , , , )fc c t R  داراي حد زمانی محدود

2( )FTB  است اگر
1 20 c c  که:وجود داشته باشد به نحوي 

 

0 0 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

0 , 0

T T

f

x t R x t c x t R x t c

t t t

  

      

 (5) 

0 که در آن  .تأخير زمانی و مقداري ثابت است 
 

 
1Finite-Time Boundedness  

 تعريف مساله و فرضيات -2-2

سيستم غيرخطی داراي ترم هاي نايقينی و تأخيري زير را در 

 بگيريد:نظر

( ) [ ( )] ( ) ( )

[ ( )] ( ) ( )

[ ( )] ( )

( ) ( ), ( ) [ 0]

x t A A t x t Bu t

G G t w t f x

A A t x t

x t t t

  

 

   


   


   
    

 
(6) 

) که در اين سيستم ) nx t R ،بردار حالت ( ) nx t R   بردار حالت با

) تأخير زمانی، ) pu t R  ،بردار ورودي
2( ) qw t L  عوامل اغتشاشی

 ،خارجی با انرژي محدود
2( ) [ 0]t L   ه،اوليبردار توابع 

( ) : n p nf x R R R  رداري غير خطی استتابع ب  (0) 0f  .

, همچنين ماتريس هاي , ,A B G C و A
هاي حقيقی و ثابت با ابعاد ماتريس 

)مناسب هستند.  ), ( )A t G t  و ( )A t هاي ناشناخته و متغير با ماتريس

ض شده است که تمام تأخيرزمانی و ثابت است. همچنين فر ن هستند. زما

 باشند.بدون اختلال در دسترس می متغيرهاي حالت

) هدف طراحی قانون کنترل فيدبک حالت ) ( )u t Kx t  به نحوي است که

)ي زير در حضور عوامل اغتشاشی سيستم حلقه بسته )w t  و ترم هاي نايقينی

)سيستم، پايداري حدي زمان محدود  )FTB :باشد 

 

( ) [ ( ) ] [ ( )] ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) [ 0]

x t A A t BK x G G t w t

f x A A t x t

x t t t

  

 

      


    


   

 (1)  

)هاي نايقينی ماتريس :[53]1فرض  ), ( )A t G t   و( )A t  را

 توان به فرم زير نوشت:می

1 1

1 2

1 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

A t M S t H

G t M S t H

A t M S t H

 

 

 

 (8)  

 که در آن ماتريس هاي
1 1 2 3, , ,M H H H هاي ثابت حقيقی و معلوم ماتريس

) هستند و )S t  ماتريسی ناشناخته و متغير با زمان است که در رابطه ي يک تابع

 زير صادق است:

( ) ( ) , 0TS t S t I t    (3) 

)تابع غير خطی  :2فرض  )f x داخلی داراي شروط ليپ شيتز يک طرفه و حد

 . [98]( شروط يكتايی پاسخ را دارد1باشد و سيستم )مربعی می

 

 ستميس فيو توص هياول فيتعار -5

نده فيدبک حالت زمان محدود کندر اين قسمت به طراحی کنترل

هاي غير خطی ليپ شيتز يک طرفه همراه با عامل تأخير مقاوم براي سيستم

گردند که اي در اين بخش ارائه و اثبات میشود.  قضيهپرداخته می

ي زير شرايط شوند. قضيههاي اين مقاله محسوب میمهمترين نوآوري
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باشد را  FTBداراي ويژگی ( 1ي )کافی را براي اينكه سيستم حلقه بسته

 دهد: ارائه می

( با در نظر گرفتن پارامترهاي 1ي )سيستم حلقه بسته :1قضيه 

1 2( , , , , )fc c t R ،FTB  است اگر زوج ,A B  کنترل پذير باشند

و ثوابت مثبت 
1 2 1 2 3( , , , , , )       و ماتريس هاي متقارن و مثبت

 وجود داشته باشند به نحوي که شروط زير برقرار باشد: Qو  Pمعين 

11 22 33 44

2* 0 0
0

* * 0

* * *

I

I

Q





    
 


   
 
 

 

 
(21) 

 که در آن

11

1 2

1 2
22

33

44

[ ( ) ] [ ( ) ]

,
2 2

[ ( )],

[ ( )]

TA A t BK P P A A t BK

Q P I I

P I I

P G G t

P A A t 

    

 


        

   

   

   

   

 

 چنينمو ه

2 1 3 1 2 1
ft

c c c e


    


    (22) 

 که در آن

1 min 2 max 3 max

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) , ( ) , ( )

,

P P Q

P R PR

Q R QR

     

 

 

  





 
(21) 

 اثبات:

 کراسوفسكی زير را در نظر بگيريد:-تابعک لياپانوف 

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
tT T

t
V x t x t Px t x Qx d


  


    (29) 

( 1ي )با مشتق گيري از تابع فوق در راستاي سيستم حلقه بسته

 داشت:خواهيم

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )[ ( ) ] ( )

( )[ ( )] ( ) ( ) ( )

( )[ ( )] ( )

( ) [ ( ) ] ( )

( ) [ ( )] ( )

( ) ( ) ( )

T T T

T

T T

T T T

T T

T

T

T T

V x t x t Px t x t Px t x t Qx t

x t Qx t

x t A A t BK Px t

w t G G t Px t f x Px t

x t A A t Px t

x t P A A t BK x t

x t P G G t w t

x t Pf x x t P

 

 



  

  

   

   

   

   

  

  [ ( )] ( )

( ) ( ) ( ) ( )T T

A A t x t

x t Qx t x t Qx t

  

 

  

   

 

 

تابع 
1J کنيم:را به صورت زير تعريف می 

1 [ ( )] [ ( )] ( ) ( )

( ) ( )

T

t T

t

J V x t V x t w t w t

x Qx d


 

   


  

   
(24) 

] با جايگذاري ( )]V x t  و[ ( )]V x t  در
1J عبارت زير حاصل ،

 گردد:می

1 ( )[ ( ) ] ( )

( )[ ( )] ( ) ( ) ( )

( )[ ( )] ( )

( ) [ ( ) ] ( )

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T T

T T

T

T T

T T

T T

J x t A A t BK Px t

w t G G t Px t f x Px t

x t A A t Px t

x t P A A t BK x t

x t P G G t w t x t Pf x

x t P A A t x t x t Qx t

x t Qx t x t Px t

 

 





  

   

   

   

   

   

    

   

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t T T

t

t T

t

x Qx d w t w t

x Qx d





    

   







 

 

 ريسی زير بازنويسی نمود:توان به فرم ماتعبارت فوق را می

55 33 44

1

1

1

( ) ( )

( ) * 0 0 0 ( )

( ) * * 0 ( )

( ) * * * ( )

( )( )

( )

T

T

T

x t P x t

f x f x
J

w t I w t

x t Q x t

tt

t



 



 

       
     
     
     
     

       



 

 
(25) 

 که در آن

55 [ ( ) ] [ ( ) ]TA A t BK P P A A t BK Q P        

 
(26) 

)از آنجايی که تابع  )f x  داراي شروط ليپ شيتز يک طرفه و حد داخلی مربعی

( به ازاي 1است لذا با در نظر گرفتن تعريف )
1( ) ( )x t x t  و

2 ( ) 0x t   و

( در 1ضرب طرفين رابطه ي )
1 0  :خواهيم داشت 

1 1

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2

T T

T T T

f x x t x t x t

x t x t f x x t x t f x

  

 
 

 

     
 

 نامساوي فوق به صورت نامساوي ماتريسی زير نيز قابل نمايش است:

1
1

2

2

( ) ( )0 0
2

( ) ( )
* 0 0 0

( ) ( )
* * 0 0

( ) ( )
* * * 0

( )( )

( ) ( ) 0

T

T

T

x t x t

f x f x

w t w t

x t x t

tt

t t


 

 



 

 
    

    
    
    
          



  

 
(21) 

)ی مربعی بر روي تابع به طريق مشابه براي اعمال شرط حد داخل )f x  با در نظر

 ( به ازاي9گرفتن تعريف )
1( ) ( )x t x t  و

2 ( ) 0x t   و ضرب طرفين رابطه ي

 ( در9)
2 0  :داريم 
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  
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 

 

 
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 اتريسی زير نيز قابل نمايش است:نامساوي فوق به صورت نامساوي م

2
2

2

3

3

( ) ( )0 0
2

( ) ( )
* 0 0

( ) ( )
* * 0 0

( ) ( )
* * * 0

( )( )

( ) ( ) 0

T

T

T

x t x t

f x f x
I

w t w t

x t x t

tt

t t


  



 



 

 
    
    
    
    
          



  

 

(28) 

 گردد:( نتيجه زير حاصل می28( و )21(، )25هاي ماتريسی )از نامساوي

 

1 1

1 2 3

1 2 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

T T T

T

J t t

t t t t t t

t t

 

     

 

 

     

   

 
 

 شود که منفی بودندر ادامه نشان داده می
1J  منجر به تحقق شرط پايداري زمان

گردد. براي اينكه ( می1دود براي سيستم حلقه بسته )مح
1 0J   باشد بايد

 ماتريس 1 2 3   .منفی معين گردد 

11 22 33 44

2

1 2 3

* 0 0
0

* * 0

* * *

I

I

Q





    
 


       
 
 

 

 
 

( و مثبت بودن 24( حاصل شد. از طرفی با در نظر گرفتن عبارت )21لذا شرط )

) عبارت انتگرالی ) ( )
t T

t
x Qx d


   

  , 0Q   و همچنين منفی

شدن 
1J د عبارتشود که باينتيجه می 

[ ( )] [ ( )] ( ) ( )TV x t V x t w t w t   :منفی باشد پس 

2 [ ( )] [ ( )] ( ) ( ) 0TJ V x t V x t w t w t       (23) 

te ( در23با ضرب طرفين نامساوي )  :داريم 

( [ ( )]) ( ) ( )t t Td
e V x t e w t w t

dt

    (11) 

 خواهيم داشت: tتا  0با انتگرال گيري از عبارت فوق در بازه زمانی

0

0

[ ( )] [ (0)] ( ) ( )

[ ( )] [ (0)]

( ) ( )

tt s T

t

tt s T
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 

 

 (12) 

0t( به ازاي 29ي )از طرف ديگر از رابطه  شود:ه میعبارت زير نتيج 

0
[ (0)] (0) (0) ( ) ( )T TV x x Px x Qx d


  


    (11) 

 توان نوشت:( می12( در نامساوي )11ي)بنابراين با جايگذاري رابطه

0
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 (19) 

با تعريف
1 1 1 1

2 2 2 2,P R PR Q R QR
   

   و جايگذاري در

 ( خواهيم داشت:19رابطه ي )
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0
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 ( داريم:29گر با توجه به رابطه )از طرف دي

min
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
  


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 (15) 

 شود:( نتيجه می15( و)14از نامساوي هاي )

min

max 1 max 1

( ) ( ) ( ) [ ( )]

( ) ( )f f

f

T

t t

t
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e

 
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  
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

 



 (16) 

چون در شرط زمان محدود 
2( ) ( )Tx t Rx t c  است بنابراين از

 ( می توان نتيجه گرفت که:16نامساوي )

max 1 max 1
2

min

( ) ( )
( ) ( )

( )

f f ft t t

T e P c e Q c e
x t Rx t c

P

  
    



 
   (11) 

از طرفی با فرض اينكه 
1 2 3, 0I P I Q I       آنگاه

 خواهيم داشت:

2 1 3 1 2 1
ft

c c c e


    


    (18) 

 حاصل شد. (22لذا شرط )

 

 :LMI( به 1تبديل شروط قضيه ي ) -4

هاي نيستند چون ترم LMI ( به صورت استاندارد2شروط قضيه ي )

غير خطی و متغير با زمان در آن ها وجود دارد و حل آن ها دشوار است . 

از دو لم زير کمک  LMI( به 2ي )هاي قضيهبراي تبديل نامساوي

 شود.گرفته می

M, براي دو ماتريس حقيقی : [44] 1لم  N  با ابعاد مناسب و هر

)ماتريس  )S t يکه رابطه ( ) ( )
T

S t S t I  را برآورده کند، اسكالر

0  وجود دارد به نحوي که: 

1
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توان طراحی کنترل کننده می LMI ( به2ي )تبديل شروط قضيه با

هاي غير خطی فيدبک حالت زمان محدود مقاوم را براي سيستم

با عامل تأخير را به نحوي انجام داد که سيستم  يک طرفه همراهشيتزليپ

)( در حضور عوامل اغتشاشی 1ي )حلقه بسته )w t  پايدارFTB  .باشد

 آمده است. 1اين مطلب در قضيه

( نسبت به ثوابت 1ي )بسته حلقه سيستم :2قضيه

1 2( , , , , )fc c t R، FTB  است اگر زوج ,A B  کنترل پذير

 و ماتريس حقيقی Qو  P ت معينهاي متقارن و مثبباشند و ماتريس

L هاي حقيقی و مثبت و پارامتر
3 2 1 1 2 1 2 3( , , , , , , , )         و

به نحوي وجود داشته باشند که شروط زير   اسكالر معين و مثبت

 برقرار شود:
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
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

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
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


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
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 که در آن

1

1 2
22

3 1 2

,

2 2

,

T TA P PA L L Q P

P I I

I I



 


   

      

   

  

 

 و

1 2R P R    (91) 

 و

30 Q R   (92) 

 همپچنين و

2 1 1 2 1 3

2

3

* 0 0

* *

ft
c e c c


    





 
 

  
 
 

 (91) 

0اگر حداقل يک مقدار  
 

هاي نامساويموجود باشد به نحوي که شروط 

پاسخ است. از حل شروط  ( برقرار شوند آنگاه سيستم داراي91)-(13ماتريسی )

P,( مقادير 91)-(13هاي ماتريسی )نامساوي L
 

کنترل کننده  معلوم گشته و بهره

) مناسب فيدبک حالت )K آيد:ي زير بدست میاز رابطه 

1 1( )T TK B B B P L   (99) 

 

 اثبات:
ابتدا بايد ترم هاي نايقينی را جدا  LMI ( به21براي تبديل نامساوي ماتريسی )

 نموده و آن را به صورت زير باز نويسی نمود:

1 22

2* 0 0

* * 0

* * *

PG PA

I

I

Q







  
 


   
 
 

 

 

 

( )
0 ( ) ( )

( )

0* 0 0 0

* * 0 0

* * * 0

TA t P
P G t P A t

P A t


  
   

   
  
 
 
 
 

 

(94) 

 که در آن

1

1 2

1 2
22

[ ] [ ]

,

2 2

TA BK P P A BK Q

P I I

P I I

    

 


     

  

   

 

( به صورت زير نوشته 94(، نامساوي ماتريسی )8با استفاده از رابطه )

 شود:می

1 22

2

2 1 2 1 3

2 1 1 1 1

* 0 0

* * 0

* * *

0 ( ) ( )

* 0 0 0
0

* * 0 0

* * * 0

( ) ( )T T T

PG PA

I

I

Q

PM S t H PM S t H

H S t M P PM S t H







  
 


  
 
 

 

 
 
  
 
 
 

  

 
(95) 

 توان به فرم زير بازنويسی کرد:( را می95نامساوي ماتريسی )
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

1

3 3
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T
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    
    
                

        

 

 

ه صورت زير توان ب( نامساوي ماتريسی فوق را می2با استفاده از لم )

 نوشت:

   
   

 

1
1 1 1 1 1
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(96

) 

 ( خواهيم داشت:96( بر روي نامساوي ماتريسی )1با اعمال لم )
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(91
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 که در آن

1 [ ] [ ]

,

T

T T

A BK P P A BK Q P

A P PA L L Q P





      

     

 

Lبا تغيير متغير  PBK و معلوم بودن پارامتر نامساوي ،

( تبديل می شود. از طرف ديگر 13) LMI ( به91ماتريسی )

 ،R ( نيز به ازاي ماتريس معلوم و مثبت معين92( و )91هاي )نامساوي

LMI ( را نيز 91( نامساوي )1هستند. با استفاده از لم ) می توان به شكل

 زير باز نويسی کرد:
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


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(98) 

 ( بر روي نامساوي مذکور حاصل شد.91لذا شرط )
 

 مثال و شبيه سازي -3

 ( داراي مقادير زير است:6فرض کنيد سيستم ديناميكی ) :1مثال
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1 1

2 2

5

2 1 0.7 0.4 0.1 0
, , , ,

0 1 1.2 0.3 0.1 0.1

sin( ) 2
0.04, ( )

10 sin( )

0.14 0.084
( ) 0.5cos(3 ) , ( ) sin( )

0.06 0.036

0.042 0.0
( ) sin( ), ( )
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t
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x x
f x
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w t t e A t t

G t t A t









       
          
       

 
   

  

 
    

 

 
    

 

14 0.014
sin( )

0.006 0.006
t

 
 
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(93) 

 ( مقادير8با توجه به روابط )
1 1 2 3, , , , ( )M H H H S t  به صورت

 زير محاسبه خواهد شد:

 

 

1 1 2

3

0.7
( ) 0.2sin( ), , 1 0.6 , [0.3],

0.3

0.1 0.1

S t t M H H

H

 
    

 



 

 پارامترهايجهت انجام شبيه سازي     

1 21, 1.1, 2,fc c t R I    
و همچنين تابع اوليه 

( ) [ 0.5 0.5] , 0.4 0Tt t       پاسخ 1لحاظ شده اند. شكل ،

دهد. حلقه باز نشان می متغير هاي حالت ها براي سيستم 1زمانی مربع نرم 

 نيست.  FTBهمانطور که مشاهده می شود سيستم حلقه باز پايدار 

 

 
: پاسخ زمانی 1شكل 

2

2
x براي سيستم حلقه باز 

 

) با توجه به ساختار )f x ( آمده است، مقدار 93که در رابطه )

0 , 1 , 104      آيد. با در نظر گرفتن بدست می  به

هاي ( به ازاي 1هاي قضيه ي )LMIعنوان پارامتر ثابت و مثبت و حل

ها برقرار باشند با نوشتن LMIکه در آن  مختلف، محدوده ي مجاز 

آيد. براي مثال مورد بررسی، يک برنامه ساده کامپيوتري بدست می

0محدوده  .047   بدست آمده است. با رسم نمودار هاي مجاز

هاي خيلی کوچک ه به ازايملاحظه خواهد شد ک K بر حسب بهره

( 9باشد بنابراين مطابق شكل )شود که مطلوب نمیبزرگ می Kبهره 

0.0153  انتخاب شود که نرم بهرهK .مينيمم شود 

 

 
 براي تعيين بهترين بر حسب  K: نمودار نرم 9شكل 

 

0.0153 با در نظر گرفتن  و حل LMIنتايج زير  (91)-(13) هاي

 آيد:بدست می

1

2 3 1

2 3 1

0.4129  -0.0001
,

    -0.0001 0.4130

  0.1236 0.0017
,

0.0017 0.1231

  -3.4775   -1.5904
,  0.3895,

    -1.5904     -1.8300

   0.0733,   0.5243,    0.4099,

0.4162,   0.1908,  

P

Q

L 

  

  

 
  
 

 
  
 

 
  
 

  

  

 2

0.8376,

  0.0118,   -5.4496  -4.1524K  

  

سته نشان پاسخ مربع نرم بردار حالت را در سيستم حلقه ب 4شكل 

گردد سيستم حلقه بسته ويژگی پايداري دهد. همانطور که مشاهده میمی

FTB باشد.نسبت به پارامترهاي ذکر شده را دارا می 

 

 
2:پاسخ زمانی 4شكل 

2
x براي سيستم حلقه بسته 
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ه و ورودي کنترلی به پاسخ زمانی متغير هاي حالت در سيستم حلقه بست

 آمده است: 6و  5ترتيب در شكل هاي 

 

 
 در سيستم حلقه بسته  : پاسخ زمانی متغير هاي حالت5شكل 

 

 

 
 : پاسخ زمانی ورودي کنترلی در سيستم حلقه بسته6شكل 

 

در اين مثال سيستم ديگري در نظر گرفته شده است تا  :2مثال

بگيرد. براي اين منظور سيستم کارايی روش مطرح شده مورد مقايسه قرار 

  ( را به ازاي  مقادير زير را در نظر بگيريد:6)
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 
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1
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0.8
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, ( ) 0.5 0.2 , ( ) 0.2sin( )

0 1

0 0.5sin(20
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0.333sin ( )
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1

t
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با توجه به ساختار  f x ( مقادير 9( و )1و روابط )

0.333    0و  ده به باشد. هدف طراحی کنترل کننمی

منظور پايداري زمان محدود نسبت به پارامترهاي 

 1 2( , , , , ) 0.5 1 4 0.5fc c t R R  باشد. مراحل می

همانند مثال قبل  شده جهت بدست آوردن مقدار مطلوب پارامتر طی

0.02به ازاي  1انجام پذيرفته و با استفاده از قضيه   ير از حل نتايج ز

شود:هاي ماتريسی حاصل مینامساوي
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-4.9550 4.5063

P L

Q

K

  

  

 

     
    

     

 
  
 

  

  

 

 

، پاسخ زمانی مربع نرم متغيرهاي حالت را براي سيستم حلقه باز و 1شكل  

شود سيستم حلقه باز دهد. همانطور که مشاهده میحلقه بسته نشان می

نسبت به پارامترهاي ذکر  FTBناپايدار بوده اما سيستم حلقه بسته پايدار 

 باشد.شده می

 

 
2:پاسخ زمانی 1شكل 

2
x براي سيستم حلقه بسته و حلقه باز 
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 نشان داده شده است. 8پاسخ زمانی ورودي کنترلی در شكل 

 

 
 : پاسخ زمانی ورودي کنترلی در سيستم حلقه بسته8شكل 

 

رد روش پيشنهادي در اين مقاله با مرجع حال به منظور مقايسه عملك

 2نسبت به پارامترهاي متفاوت ارائه شده در جدول  FTB، پايداري [18]

هاي يكسان مورد بررسی قرار گرفته است. همان طوري که  Rو  با ازاي

گردد، قضيه مطرح شده در ( استنباط می2يج ذکر شده در جدول )از نتا

اين مقاله بازه عملكردي وسيعتر و محافظه کاري کمتري نسبت به 

جايی که بر طبق دارد. در واقع از آن [18]رويكرد ارائه شده در مرجع 

بايد شرط 5تعريف 
2( ) ( ) ,Tx t Rx t c براي همه زمانهاي 

0 ft t    برقرار باشد لذا هرچه مقدار 
ft  افزايش و مقدار

2c 

 کاهش يابد، شرايط دستيابی به پاسخ دشوارتر خواهد شد.

زاي صرفاً به ا [18]مرجع  
ft  هاي کوچک و

2c ،هاي نسبتاً بزرگ

پاسخ مناسب را خواهد داد، ولی رويكرد ارائه شده در اين مقاله براي 

ft هاي بزرگ و مقدار
2c هاي کوچک نيز داراي پاسخ مناسب است و

ا محافظه کاري به مقدار چشمگيري کاهش يافته و روش مذکور لذ

ارزش عملياتی بيشتري را دارد. از طرف ديگر رويكرد ارائه شده در 

براي سيستم هاي ليپ شيتز مطرح شده است در صورتيكه  [18]مرجع 

هاي با ي ليپ شيتز، سيستمهاروش ارائه شده در اين مقاله علاوه بر سيستم

طرفه را که کلاس وسيعتري از توابع يکشيتزتوابع غيرخطی ليپ

 دهد.شود نيز پوشش میغيرخطی را شامل می

 

 گيري نتيجه -3

مساله طراحی کنترل کننده زمان محدود مقاوم براي  در اين مقاله به

ي هاي غير خطی ليپ شيتز يک طرفه با تأخير زمانی، ورودسيستم

اغتشاشی و پارامتر هاي نايقينی متغير با زمان پرداخته شد. در اين مقاله با 

کراسوفسكی -استفاده از رويكرد لياپانوفی و با انتخاب تابعک لياپانوفی

مناسب، شرايطی استخراج گرديد که پايداري زمان محدود و مقاوم 

هاي ويسيستم حلقه بسته را تضمين نمايد. اين شرايط به وسيله ي نامسا

ها در قالب استاندارد ماتريسی بيان گرديد و سپس اين نامساوي

هاي مذکور، هاي ماتريسی خطی درآورده شد. از حل نامساوينامساوي

بهره قانون کنترل فيدبک حالت جهت پايدارسازي زمان محدود و مقاوم 

براي سيستم تأخيري ليپ شيتز يک طرفه بدست آمد. در آخر نيز 

يی براي نشان دادن درستی نتايج و صحت عملكرد روش سازي هاشبيه

 پيشنهادي صورت پذيرفت

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 با رويكرد پيشنهادي [18]مقايسه مرجع : 2ل جدو 

 شماره
1c 2c ft  [18]مرجع  رويكرد پيشنهادي 

1 5.0 5.0 1 5.0  1.9907 2.1769 , 0.02K      به ازاي هراي پاسخ ندارد 

2 5.0 2.2 1 5.0  2.0215 2.1275 , 0.04K      به ازاي هراي پاسخ ندارد 

3 5.0 3 1 5.0  2.0440 2.1496 , 0.04K       43.7182 4.7818 10 , 0.68K      

4 5.0 05 1 5.0  1.5402 2.1775 , 0.05K      10.2382 12.1326 , 1K     

0 5.0 0 2 5.0  7.2741 6.2407 , 0.01K      346.1516 424.8733 , 0.65K     

6 5.0 0 3 5.0  7.2429 6.2176 , 0.01K      به ازاي هراي پاسخ ندارد 

7 5.0 0 25 5.0  6.7320 5.8377 , 0.02K      به ازاي هراي پاسخ ندارد 

0 5.0 0 275 5.0  9.8494 11.9445 , 0.01K      به ازاي هراي پاسخ ندارد 
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