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  روابط   استخراج  با  الگوریتم،  این   در.  است  شده  ارایه  بین پیش  کنترل  مسئله  نهایي  قیود  دقت  افزایش  برای  نویني  الگوریتم  مقاله،  این  در :  چکیده 

  یک  سازی،بهینه  از  لحظه  هر  در. گیردمي  صورت  سازیبهینه  مسئله  در  انتقال   این  تكرار  هر  در  و  یافته   انتقال   جاری  لحظات  به  نهایي  لحظه  از  نهایي  قیود  ریاضي،

  متغیر  گسسته  معادلات  اساس  بر انتقالي،  قید این  معادله.  آیدمي  بدست  بینپیش  کنترل   محدود  هایافق  از  یک  هر  در کنترل   های ورودی  حسب  بر جدید  عبارت

  آن ریاضي روابط استخراج از پس جدید الگوریتم این. کندمي محقق را مسئله نهایي قیود  لحظه، هر در آن اجرای و  شده  استخراج کنترل  تحت فرایند زمان با

  کنترل  پایداری تحلیل   همچنین. است شده داده نشان ربات  دینامیک سازیشبیه از استفاده با آن  کارایي و رفته  بكار  نهایي  قیود با  ربات  یک مسیر ردیابي برای

 . است گرفته  صورت  لیاپانف قضیه بكارگیری و مناسب هزینه  تابع  یک نوشتن  با  پیشنهادی کننده 

 . پایداری تحلیل واقعي، زمان محاسبات انتقالي، قید  نهایي، قیود بین،پیش کنترلکلمات کلیدی: 

New Approach for Accuracy Enhancement of Terminal 

Constraints Satisfaction in Model Predictive Control Problem 

Mehran Mahdi Abadi, Nematollah Ghahremani 

 

Abstract: In this paper, a new algorithm in order to increase the satisfaction of terminal 

constraints in the predictive control problem is presented. In this algorithm, by extracting 

mathematical relations, the terminal constraints are transferred from the final moment to the current 

moments. In each iteration, this transformation takes place in the optimization problem. At each 

moment of optimization, a new expression is obtained in terms of control inputs in each of the finite 

prediction control horizons. The equation of this transfer constraint is derived based on the variable 

discrete equations with the time of the controlled process and its execution at any moment fulfills the 

final constraints of the problem. This new algorithm, after extracting its mathematical relationships, 

is used to track the path of a robot with terminal constraints, and its performance is demonstrated 

using robot dynamics simulations. Also, the stability analysis of the proposed controller is performed 

by writing an appropriate cost function and applying Lyapunov theorem. 

 

Keywords: Model Predictive Control, Terminal Constraints, Transformed Constraint, Real Time 

Computation, Stability Analysis. 
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 مقدمه -1

مسئله کنترل بهینه با قیود نهایي همواره یكي از مسائل مهم و چالشي 

دلیل  سیستم به  کلي،  طور  به  مسائل،  گونه  این  است.  بوده  کنترل  های 

برای   بوده و روش تحلیلي  قابل حل  به صورت عددی  فراوان،  پیچیدگي 

و   مستقیم  عمده  روش  دو  به  مسائل  گونه  این  حل  ندارد.  وجود  آنها 

ق  . رویكرد حل مساله در روش غیرمستقیم،  [1]ابل انجام است  غیرمستقیم 

یابي به پاسخ بهینه است. اما در روش  استفاده از ضرایب کمكي برای دست

سازی غیرخطي تبدیل  به یک مساله بهینهمستقیم، مساله کنترل بهینه مقید  

برای حل بهینه. روش[2]شود  مي سازی غیرخطي ارایه شده  های مختلفي 

و    [ 6,  5] نشانيهای هم، روش[4,  3]های پرتابي  توان به روشاست که مي

های به صورت غیر  اشاره کرد. تمامي این روش  [8,  7]های شبه طیفيروش

برخط عمل کرده و امكان استفاده از آنها در محاسبات زمان واقعي و برخط  

برنامه بر  مبتني  جدیدی  روش  اینها،  بر  علاوه  ندارد.  و  وجود  پویا  ریزی 

پیشنهاد  بهینه مقید  غیرخطي  بهینه  کنترل  مساله  حل  برای  غیرخطي  سازی 

. نتایج استفاده از این روش در حل یک مساله کنترل بهینه  [9]شده است  

ورودی که  است  این  بیانگر  انتهایي    مقید  لحظات  در  شده،  حاصل  بهینه 

 .  [10]مسیر، نوساني شده و امكان به اشباع رفتن کنترل وجود دارد 

پیاده  کنترل  کننده کنترل سازی  امكان  مفاهیم  اساس  بر  بهینه  های 

و با در نظر گرفتن    [11]های واقعيبین به صورت عملیاتي و در زمانپیش

بین یک روش کنترل  حاصل شده است. کنترل پیش  [12]قیود مختلف مسیر

برای حل زمان واقعي   یافته و   مدرن است که در سه دهه گذشته توسعه 

روش بسیار کارآمدی است. یكي  مسایل کنترل بهینه و ارضای قیود مسیر، 

قابلیت های مهم این روش، عملكرد مناسب آن در نزدیكي مرز  دیگر از 

های  یابي به عملكرد بهتر در مقایسه با سایر روشقیود مساله، برای دست

گیری از یک  . ایده اصلي این روش کنترل، بهره [13]مرسوم کنترل است  

پیش برای  مرجع  ورودیمدل  تولید  و  سیستم  آتي  رفتار  بهینه  بیني  های 

بهینهکنتر برای  استل  مسیر  قیود  همراه  به  عملكردی  معیار  .  [14]سازی 

ها در تحقق قیود و  بین، توانایي آنهای پیشکننده ترین ویژگي کنترل مهم

قطعیت عدم  مي  [15]ها  جبران  تاخیرها  قابلیت  و  این،  بر  علاوه  باشد. 

آن سیستمبكارگیری  در  چندمتغیره ها  سیستم  [ 16]های  غیرخطي  و  های 

مهم  [17]مقید محدودیتاست.  سیستمترین  در  که  عملي  هایي  های 

کنند، قیودی هستند که بر روی ورودی کنترل وجود داشته  خودنمایي مي

. علاوه بر این، در اکثر  [19]توانند سبب ناپایداری سیستم شوند  و مي  [18]

هایي بر روی متغیرهای حالت وجود دارد که  های واقعي، محدودیتسیستم

آن عملكردی  مسیر  رخدر  محدودیت[20]دهد  مي  ها  این  مسیر .  در  ها 

قانون  های کنترل رخ ميعملكرد سیستم استخراج  از  در هر لحظه  دهد و 

شود.  بیني و کنترل لحاظ ميهای محدود پیشبین، تنها در افقکنترل پیش

بهب  برای  الگوریتمبنابراین  با  های کنترل پیشود عملكرد  بین در هر مساله 

الگوریتم بایستي  خاص،  یابد    شرایط  توسعه  از  [21]نویني  یكي   .

برنامهالگوریتم نهایي،  قیود  دارای  مسایل  برای  یافته  توسعه  ریزی  های 

. این روش با استفاده از تئوری کنترل بهینه و  [22] بین استاتیک است  پیش

رخطي با قیود  ریزی پویا بنا نهاده شده و برای مسایل کنترل بهینه غیبرنامه

یافته است   . عملكرد این الگوریتم در هر لحظه از زمان، [9]نهایي توسعه 

اسبه ضرایب حساسیت به صورت تكرارشونده است و در هر  مبتني بر مح

یابي به  مرحله از محاسبه ضرایب حساسیت، قوانین کنترلي با هدف دست

. تمامي این محاسبات در هر لحظه از زمان  [23]شود قیود نهایي اصلاح مي

بر بودن این عملیات در کل بازه کنترل  گیرد. زمانگسسته بایستي صورت  

الگوریتم خلاف  بر  سیستم،  پیشیک  کنترل  پیاده های  امكان  سازی  بین، 

 سازد. زمان واقعي این روش را غیرممكن مي

این روش تمامي  لحظه جاری  در  کنترل  بر  اثر جدی  نهایي  قیود  ها، 

د کنترل  سیستم  خطای  معمولاً  علت،  همین  به  نهایي  ندارند.  لحظات  ر 

مقاله،   این  بروند. در  اشباع  به  یافته و حتي ممكن است عملگرها  افزایش 

بین با هدف تحقق قیود نهایي با در  روش نویني برای حل مسئله کنترل پیش

نظر گرفتن اثر آن در هر یک از لحظات جاری ارایه شده است. در این  

نهایي لحظات  در  خطا  انباشتگي  یعني  فوق،  مشكل  خیلي    روش،  حد  تا 

زیادی حل شده است. زیرا اثر قیود نهایي به صورت یک قید انتقالي پویا  

بهینه پیشنهادی،  سازی کنترل لحاظ ميدر تمامي لحظات  شود. در روش 

ای استخراج شده است که قیود لحظه آخر مسئله در  روابط ریاضي به گونه

بهینه جاری  لحظات  از  یک  ميهر  لحاظ  دسازی،  یعني  الگوریتم  کند.  ر 

قانون کنترل با در  پیشنهادی، بهینه سازی تابع معیار در هر گام از محاسبه 

مي صورت  نهایي  قیود  گرفتن  اساس  نظر  بر  نهایي  قیود  واقع،  در  گیرد. 

اساس   بر  قیدی  عبارت  یک  به  مسئله،  بر  حاکم  ریاضي  روابط  توسعه 

نترل بهینه  های کنترل در افق محدود کنترل تبدیل شده و قانون کورودی

 شود. در هر گام بر اساس این عبارت قیدی، استخراج مي

به همین خاطر است که خطاهای سیستم کنترل در مواردی که قیود  

نهایي وجود دارند به نقطه آخر منتقل نشده و در طول مسیر قبل از رسیدن  

شود که عملگرها  شود. این رویكرد جدید باعث ميبه نقطه نهایي جبران مي

ن شبیهدر  نروند.  اشباع  به  نهایي  کارایي  سازیقاط  گرفته  صورت  های 

 دهد.عملكرد این الگوریتم در افزایش دقت ارضای قیود نهایي را نشان مي

در بخش   است:  نظر گرفته شده  در  زیر  به صورت  مقاله  ،  2ساختار 

پیش کنترل  نهایي  قیود  تحقق  جدید  بر  الگوریتم  جاری  لحظات  در  بین 

استخراج   شبیهاساس  است.  شده  توصیف  انتقالي  قید  عددی  یک  سازی 

ربات   یک  مسیر  ردیابي  نمونه  مسئله  برای  آن  نتایج  تحلیل  و  الگوریتم 

، پایداری  4ارایه شده است. در بخش    3متحرک دارای قیود نهایي در بخش  

پایاني   ،  5روش ارایه شده، تحلیل و اثبات آن ارایه شده است. در بخش 

 . ان شده استگیری مقاله بینتیجه

 

تحقق   -2 دقت  افزایش  برای  پیشنهادی  روش 

 بین قیود نهایی کنترل پیش

  نهایي   قیود  تحقق  دقت  افزایش  برای  پیشنهادی  الگوریتم  بخش،  این  در

  برای  نویني  راهكار  الگوریتم،  این  در.  است  شده   ارایه  بینپیش  کنترل   مسئله
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  شده   تدوین  جاری  لحظات  در  کنترل   ورودی  از  استفاده   با  نهایي  قیود  تحقق

 به   گسسته  دینامیک  معادلات  با  زمان  با  متغیر  خطي  سیستم  یک.  است

 . بگیرید نظر در زیر صورت

+ = +

=
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زوج و  بوده  فوق  دینامیک  سیستم  خروجي  و  ورودی  )حالت،  ),A B 

پایدارپذیر است. پارامترهای مسیر نامي سیستم دینامیكي فوق، به صورت

( )* * *, ,x u yزیر  مي نامي  دینامیكي  سیستم  اساس  بر  که  حاصل باشد 

 . شوندمي
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باز  بین بر اساس مدل نامي فوق به صورت زیر  تابع هزینه کنترل پیش

 شود:مي فتعری
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,که  
C P
N N  بیني و کنترل بوده و  های پیشبه ترتیب، افق,Q R 

ماتریس فرایند  نیز  از  گام  هر  در  هستند.  حالت  و  کنترل  وزني  های 

افقبهینه در  کنترل  رشته  تولید  هزینه،  تابع  و  سازی  کنترل  محدود  های 

خواهد    سازی ادامهگیرد و این کار تا نقطه پایان شبیهبیني صورت ميپیش

توان  بین دارای قیود نهایي باشد، ميداشت. اما در مواردی که کنترل پیش

شبیه از  گام  هر  فرایند  در  در  را  حالت  یا  خروجي  نهایي  قیود  سازی، 

بین  سازی افق محدود دخیل کرد. برای این منظور، مساله کنترل پیشبهینه

صورت زیر بازنویسي  سیستم گسسته متغیر با زمان با شرایط نهایي مقید را به  

 کنیم:مي
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 ( به صورت زیر قابل بیان است:  1پاسخ سیستم دینامیكي )
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)که ماتریس انتقال حالت گسسته  , )k jتوان به صورت زیر را مي

 بیان کرد:
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 ( به فرم بسته زیر قابل توصیف است: 5بنابراین رابطه )
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 شوند:به صورت زیر تعریف مي Uو که پارامترهای 
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(، مقدار خروجي در هر گام به صورت زیر قابل بیان  7)بر اساس رابطه  
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s
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بندی شده باشد، در این صورت، مقدار خروجي  بیني تقسیممحدود پیش

 آید:انتهایي مسیر به صورت زیر بدست ميدر نقطه 
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وجود قیود شرایط نهایي بر روی خروجي سیستم، شرط زیر را تحمیل  

 کند:مي
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(11 ) 
( ) ( )=

*y N y N 

 توان نوشت: ( مي10بنابراین طبق رابطه ) 
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)*که    )y N    و
0

( , 0)C N x    مقادیری ثابت هستند. بنابراین رابطه

 ( به صورت زیر قابل بیان است: 12)
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 کنیم:( را به صورت زیر بازنویسي مي13رابطه )
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( خارج از  14سازی، عبارت دوم رابطه )شبیهدر هر افق محدودی از  

مقادیر  معادل  بازه،  این  مقادیر رشته کنترل در  بنابراین  بوده و  افق کنترل 

به نظر مينامي کنترل در نظر گرفته مي این فرض  شوند. گرچه  رسد که 

رفتن گام با جلو  اما  بهینهممكن سبب خطا شود.  به  های  این خطا  سازی، 

توان  ( را مي14اغماض خواهد بود. بنابراین رابطه )مراتب کوچک و قابل  

 به صورت زیر بازنویسي کرد.
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سازی افق محدود، قیود شرایط (، در هر گام از بهینه15بر اساس رابطه )

)نهایي )*y N  تبدیل مي قیدی در بازه افق کنترل  شوند.  به یک عبارت 

بین در هر افق محدود بر اساس  بنابراین الگوریتم استخراج قانون کنترل پیش

کند. با پیش رفتن  آور مياین رابطه قیدی، ارضای قیود شرایط نهایي را الزام

کلي عبارت قیود شرایط نهایي را  ام، رابطه  kسازی تا مرحله های بهینهگام

 توان به صورت زیر بیان کرد:مي
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عبارت قیدی فوق، چگونگي نگاشت قید نهایي مساله کنترل پیش بین  

دهد. اهمیت این نگاشت  را به یک عبارت قیدی در لحظات جاری نشان مي

قیود نهایي را در لحظه جاری در  در آن است که کنترل کننده همواره اثر  

گیرد و به همین علت، این نگاشت از انباشتگي خطا و نیروی کنترل  نظر مي

قیود شرایط نهایي کاهد. در نهایت، مساله الگوریتم کنترل پیشمي بین با 

 توان به صورت زیر بیان کرد:خروجي را مي
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برای قیود نهایي خروجي بدست آمده است. با استفاده  معادلات فوق  

توان این الگوریتم را برای متغیرهای حالت سیستم نیز  از روابط فوق، مي

 نوشت. 

 

 آن   نتایج   تحلیل  و   الگوریتم  عددی  سازیشبیه   -3

بررسي کارایي   ارایه شده و  الگوریتم  ارزیابي صحت عملكرد  برای 

مسیر یک ربات متحرک دارای قیود    آن، روش پیشنهادی در مسئله ردیابي

ساختار کلي یک ربات    1نهایي مورد استفاده قرار گرفته است. در شكل  

 . متحرک در سیستم مختصات دو بعدی نشان داده شده است
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 ساختار کلي ربات متحرک در دستگاه مختصات دو بعدی : 1 شكل

 

شكل   به  توجه  مي1با  را  متحرک  ربات  سینماتیک  مدل  به  ،  توان 

 : [24]صورت زیر بیان کرد 
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به   متغیرهای حالتو  x  ،yکه   و  بوده  موقعیت    سیستم  ترتیب، 

و vباشند. همچنین گیری ربات ميطولي، موقعیت عرضي و زاویه جهت

  ورودی بهمتغیرهای  و  بوده  سرعت  سیستم  سرعت  ترتیب،  و   خطي 

گیری  و بهره   Tبرداری ای ربات هستند. با در نظر گرفتن زمان نمونهزاویه

 : [25]توان به فرم گسسته زیر بیان کرد ( را مي18از تقریب اویلر، معادله )
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مي را  نامي  مسیر  حول  متحرک  ربات  خطي  مدل  به  بنابراین  توان 

 : [25]صورت زیر بیان کرد 
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بردار خطای حالت مدل دینامیكي ربات نسبت به مدل مسیر xکه

بردار خطای قانون کنترل آن است. همچنین پارامترهایuنامي بوده و 

( )
r
v kو ( )

r
k  پارامترهای مسیر نامي ربات در هر لحظه از زمان گسسته ،

و  Aای  هاست. این پارامترها، مقادیر متغیر با زمان بوده و بنابراین ماتریس

Bهای متغیر با زمان خواهند بود. ، ماتریس 

مسیر مرجع در نظر گرفته شده برای ربات با در نظر گرفتن قیود مسیر  

های انجام  سازیبا استفاده از توابع اسپیلاین استخراج شده است. در شبیه

 
1Generalized Model Predictive Control 

دارای    1یافته بین تعمیمای بین الگوریتم ارایه شده و کنترل پیششده، مقایسه

رفته است. نتایج  قید نهایي به ازای تغییرات شرایط اولیه مختلف صورت گ

سازی به ازای شرایط اولیه شبیه
0
 = [ 1   -3   0.65]

T
x  9تا  2در اشكال  

 ارایه شده است. 

 
 متحرک ربات طولي جابجایي: 2 شكل

 متحرک  ربات عرضي جابجایي: 3 شكل

 متحرک ربات گیری جهت زاویه: 4 شكل
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 متحرک  ربات  مسیر منحني  :5 شكل

 متحرک ربات  مسیر  نهایي  قیود تحقق مقایسه :6 شكل

 متحرک  ربات طولي جابجایي حالت متغیر خطای منحني  :7 شكل

، مشهود است، دقت الگوریتم پیشنهادی در  6همانطور که در شكل  

پیش کنترل  الگوریتم  از  نهایي  قیود  فلسفه  تحقق  است.  بیشتر  مقید  بین 

ارایه شده را مي بیان کرد که  الگوریتم جدید  به  توان چنین  برای رسیدن 

 مقصد نهایي، بایستي از ابتدا، در راستا و مسیر مشخصي گام برداشت.

 متحرک ربات عرضي جابجایي حالت متغیر خطای منحني  :8 شكل

 ربات  گیریجهت زاویه حالت متغیر خطای منحني  :9 شكل

شرایط قیود نهایي مسیر ربات بر اساس مسیر نامي در نظر گرفته شده  

*برای آن،  

N
x    ارایه پارامترهای طراحي روش  در نظر گرفته شده است. 

 اند: شده به صورت زیر تنظیم شده 
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های کنترل ربات در نظر گرفته  علاوه بر این، قیود زیر بر روی ورودی

 شده است: 

(22 ) 
1 1

5 5

m s v m s
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 مجانبی  پایداری اثبات و تحلیل -4

بین مقید در حالت کلي بسیار پیچیده بوده  اثبات پایداری کنترل پیش

ای و بر اساس خواص یكنواختي  کننده ولي با در نظر گرفتن فرضیات ساده 

نیز    [ 27,  26]تابع معیار در مراجع  ارایه شده است. علاوه بر این در مراجع  

پیشنهاد شده است.  تحلیل این گونه مسایل  پایداری  اثبات  از  مفیدی  های 

با فرض   =برای سادگي و  =
p C
N N N  بین پیش  معیار کنترل  تابع   ،

 توان به صورت زیر نوشت:( را مي17مقید )
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عبارت   که 
0

( ) ( )Te N P e N    مقداری و  بوده  نهایي  قید  با  متناظر 

 مثبت معین است.  

ایده اصلي اثبات پایداری سیستم فوق، استفاده از تابع معیار محدود و  

*بهینه  

N
J   .لیاپانف است تابع  پایداری    به عنوان یک  برقراری رابطه زیر، 

 لیاپانف سیستم فوق را تضمین خواهد کرد:

(24 ) 
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*
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k kN N
x J x xJ 
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 با بازنویسي مجدد رابطه فوق داریم:
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این   در  باشد،  معین  مثبت  فوق،  عبارت  راست  سمت  عبارت  اگر 

  Qهای صورت پایداری مساله اثبات شده است. با توجه به اینكه ماتریس

، مثبت معین هستند، بنابراین دو عبارت اول سمت راست مثبت معین  Rو 

نمي کلي  حالت  در  اما  عبارت است.  که  کرد  ادعا  توان 

1 1

* *

1
) ( )(

N Nk k
x xJ J

− + +
برای روش.  [28] است  مثبت    − مختلفي  های 

 ( ارایه شده است: 30تضمین مثبت بودن عبارت سمت راست رابطه ) 

+هنگامي که قید   =( ) 0e k N  توان  به عنوان قید نهایي است، مي

ادعا کرد که  
N
J   به عنوان تابعي ازN  یابد. این بدین معني  افزایش نمي

عبارت   که  است 
1 1

* *

1
) ( )(

N Nk k
x xJ J

− + +
و  − بوده  پیش    مثبت  طور  به 

 .[29]فرض تضمیني بر پایداری لیاپانف است 

هنگامي که سیستم حلقه باز پایدار بوده و  
0

P    به عنوان پاسخ معادله

Tلیاپانف  

0 0
A P A+Q=P،بدست آمده باشد، در این صورت

N
J   کاهشي

عبارت   نتیجه  در  و  بوده 
1 1

* *

1
) ( )(

N Nk k
x xJ J

− + +
و    − است  غیرمنفي 

 . [30]شود پایداری لیاپانف تضمین مي

که   صورتي  در  این،  بر  Nعلاوه  →    عبارت

1 1

* *

1
) ( )(

N Nk k
x xJ J

− + +
*کند و  به سمت صفر میل مي  −

N N    وجود

خواهد    ( بزرگتر از عبارت دوم آن30دارد به طوری که عبارت اول رابطه )

 . [27]بود 

       

 گیری  نتیجه -8

در این مقاله، الگوریتم جدیدی برای تحقق قیود نهایي مسئله کنترل  

قیود  پیش پیشنهادی،  الگوریتم  در  شد.  ارایه  جاری  لحظات  در  بین 

یافته   انتقال  به لحظات جاری  نهایي  از لحظه  نهایي مسئله  حالت/خروجي 

در انتقال  این  که  است  این  اهمیت  حائز  نكته  مسئله    است.  تكرار  بار  هر 

گیرد. الگوریتم ارایه شده بر اساس  بین صورت ميسازی کنترل پیشبهینه

پیش کنترل  ریاضي  روابط  شده  توسعه  حاصل  گسسته  زمان  با  متغیر  بین 

است. در این الگوریتم، در هر لحظه از زمان،  یک عبارت قیدی بر حسب 

بین افزوده  کنترل پیش  بردار ورودی کنترل در افق محدود کنترل به مساله 

شده است که اثر قیود نهایي مسئله در لحظات جاری بوده و تضمیني بر  

بین مقید،  ارضای قیود نهایي است. مزیت این روش نسبت به کنترل پیش

برای   خطا  انباشتگي  از  جلوگیری  و  کنترل  انرژی  کاهش  دقت،  افزایش 

فتار سیستم در مقابل  های مختلف، بهبود رسازیلحظه آخر است. نتایج شبیه

دهد. الگوریتم پیشنهادی  قیود نهایي را با استفاده از روش جدید نشان مي

گیری از  گونه محدودیتي بر روی سایر قیود مسیر نداشته و امكان بهره   هیچ

بین با شرایط نهایي مقید وجود دارد.  این روش در سایر مسایل کنترل پیش

توان اثر قیود نهایي را  ي است که ميفلسفه روش پیشنهادی جدید بدین معن

 .های کنترل لحظات جاری لحاظ کرددر ورودی
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