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فيلتر:  چکیده  با مدل غيرخطي ارائه و پايداری آن    اينرسيترازيابي سامانه ناوبری  بين با رويكرد جديد برای  پيش  در اين مقاله نوعي 

هزينه درجه  تابع    صورتبهتابع لياپانوف را  وتحليل قرارگرفته است.  لياپانوف مورد تجزيهروش  پايداری فيلتر جديد بر اساس    شده است. يلتحل 

دهد. از روش  مي  ارائهگيری  در برابر عدم قطعيت و نويزهای اندازه   حالت تعادل برای پايداری  ي را  کافشود. اين روش شرايط  انتخاب مي  دوم

  شده است. مدل م قطعيت و خطای سمت با مقدار بزرگ استفاده با عد  اينرسيپيشنهادی برای بهبود دقت ترازيابي اوليه يک سامانه ناوبری  

شده و سپس در الگوريتم فيلتر  مدل تخمين زده   خطایدر اين روش  .  سازی استمدل   خطای  دارای  بوده و  غيرخطي   اين سامانه  گيری اندازه 

مي  جبران  خطا  حالتاين  خطای  خاطر  همين  به  ميشود؛  کاهش  فيلتر  اطلاعات  سازی  بهنگام  مرحله  در  نيز  تخمين  انجام  های  با  يابد. 

يافته و  و با مقايسه آن با فيلتر کالمن توسعه MEMS الكترومكانيكي های واقعي حسگر ميكرو داده های گوناگون اين روش بر رویسازیشبيه

فيلتر کالمن  يافته و  شود که روش پيشنهادی دقت و سرعت همگرايي بالاتری نسبت به فيلتر کالمن توسعه، مشاهده ميبو فيلتر کالمن بدون  

 . مجانبي است یپايدارشود الگوريتم جديد دارای دارد. اثبات مي بو بدون 

 . تحليل پايداری .اينرسيناوبری  سامانه يابي، خطای مدل، ترازبينپيش مدل ، يافته فيلتر کالمن توسعهکلمات کلیدی: 

Design of a new algorithm to improve the convergence of extended 

Kalman filter based on incremental predictive model for inertial 

navigation system alignment and its stability analysis 

Nemat Allah Ghahremani, Hassan Majed Alhassan 
 

Abstract: In this paper, a new predictive filter for alignment of the inertial navigation system with 

a nonlinear model is presented, and its stability is analyzed. The stability is analyzed according to the 

Lyapunov method. The Lyapunov function is selected as a quadratic cost function. This method 

provides sufficient conditions for the stability of the estimated state against measurement uncertainty 

and noise. The proposed method is used to improve the initial alignment accuracy of the inertial 

navigation system with a large misalignment azimuth angle. The measurement model of this system 

is nonlinear and has a modeling error. In this method, the model error is estimated and compensated 

in the filter algorithm; therefore, the error of the state estimation is reduced in the updating step. By 

performing various simulations of this method on the real data of microelectromechanical (MEMS) 

sensor and comparing it with EKF and UKF, it is observed that the proposed method has higher 

accuracy and convergence speed than EKF and UKF. The new filter proves to have asymptotic 

stability. 

Keywords: Stability analyses, predictive filter, model error, nonlinear alignment, inertial 

navigation system.    
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 مقدمه -1

کالمن   تخمين   ينترمعروف   (EKF)1يافته توسعهفيلتر  برای  روش 

است. اين    اينرسي ناوبری سامانه  ازجملههای غيرخطي  سامانه هایحالت

داده  تلفيق  در  ناوبریفيلتر  سامانه   يابموقعيت سامانه و  2اينرسي های 

ی  هاسامانه[، بهبود دقت  3]  4[، تخمين زوايای ترازيابي اوليه 2،  1]  3جهاني 

دليل  . به  است[ دارای کاربرد  5]  اينرسي[ و تخمين حالت  4]  5تعيين زوايا

خروجي    اينرسي ناوبری  معادلات  ازگيری  انتگرال  در  خطا  وجود  و 

نوع  اينرسيحسگرهای   از  مارزان  خصوصاً  يكي  الكترومكانيكروقيمت 

MEMS خواهد  افزايش  خطا باگذشت زمان  باشند،که دارای دقت کم مي

 يافت.

 زمان سيستم، هایحالت  از تعدادی ناپذير بودن  توجه به مشاهده  با 

 کهيدرحال بود، خواهد طولاني بسيار يافتهتوسعههمگرايي فيلتر کالمن  

همگرايي بايد بسيار کوتاه باشد. به علت   زمان  اينرسي در ترازيابي ناوبری  

ی معادلات غيرخطي از تقريب  ساز  يخط يافته درتوسعهکه فيلتر کالمن  اين

بنابراين  حول آخرين مسير تخمين استفاده مي  سری تيلور مرتبه اول   کند، 

به مسير نامي معادلات باشد، همگرايي محلي اين    ير تخمين نزديکاگر مس

تواند منجر  يمی  ساز  ي خط[. در غير اين صورت  5شود ]روش تضمين مي

و   شده  فيلتر  ضعيف  عملكرد  علت به  خطای  به  خطای    وجود  و  مدل 

يافته و  کاهشيری و سيستم، دقت تخمين  گنويز اندازه مشخصات آماری  

 [. 6حتي فيلتر واگرا شود ]

اط   همگرايي  برای  از    شدهانجام فراواني هایپژوهش ،EKFمينان 

  کهيوقت  EKFروش   برای جلوگيری از واگرايي[  7است. مثلاً در مرجع ]

فيلتر  الگوريتم    ،سازی در دسترس نيستاطلاعات دقيقي از خطاهای مدل 

 نويز های يسماتر. اين روش است يشنهادشده پ 6يافته تطبيقيتوسعهکالمن 

Q و R   در سيستم    يجادشدهبتواند تغييرات ا  کهد  کن نظيم ميتی  اگونهبهرا

 7تطبيقي  محوکننده وتحليل پايداری فيلتر  يهتجز[  8ی ]هدر مقالند.  را دنبال ک

صورت  برای بهبود عملكرد فيلتر کالمن    با استفاده از يک ضريب فراموشي

فيليهتجز[،  9همچنين، در مقاله ]   گرفته است. تر کالمن  وتحليل همگرايي 

  ی ساز  ي خط  روش اين فيلتر از  است.    شده ارائه  شدهاصلاح  (UKF)  8بوبدون  

خط   کندي ماستفاده    آماری به  نسبت  روش  ساز  يکه  دقت   تيلوری  از 

  کهآن  برعكس شود که  . در اين مرجع نشان داده ميبالاتری برخوردار است

 همگرا نيست.  يگررويک  UKFنمايي پايدار است، اما  طوربه EKFفيلتر 

که خطای تخمين  يدرصورتدهد  يموجود دارد که نشان    هافنبرخي   

محلي    صورتبه  EKFکافي کوچک باشند، فيلتر    اندازهبهاوليه و اغتشاشات  

استفاده    [ با12[. همچنين، مرجع ]11دارای همگرايي مجانبي خواهد بود ]

دارای يک همگرايي نمايي است.    EKFکند که  از روش لياپونوف ثابت مي

 
1 Extended Kalman Filter (EKF) 
2 Inertial Navigation System (INS) 
3 Global Positioning System (GPS) 
4 Initial Alignment 
5 Attitude Determination 
6 Adaptive Extended Kalman Filter (AEKF) 

باشند.   پذيرهای سيستم کاملاً مشاهده آن است که تمام حالت شرطبهاين  

ر کالمن که  فيلت  از خانواده [، شرايط پايداری کلاس بزرگي  13در مرجع ]

است.    شده ارائهباشند،  مشاهده ناپذير با مدل غيرخطي مي  حالتحتي دارای  

مقاله   اين  بودن  يهتجزدر  محدود  مفهوم  از  استفاده  با  پايداری  وتحليل 

گرفته   صورت  خطا  کوواريانس  ماتريس  و  فيلتر  خطای  مربعات  متوسط 

 است.

نويز   اگر  به    صورتبهاز طرف ديگر، حتي  باشد،  تأثير  گوسي  دليل 

ي خواهند بود. فيلتر  گوس  يرغها  يریگ اندازه يا    هاحالتديناميک غيرخطي،  

EKF  بنابراين، مسئله تخمين  ؛  [14ي سازگار شود ] گوس  يرغ تواند با نويز  نمي

ای در اين ي مسئله مهمي است. تحقيقات گسترده گوس يرغدر حضور نويز 

رای افزايش دقت تخمين  [، ب15زمينه صورت گرفته است. مثلاً در مرجع ] 

نويز   حضور  يک  EKF  درروشي  گوس  يرغدر  طراحي  با    کننده جبران، 

قالب   در  غيرخطي  تنظيم  یاچندجملهعوامل  قابل  پارامترهای  با  ها 

 . شودميفيلتر منجر به پايداری مجانبي طراحي ين  يشنهادشده است که اپ

الگوريتم   يک  مقاله،  اين  تفاضلي يشپدر  کمينه    ( AIP)   9بين  برای 

ی و خطای ماتريس کوواريانس نويز فرايند و نويز سازمدل نمودن خطای  

کنترل    شدهارائهيری  گاندازه  ايده  از  فيلتر  اين  تفاضلي  يشپاست.  بين 

]   شدهگرفته  (CGIP)  10يافته يمتعم   شده ارائه  درروش[.  17،  16است 

تفاضلي   به حالت فضای معادلات حالت  شدهنوشتهفرم  تخمين  ها  و 

مهم شده يانب گذشته و فعلي هایحالت  برحسب اين است.  مزيت  ترين 

خطای مدل پس از محاسبه جبران   تخمين، معادلات روش آن است که در

الگوريتم جديدی به    IPAو    EKFهای  شود. با ترکيب روشو تصحيح مي

کالمن   فيلتر  پيشتوسعهنام  تفاضلييافته  است.    شدهارائه(  IPEKF)   11بين 

برای نشان دان کارايي فيلتر جديد، از اين فيلتر برای انجام فرآيند ترازيابي  

است. روش جديد    شدهاستفاده   غيرخطي با مدل    اينرسي يک سامانه ناوبری  

توانسته دقت و زمان همگرايي را بهبود ببخشد. همچنين در بخش چهارم  

و    فيلترپايداری   بررسي  لياپانوف  تئوری  از  استفاده  با  پيشنهادی 

 وتحليل شده است. يهتجز

به استدهسازمانزير    صورت مقاله  شده  دو  :ي  بخش    م، در 

مسئله  بندفرمول  س  شود.يم  بيان ی  پيشنهادی   لاتمعادوم،  در بخش    فيلتر 

.  شوديمهزينه بيان    سازی تابعينهبه   برای لازم نكات برخي و  شده استخراج

پايداری و يهتجز  چهارم،در بخش   از   تحليل  استفاده  با  الگوريتم جديد 

لياپانوف پايداری  مي  قضيه  بخش  گيرد.  صورت  نتايج    پنجم،در  تحليل 

، نتايج مقاله ارائه  ششمو در بخش  شوديم بيانالگوريتم پيشنهادی  آزمون

  مدل ترازيابي غيرخطي  رياضي روابط )الف( و )ب(  در ضميمه  .گرددمي

 .شوديمبيان  بو فيلتر کالمن بدون   يتمو الگور

 

7 Adaptive Fading Kalman Filter (AFKF) 
8 Unscented Kalman Filter (UKF) 
9 Incremental Predictive Algorithem (IPA) 
10 Generalized Incremental Predictive Control (GIPC) 
11 Incremental Predictive Extended Kalman Filter (IPEKF) 
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 سازی ریاضی مسأله مدل  -2

محلي پايدار است، اما در برخي شرايط    صورتبه   EKFگرچه روش  

برای    کهيهنگام تضميني  هيچ  باشد،  دور  نامي  مقدار  از  حالت  تخمين 

فرايند  نداردوجود    راييهمگ در  تراز    کهيهنگام،  INSيابي  تراز.  خطای 

  بوده . اگر خطای تراز بزرگ  استکوچک است مدل سيستم تقريباً خطي  

ماتريس  اطلاعاتو   به  مربوط  خطای    هایپيشين  و  حالت  خطای 

سازی    طور بهگيری  اندازه  خطي  خطای  آنگاه  باشند  نشده  مشخص  دقيق 

 .شود EKFباعث واگرايي الگوريتم  تواند يم

از طرفي  حالت است.    پنج  یدارا  EKF روش  سامانه ناوبری باترازيابي   

دليل   شدن  به  شتاباضافه  و  ژيروسكوپ  معادلات،  سنجمدل  تعداد    در 

مي  10به    هاحالت تای    که  يابدافزايش  البته  مشاهده    هاآنسه  ناپذيرند. 

 فيلتر و افزايش  پذيریه باعث کاهش ميزان مشاهد   هاحالتافزايش تعداد  

مي  بار علت.  شودمحاسباتي  همين  کوواريانس  ماتريس    هاینامعيني  به 

فيلتر ناوبری    ،بنابراين ؛واگرايي فيلتر شودباعث  ، ممكن است  یريگاندازه 

جبران شود تا فيلتر   ي درستبهخطاهای مدل ی بايد طراحي شود که اگونهبه

در اين مقاله، فيلتر پيشنهادی برای  .  ی مقاوم باشدسازمدل در برابر خطاهای  

با   فوق  مهم  مشكلات  مدل    يني بشيپحل  خطاهای  جبران    افته يتوسعهو 

خطای  و    است   ناوبری  حالت خطای پنج  است. فيلتر پيشنهادی شامل فقط  

، تخمين زده  نيب شيپالگوريتم    با استفاده ازمدل ژيروسكوپ و شتاب سنج  

  شدهگرفتهسته زير در نظر  گس زمان وترازيابي مدل غيرخطي  شود. در  مي

 : (آمده است الفضميمه در  توضيحات بيشتر مدل ) است

( )1

1 1 1 1

,k k k k

k k k k

f+
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 =

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x x m + w
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1kو    kx  ,kmکه در آن،   +y  ی سامانههاحالت  بردار ترتيب به، 

و ورودی بردار مدل(  )خطای  لحظه  ی  ريگاندازه  بردار سيستم    kدر 

)  باشند،يم ).f1و مدل سامانه    غيرخطي تابعk+H  ی  ريگ اندازه مدل خطي

1kوkw،سامانه است +vی  ريگاندازه  نويز و سامانه نويز بيانگر ترتيب به

سفيد  شوديم فرض .هستند نويزها   و بوده   صفر ميانگين با گوسي اين 

کوواريانس   .هستند هم از مستقلRوQيعني   هاآن   ماتريس 

 دارد که غيرخطي وجود  مدل مختلفي برای تخمين حالت   ی هاتميالگور

يک روش نوين  مقاله، اين در  .هستند خود خاص ملزومات دارای هرکدام

برای افزايش مقاومت تخمينگر خطاهای نويز و مدل سامانه ناوبری و جبران  

ی  سازنهي بهی از ريگبهره مدل با    ن يبشي پبا استفاده از مفهوم الگوريتم    هاآن

در اين  . رفته استبكار  افته يتوسعهو در فيلتر کالمن  شدهارائهافق محدود، 

 : شوديمزير تعريف  صورتبهی انهيهزتابع روش 
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آنک در  ˆه 
k i+y  1-،یريگ اندازه خطای

ˆ
k i+m  مدل خطای  تغييرات 

i,1,2ناوبری, p=   افق آينده وp  ی  سازنهي به. با  باشنديم  نيبشيپافق

هم    و  ابد ييمی با خطای تخمين کاهش  ريگ اندازه اين تابع هزينه هم خطای  

کم    خطای ناوبری  سامانه  در  ترازيابي    بيترت نيابه.  شوديممدل  دقت 

برابر    یسامانه در  مدل  هاينينامعناوبری  نو ی  فرای  ريگاندازه   زيو    ند يو 

با  ابدييمافزايش   ديد که چگونه  ادامه خواهيم  در  فوق  سازنهيبه.  تابع  ی 

 شود. استخراج مي IPEKFروش  

 IPEKF یبندفرمول -3

با افزودن    تواني م  را  خطای با ميانگين غير صفر  ی،سازمدل در  ،  معمولاٌ

زد  مدل   یهاحالته  ب  ييهاحالت تعداد   .  تخمين  باعث    هاحالتافزايش 

  . درشوديمآن  محاسباتي    بار  فيلتر و افزايش  پذيریه کاهش ميزان مشاهد

ها  يني متأثر از نامع  ی ريگماتريس اندازه   که آنبه دليل    سامانه ناوبری يک  

افزايش  بدون    پيشنهادی  فيلتررخ دهد.  واگرايي فيلتر    باشد، ممكن است مي

  زند. يم  با تخمين ناوبری را    يرخطيخطای مدل سامانه غی اضافي،  هاحالت

 شود. فيلتر پيشنهادی ارائه ميالگوريتم   رياضي ابطوردامه در ا

 خطای مدل  تخمين  در  IPA  تفاضلي  بينپيش  الگوريتم   -3-1

 : باشدمي زير صورت بهفرم تفاضلي فضای حالت 

1/
ˆ ˆ

k k k k k k+ =   + x F x G m  (3) 

آن در  1  که  1
ˆ ˆ ˆ

k k k+ + = −x x x  ،1
ˆ ˆ ˆ

k k k− = −x x x ،

1
ˆ ˆ ˆ

k k k− = −m m m    1وk k k− = −F F F  باشند. با نوشتن اين فرم  مي

ˆخطای مدل   تغييرات  توانيممي
km  وقتي  درواقع  .آوريم به دست را 

 به ريانتگرال گ کردن اضافه معني به ،ميکنيم اضافه معادلات فوق  به

بين مي خطای کار اين با است. سيستم از  با ترکيب  مانای تخمين  رود. 

 : ديآيم به دستزير  ی معادلات فوق، معادله

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k+ − −= + − + x I F x F x G m  (4) 

آن   در  واحد,  Iکه  ماتريس 
kF  تابع  ژاکوب ماتريس )ي  ).f  

1باشند. حالت  مي
ˆ

k +x    ی  هاحالتروی  ازˆ
kx    1و

ˆ
k −x  آيند.مي  به دست 

رابطه  (،  4برای محاسبه حالت در افق آينده بر اساس معادله حالت تفاضلي )

 است:  شده نوشتهزير کلي 

1
1 1

0 1

1

1 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( )

p p
i i

k p k k k k k

i i

p n
i

k k k p n

n i

−
+ − −

= =

−

+ −

= =

= −

+ 

 

 

x F x F F x

F G m   

 (5) 

 ماتريسي قالب در معادلات دسته اين محاسبات، سهولت برای

 :شوديم بازنويسي زير صورتبه

1, 1 1 , 1
ˆˆ ˆ

k+ p x k x k m k p− − −= − + X F x F x G m  (6) 
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در   آنکه 
1,k+ pX  تخمين و  نيبشيپ افقp، هاحالت بردار  ي 

, 1
ˆ

k p−m ی معادله هم  هاسيماترشود.   بهينه بايد است که خطای مدل

 . شونديمزير نوشته  صورتبه

1

2 1

3 21, , 1

1

2

0

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ ˆ, ,

ˆˆ

kk k

kk k

kk kk+ p k p

kk p k p

k

k k

x

p
i

k

i

+

+ +

+ +−

+ + −

=

  
  
  

   =  =
  
  
      

+ 
 

+ + 
 =
 
 
 
 


x m

x m

x mX m

x m

F I

F F I

F

F

   

 (7) 

1 2

0 0

1

1

1

1
1

1

( )

( ) ( )

( )

k

k k k

m

p p
i i

k k k k k

i i

k

k k

x

p
i

k k

i

− −

= =

−

−

−

−
−

=

 
 

+ 
 =
 
 
 
 

 
 

+ 
 =
 
 
 
 

 



G 0 0

F I G G 0

G

F G F G G

F

F I F

F

F F

,

 (8) 

زير    صورتبه  p  نيبشيپدر افق محدود    هایريگ اندازه  تخمين  بردار

 :شوديممحاسبه 

1, 1, 1, 1 1 , 1
ˆˆ ˆ

k+ p k p k+ p y k y k y k p+ − − −= = − + Y H X F x F x H m  (9) 

آن در  y,1که  k p m+=H H G،1 1, 1y k p x− + −=F H F ،1,y k p x+=F H F  

,1و  1( )k p kdiag+ +=H Hباشند. مي 

 ی خطای مدل بر اساس معادله تفاضليسازنه يبه -3-2

)  در  شده فيتعرهزينه   تابع متغيرهای (  1رابطه  ˆدارای 
km   تا

1
ˆ

k p+ −mبهينه مسئله  حل  با  و  آناست  بهينه  مقادير  محاسبه  سازی  ها 

در زمان  .  شوداعمال مي  فرآيندشده به  محاسبهعنصر  فقط اولين    و  شودمي

تكرار    بعدی  دوباره  قبل  محاسبات   تابع اين سازی بهينهبا  د.  و شميتمام 

ˆبردار   هزينه
km آيد مي دست بهزير  صورتبه: 

( )*

, -1 1 1
ˆ ˆ ˆIPA

k p k y k y k− − = − −m K F x F x  (10) 

 که در آن:

1( )IPA T T

k y y y m y y

−= +K H R H Q H R  (11) 

فرآيند اعمال  شده به  مقدار محاسبهی فقط اولين  ساز نهيبه در هر گام  

 ، يعني:شوديم

( )*

1 1
ˆ ˆ ˆ[ 0 0]T IPA

k k y k y k− − = − −m I K F x F x  (12) 

ي ني بشيپ الگوريتم عبارت است از افق در اين تنظيم قابلپارامترهای 

pوزني ی  اهسيماتر  و
yRوmQ مربوط هزينه   که  تابع  با  .  باشنديمبه 

مي پارامترها  اين  سيستم  تنظيم  برای  را  مطلوب  عملكرد  و  پايداری  توان 

 تضمين کرد. 

 برای سامانه غيرخطي IPEKFالگوريتم  -3-3

 تصادفي سيستم یهاحالت محاسبه برای  افتهيتوسعهکالمن   فيلتر

 بهبود منظوربه است. گوسي مستقل یريگ اندازه  و فرايند نويز با غيرخطي

تخمين خطای   برای  شدهيطراح تفاضلي  ني بشيپ الگوريتم  ،EKFعملكرد  

.  است  مناسب  هاروسكوپيژ و  ها سنج شتاب  باياس از ناشي  یسازمدل 

 IPEKF فيلتردر   یسازمدل خطای  اين    ،افتهيتوسعهکالمن   فيلتر  برعكس

  ،در مسئله ترازيابي سامانه ناوبری حالت نيستند. مدل   متغيرهای صورتبه

  حالت   10از  شوند  بايد تخمين زده  در فيلتر پيشنهادی  که    ييهاحالتتعداد  

  لتريف در    بنابراين،؛  ابدييمکاهش    حالتپنج    به(  افتهيتوسعهکالمن   )فيلتر

IPEKF  ديابيکاهش م  يمحاسبات  بار   وافزايش    فيلتر پذيری    تيدرجه رؤ  .

است که لزوماً  آن   ،معمول ی  هاتميالگور به نسبت الگوريتم اين ديگر  مزيت

نبايد  اين روش  باشد.باشد و مي سفيد  نويز در   همچنين تواند رنگي هم 

به حساسيت پيشنهادی روش دارد.    یريگاندازه  نويز کمتری  فرايند  و 

 :شوديم تشكيل زير یاجزا از IPEKF الگوريتم ساختار

 خطای مدل تخمين -1

استفاده    IPAتفاضلي    نيبشيپ الگوريتماز  برای تخمين خطای مدل  

زير ی  از رابطهخطای مدل    و(  12)   ی. تغييرات خطای مدل از رابطهشودمي

 .شوديممحاسبه 

*

1k k k−= + m m m  (13) 

حالت خطای کاهشبرای   مدل  ،تخمين   اسيبا)  kmخطای 

 شود.يمجبران در هر گام محاسبه و ( حسگرها

 سيستم  یهاحالت تخمين -2

 ي ي زمانروزرسانبه •

( ) *

1/

1/

ˆ ˆ

k

k k k k

T

k k k k k

f+

+

 = 


= +

x x + m

P F P F Q
 (14) 

 ی ريگ اندازه ي روزرسانبه •

 

 

1 1

1

1 1/ 1 1/ 1

1 1/ 1 1 1 1/

1 1 1 1/

ˆ ˆ ˆ

k k

T T

k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

+ +

−

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + +

  = + 


= + −


= −

K P H H P H R

x x K y H x

P I K H P

 (15) 

روابط، اين  ˆدر 
kx  حالت ˆ,بردار 

km    مدل بردار 1k  ،خطای  +y    مدل

)ی،ريگ اندازه ماتريس  1k+Hی، ريگاندازه  )ˆ
kf x    ي  رخطيغمدل ترازيابي

ضميمه  کهاست    آني  ژاکوبkFو همچنيناندشده انيبالف    یدر   .P

 . باشندميکالمن فيلتر بهره تخمينKو  کوواريانس خطای تخمين  ماتريس

 



   ناوبری اينرسي و تحليل پايداری آن  طراحي الگوريتمي برای افزايش همگرايي فيلتر کالمن توسعه يافته مبني بر مدل پيش بين تفاضلي در ترازيابي سامانه

 قهرماني، حسن ماجد الحسن الله نعمت

31 
 

 
 

Journal of Control, Vol. 16, No. 1, Spring 2022  1401بهار،  1، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

با    IPAپایداری مجانبی الگوریتم    ل یتحل  و  هی تجز.  4

 استفاده از قضیه پایداری لیاپانوف

که کافي  شرايط  بخش،  اين  را    در  پيشنهادی  روش  مجانبي  پايداری 

خطای  آينده  مسير    ،k فعلي  یلحظهدر  .  ديآيم  به دست،  کنديمتضمين  

1-  يا   مدل 
ˆ : 1,2,...,k i i p+ =m  هزينه  سازیبهينه  اب زيرتابع  تعيين    ی 

 :شوديم

( ) ( )

( ) ( )

1

-1 -1

1

ˆ ˆ- -

ˆ ˆ

p
r r

k i k i y k i k i

i

p
T

k i m k i

i

+ + + +

=

+ +

=

+

 





T

J = y y R y y  

m Q m

 (16) 

0r)   استخروجي مرجع صفر    ،سيستم ترازيابي اوليهدر  

k i+ =y  با .)

ا مدل استفاده  )ريگاندازه   ن يبشيپ  ز  /ی 
ˆ ˆ

k i k i k+ +=y Hx)،  تابع    توانيم

 ساده کرد:  زير صورتبههزينه را 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

/ / -1 -1

1 1

/ / -1 -1

1 1

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

p p
T

k i k y k i k k i m k i

i i

p p
T

k i k x k i k k i m k i

i i

+ + + +

= =

+ + + +

= =

 

 

 

 

T

T

J = Hx R Hx + m Q m  

J = x R x + m Q m  

 (17) 

Tکه در آن  

x y=R H R H    اولين عنصردن  مفقط با به دست آ  وبوده  

ˆ*کنترل بهينه 
kmسازی  بهينه مراحلهمان  بعدی ی لحظهدر  .شوداجرا مي

محدوديتقراری  بر   ،اصلي پايداری  یمسئلهشوند.  تكرار مي
/

ˆ 0k p k+ =x

 کنيم.ی زير را اثبات ميحال قضيه .باشدمي

 نظر بگيريد.  ردفرضيات زير را با  ( 17تابع هزينه ) -1قضیه 

محدوديت فرض کنيد   •
/

ˆ 0k p k+ =x   که در آن
/

ˆ
k p k+x    نهايي  حالت

و    ،است بوده  مدلبرقرار  1-يا  خطای 
ˆ : 1,2,...,k i i p+ =m جواب

 . است مسئله بهينه 

يk  هرلحظهبرای  همچنين   • مثل   ک،  ˆ*جواب 
km  با که  دارد  وجود 

توجه به محدوديت 
/

ˆ 0k p k+ =x تابع هزينهJ د. کنيمکمينه را 

به   توجه  تخمين  اين  با  الگوريتم  مدل   نيبشيپفرضيات،  پايدار   ،خطای 

 مجانبي است. 

اصلي  :اثبات اثبات  ايده  تابع    گرفتن  نظردر    IPA  الگوريتمپايداری    در 

الگوريتم زماني است  است. پايداری    لياپانوف  يک تابع  عنوانبه  (17)  هزينه

تغييرات   در  که  هزينه  باشد   مسيرها تمام  تابع  غيرمنفي  )يعني    هميشه 

1k k+ −J(x ) J(x ) < دادن  با    بنابراين،  ؛(0 قرار  لياپانوف  معادل  تابع 

,( ˆ )kV kx    هزينهبا افقکمينه    تابع  )   در  زير    صورتبه،  (minJمحدود 

 . ميکنيمات بثاپايداری مجانبي آن را 

( ) ( )

1

-1 -1

1

ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ

( )
p

k k i x k i

i

p
T

k i m k i

i

kV + +

=

+ +

=

+  





Tx = x R x  

m Q m

 (18) 

آن در  min  که 
ˆ( , )k kV J=x   و*ˆ

km    از ˆتابعي 
kx  دله  )معا  است

فرضحال  .  ((12) به  توجه  قضيه   با  بهينه  ،دوم  ˆ*ی جواب 
km    تضمين

),که دشو ميمشاهده ( 18معادله )در  شود.مي ˆ )kV kx  مثبت معين بوده و  

با استفاده از ،  k + 1  یلحظهدر    .شدابيک تابع لياپانوف مناسب    تواندمي

 : شودميزير نوشته  صورتبه تابع لياپانوف( 18) ی رابطه

( ) ( )

1

1 1

1 1

ˆ

( )ˆ , 1

ˆˆ ˆ

k

p p
T

k i x k i k i m k i

i i

V k+

+ + + + + +

= =

+ =

  T

x

x R x + m Q m
 (19) 

*( جواب بهينه  17ی ) سازی تابع هزينهبا بهينه

1
ˆ

k +m  و   آمده دستبه

 : خواهيم داشت( 19از معادله )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 1

1

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1

ˆ ˆ

)

ˆ ˆ

(
p

k k p x k p k i x k i

i

p
T T

k p m k p k i m k i

i

V k
−

+ + + + + + + + +

=

−

+ + + +

=

+ + +

  + 

=







T Tx x R x x R x

m Q m m Q m

 (20) 

فرض محدوديت  با توجه به حالتدر اين 
/

ˆ 0k p k+ =x  داريم : 

( ) ( ) '

1

1 1

1 1 1

1 1

ˆ , 1

ˆ ˆˆ

( )

( )ˆ ˆ , 1

k

p p
T

k i x k i k i m k i k

i i

kV

kV +

− −

+ + + + + + +

= =

=

+ 

+   + T

x

x R x m Q m x

 (21) 

 . ديآيدرمزير   صورتبه( 21)  ینا تساو، بيترتنيابه

1

'

1
ˆ ˆ ˆ ˆ, 1 , ,( 1( ) ( ) ) ( ),k k k kV Vk k V Vk k+ +− −+  +x x  x x  (22) 

تابع 
1

' ˆ , 1( )kV k+ +x  حالت    شامل و  مدل  و  ميخطای  تابع با  باشد 

,( ˆ )kV kx  .برابر است. از طرفي داريم 

( ) ( )

1

1 1 1 1

' ˆ ˆ, 1 ,

ˆ ˆˆ ˆ

( ) ( )

ˆ ˆ

k k

T

k p x k p k x k k m k

V Vk k+

+ + + + + +

+

− −  

− =

T T

 x x

x R x x R x m Q m
 (23) 

محدوديت به توجه با 
/

ˆ 0k p k+ =x خواهيم داشت: ،فرض اول  در 

( ) ( )

1

1

'

1

ˆ ˆ, 1 ,

ˆ ˆˆ

( ) ( )

ˆ

k k

T

k x k k m k

VkV k+

+ +

+

−  

− =

T

 x x

x R x - m Q m
 (24) 

 :شوديمنتيجه   (24)( و 22)ابط وردر نظر گرفتن با 

( ) ( )

1

1 1

ˆ ˆ, 1 ,

ˆ ˆˆ ˆ 0

( ) ( )k k

T

k x k k m k

V Vk k+

+ +

−+ 

−   T

x x  

x R x - m Q m
 (25) 

),که بينيميمبنابراين   ˆ )kV kxپس با استفاده از  منفي معين است.    صورتبه

( يک نقطه تعادل پايدار مجانبي در  19)  یروش مستقيم لياپانوف، معادله

 دارد. مبدأ

معين هستند که    یهاسيماتر  mQوxRوزني   هاسيماتر  مثبت  و  متقارن 

کردن تابع هزينه  . چون هدف کمينه  دنشو يمقطری در نظر گرفته    صورتبه

مثبت معين باشد. بزرگ شدن ماتريس وزني  xR( است بايد ماتريس 16)

xR اهميت بيشتری نسبت به خطای مدل   ها حالت مؤلفه  شود که باعث مي

پاسخ با سرعت و دقت بيشتری ورودی مرجع را دنبال    ني ؛ همچنداشته باشد

 . کند
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 الگوریتم پیشنهادی آزمونتحلیل نتایج -5

در  پيشنهادی  فيلتر  عملكرد  اين بخش  تحليل    آزمون  يک  در  واقعي 

زيابي  ترا  یزوايا تخمين در شده ارائه الگوريتم ارزيابي خواهد شد. برای

ی  افزارهاسختالگوريتم روی   ، ايناينرسيناوبری   یيک سامانه  یاوليه

از صحت    يی گوناگونهاآزمونی شده و با انجام  سازاده يپآزمايشگاهي  

 است.  شده حاصلاطمينان  افزارهاسختو  افزارهانرمعملكرد 

نوع كيالكترومكان كرويم  اينرسيناوبری    ی سامانه از ،هاآزموندر     ي 

ADIS16488A   حسگرهایاين   مشخصات 1  جدول  است. در  شده استفاده 

 است. ده آم اينرسي

 ADIS16488A  [20]  اينرسي  حسگرهای  مشخصات :  1جدول  

 شتاب سنج  ژيروسكوپ  نام پارامتر 

Misalignment Axis ±0.05 ° ±0.035 ° 

Nonlinearity 0.01% of FS 0.1% of FS 

Bias Repeatability ±0.2°/sec ±16 mg 

In-Run Bias Stability 5.1°/hr 0.07 mg 

Random Walk 0.26°/√hr 0.029 m/sec/√hr 

Output Noise 0.135°/sec rms 1.29 mg rms 

Noise Density 0.0059°/sec/√Hz 0.063 mg/√Hz 

لوازم افزارسخت در    آزمون و  ناوبری  سامانه  نشان    2شكل  ترازيابي 

 است.  شده داده 

 
 ی جانبي آزمايشگاه افزارها سخت :  2شكل  

از   استفاده  با  ترازيابي  فرايند  آزمايش،  اين  ثابت خودرو  هاداده در  ی 

ناوبری   ی برای سامانهبردارنمونه زمان  .شوديمثانيه انجام    1200برای  

برابر  اينرسي برای  شدبايم  10برابر    p  يا  ين يبشيپافق  و   هيثان  0/ 01،   .

کوواريانس  ريگاندازه  خطای  تأثير  دقت  ريگاندازه ی  در  يي  همگرای 

 .شوديمتكرار    3طبق جدول  اوليه، آزمايش ترازيابي سه بار    یتخمين زوايا

 IPEKFنتايج تحليل عملكرد -5-1

با فيلتر کالمن  اين فيلتر ، شده يطراحعملكرد فيلتر   ليوتحلهيتجزبرای  

بو  فيلتر کالمن بدون   است. مقايسه شده   بو و فيلتر کالمن بدون    افته يتوسعه

 دقت   با که سيگمايي نقاط از  محدودی تعداد از با استفاده   ،[9]

به  را    احتمال  توزيعتابع    لهيوسنيبد تا برديم بهره اندشده انتخاب

 استفاده دليل به که افتهيتوسعه کالمن فيلتر برخلافآورد.  دست

کمي   دقت  دارای سازی، خطي فرآيند در يژاکوب ماتريس از

  را سيگما  نقاط مينيمال  مجموعه بو  بدون   کالمن  فيلتر ،ستا

بيشتر    ابدييم دستبالاتری   دقتبه نموده و محاسبه )توضيحات 

 . آمده است( (ب) ضميمه در  بو الگوريتم فيلتر کالمن بدون  

، دقت  3است. در آزمون    شده داده سه نوع آزمون توضيح    2جدول  در   

  / 087±′019/0′  برابربرآورد خطای سمت هنگام استفاده از فيلتر جديد  

فيلتر    کهيدرحالاست،    4 از  استفاده  با  سمت  زاويه  تخمين   EKFدقت 

فيلتر    ′48′±52 از  تغييرات کوواريانس    است  UKF  ′10712و  )ازايي 

از  UKFی،  ريگاندازه  بيشتر  حساسيت  که  بينيميم  .(باشدي م  EKF  دارای 

پيشنهادی   در  توجه قابل  طوربهالگوريتم  را  سمت  زاويه  برآورد  دقت  ي 

 . بخشديمبهبود  UKF و EKFمقايسه با 

 

 . سمتي برای زاويه عدم انطباق  اب ي تراز . نتايج آزمايش  2جدول  

 انحراف استاندارد خطای تخمين 
(arc.min) 

 تخمين زاويه سمت   RMSEخطای  
(arc.min) 

 همگرايي  زمان 
(sec) 

 ارزيابي  مورد  پارامتر 

IPEKF EKF UKF IPEKF EKF UKF IPEKF EKF UKF  فيلتر  نوع 

14/0 91/0 8/0 39/0 12/1 82/0 8 150 50 )3-=10R(σ  1 آزمون 

003/0 42/10 1/15 67/2 38/11 7/50 20 400 300 )2-=10R(σ  2آزمون 

019/0 48 162 087/4 009/58 1071 52 524 >1200 )1-=10R(σ  3آزمون 

 
 لف( ا ) 
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 )ب( 

 UKFو    IPEKF  توسط   سمت)ب( همگرايي زاويه  ,  EKFو    IPEKF  توسط   سمت( همگرايي زاويه  الف : ) 3شكل  

 

آمده است.    2همگرايي آن در جدول    و زماني زاويه سمت  ابيترازنتايج  

  EKFو    IPEKFالف( مقايسه همگرايي زاويه سمت را با استفاده از )3شكل  

  UKFو    IPEKF( مقايسه همگرايي زاويه سمت را با استفاده از  ب)  3و شكل  

 . دهديمنشان 

 نتايج تحليل پايداری -5-2

شكل   کوواريانس  تأثير  نتايج    4در  شدن  و  ی  ريگ اندازه خطای  بزرگ 

مربوط به الگوريتم  روی زاويه سمت،    فرآيند  یهاحالتخطای    انسيکووار

است. ملاحظه    شده داده نشان    زمانهم  طوربه  افتهيتوسعهفيلتر کالمن    جديد و

 است.  افتهيشيافزاجديد ميزان همگرايي  روش درکه  شوديم

 

زرگ شدن  با ب   EKFو    IPEKF  ی ها روش در    سمت: همگرايي زاويه  4شكل  

 ی ر ي گ اندازه   خطای   کوواريانس 

شكل   کوواريانستأثير  نتايج    5در  شدن  و  ی  ريگ اندازه   خطای   بزرگ 

  سمتروی کوواريانس خطای زاويه فرآيند  یهاحالتخطای  انسيکووار

و الگوريتم جديد  به  کالمن   مربوط  نشان    زمانهم  طوربه  افته يتوسعه  فيلتر 

ملاحظه    شده داده  پايداری    درروشکه    شوديماست.  ميزان  جديد 

 است.  افتهيشيافزا

 

با    EKFو    IPEKF  ی ها روش در    سمت: همگرايي کوواريانس خطای زاويه  5شكل  

 ی ر ي گ اندازه   خطای   بزرگ شدن کوواريانس 

  آورده 6در شكل  =p 20و  =p=, 10 p 2 ی برای ساز هيشبدر ادامه نتايج 

خروجي بايد به حد کافي بزرگ باشد تا خروجي    نيبشيپ  افق  شده است.

چون سيستم غيرخطي    آزمون در اين  .  شودگرا  بتواند به مقدار ماندگار هم 

افق   کافي  ي نيبشيپاست  حد  افق    بايد  به  بودن  کوچک  باشد.  بزرگ 

باعث  نيبشيپ مناسبي   شود يمي خروجي  تخمين  الگوريتم  رفتار    را   که  از 

 آينده سيستم نداشته باشد: 

 

 =20pو  =2p= ،10pبرای  سمت: همگرايي تخمين زاويه 6 شكل

خطای    ي نيب شيپافق    شدن  بزرگمشخص است که با    ي خوببه  6در شكل  

 . شودکم مي همگرايي
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در تابع    ي نيبشيپافق    افزايش تأثير    مربوط به   نتايج   9و    8  ،7ی  هاشكلدر  

که تابع هزينه    شود يماست. ملاحظه    شده داده نشان  الگوريتم جديد  هزينه  

 . است نزولي

 
 p=2  در حالت: تابع هزينه 7 شكل

 

 
 =10p تدر حال: تابع هزينه 8 شكل

 

 
 =50p در حالت: تابع هزينه 9 شكل

 

 UKFو  IPEKF، EKF یهاروش محاسباتيبار  مقايسه-5-3

از روی    توانمي را  UKF  و  IPEKF،  EKFهای الگوريتم محاسباتي  بار

فرض    . [21] نمود  بهمحاس   آن اجرای از  ثانيه  هر  در عمليات رياضي    عدادت

 pي  نيبشيپافق    بعد   و   m  گيریاندازه   بردار بعد و  n  بعد بردار حالت کنيممي

در  تعداد،  بنابراين  ؛است رياضي  هر هر عمليات  برای  اجرای    ثانيه  بار 

بار  که    شود يمملاحظه    3  جدولاز  .  آمده است 3  جدولطبق  ها  الگوريتم

 باشد. مي  UKF و EKF از کمتربسيار  IPEKFمحاسباتي  

 
 UKF  و   IPEKF ،  EKFهای  الگوريتم  بار محاسباتي ی  : مقايسه 3جدول  

 عمليات رياضي در هر ثانيه   ی تعدادرابطه  الگوريتم 
 تعداد

 ها حالت

بار 

 محاسباتي

EKF 
3 2 2 36 6 4n n m nm m

nm n

+ + +

+ −

 n=10  
m=2 7378 

UKF 
( ) 3 2 2

2 3

16 / 3 6 4

11 3

n n m nm

n m nm n

+ +

+ + + +

 n=10  
m=2 7851 

IPEKF 
3 2 2 3

2 2 2

6 6 4n n m nm m

nm n n p m n pm

+ + +

+ − + +

 

n=5  
m=2 
p=10 

6560 

n=5  
m=2 
p=2 

1373 

 

 گیری نتیجه -6

مقاله،   اين  ناوبری  در  سامانه  برای  اوليه    كرو يم  اينرسيترازيابي 

يک مدل ترازيابي غيرخطي در نظر گرفته شد.  با استفاده از    ي كيالكترومكان

با در نظر گرفتن حالت  سيستم و    اينبرای  خطا    يرخطيبا استخراج مدل غ

خطای    اينرسيسگرهای  حن  و سك حسگرها(  واقعي  سرعت  بودن  )صفر 

پيشنهادی الگوريتم    . عملكرد و مقاومتشد  زده   تخمين  سمتزوايای تراز و  

 .گرديدمقايسه  بو المن بدون کفيلترو   افتهيتوسعهکالمن لتري با ف 

کالمن    IPEKF  جديد  روش  فيلتر  از  ترکيبي  فيلتر    افتهيتوسعهکه  و 

سازی و نويز خطاهای مدل تخمين    یبرا است  افتهيميتعم تفاضلي    نيبشيپ

  ی خطای حسگرهاناشناخته بودن    به خاطر  متداول  یهاتميالگور.  شداستفاده  

  شده ارائه  روش   درمشكل  اين  .  شونديمبا مشكل همگرايي مواجه    اينرسي

روش  پذيری ی مشاهده درجهعلاوه براين، . در اين مقاله برطرف شده است

IPEKF  نسبت به روشEKF  در مقايسه با    ي آنمحاسباتو بار    يافته يشافزا

 يابد. کاهش مي، هاحالتتعداد کاهش  به خاطر هاروشساير 

ی  شنهاديپ  روشهمگرايي    پايداری و، نشان دادن  مسئله اصلي اين مقاله 

لياپانوف تئوری  از  استفاده  به طبق  .بود  با  از  دستنتايج  ها،  آزمونآمده 

بهبود    ،بو فيلتر کالمن بدون  و    افتهيتوسعهکالمن    لتري با ف روش نوين    یمقايسه 

 . دهديدقت و عملكرد الگوريتم پيشنهادی را نشان م
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الگوریتم    -الفضمیمه   غیرخطی  ترازیابی  مدل 
IPEKF 

 ترازيابي است لازم ناوبری به شروع از اينرسي، قبل ناوبری در سامانه

 دستگاه  تبديل( نسبت به  جسم )ماتريس وضعيت  از اوليه که تخمين اوليه

)دستگاه  طي ترازيابي اين  .شوديم  تعيين(  جغرافيايي مرجع   دو اوليه 

ترازيابي  1غيردقيق  ترازيابي یمرحله انجام   متوالي  صورتبه  2دقيق  و 

 : نوشتزير  صورتبهمدل ترازيابي غيرخطي را  توانيم .شوديم

1

1 1 1

( )t t t t

t t t

f+

+ + +

= + +

= +

x x m w

y Hx ν
 (الف-1) ...................................... 

موردن  حالت  عبارت  ازيمتغيرهای  سرعت  خطای  تعريف  از:  برای  اند 

Nvو
Evموردن حالت  متغيرهای  خطاهای    ازي.  تعريف    زاويه، برای 

 N E D    اين  ؛  دباشنمي حالت  بردار  زير    صورتبه  مسئلهبنابراين، 

 :است

 
T

t N E N E Dv v    =x  (الف-2) .......................... 

 :شوديمزير تعريف  صورتبهبردار خطای مدل سيستم 

 ω ω ω
T

t N E D E Nf f=     m  (الف-3) .............. 

 : شوديمتعريف زير  صورت بهمدل غيرخطي خطاها 
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 (الف-4) ... 

 است:  شدهگرفتهدر نظر  زير صورتبهی ريگاندازه مدل و 
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+
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y H  (الف-5) ........................ 

)تابع   يژاکوبماتريس  )f x باشديمزير  صورت به : 
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 که در آن:
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1 Coarse alignment 

 UKF [9]الگوریتم  -بضمیمه 

 حالت کوواريانس و متوسدددط با فيلتر اين اوليده مقدداردهي-1
 :گيردمي صورت زير بيني شده پيش
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x x
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 (ب-1) .................................... 

 پيشدين حالت کوواريانس و متوسدط از سديگما نقاط  مجموعه-2
 توليد کنيد زير رابطه طبق
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 انتقال دهيد. زير  غيرخطي  نقاط سيگما را توسط معادله مدل -3

\\ 1
( , , )a a

i k ki k k
f k

+
=x χ m  (ب-3) ..................................... 

زير را توسددط رابطه    شددده داده نقاط انتقال    کوواريانس و  ميانگين  -4

 محاسبه کنيد.
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meanهایوزن-5

iW وcov

iW شوندمي محاسبه زير روابط از: 
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 (ب-5) ............. 

را انتقدال    هداآنو    قرار داده گيری  انددازه   معدادلده درنقداط سددديگمدا را    -6

 دهيد.
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 گيری را پيشگوئي کنيد.ميانگين اندازه   -7
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 را پيشگوئي کنيد.  خطا کوواريانس  -8
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y,بين  ي  گستبهمماتريس   -9 x  .را حساب کنيد 
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2 Fine alignment 
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