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گردد. در این رویكرد برای دستیابي  خطي بر مبنای رویكرد جدید ارائه ميهای غیرسیستمدر این مقاله یک رویتگر بهینه برای  :  چکیده 

سیستم در یک افق پیش بیني با مرتبه دلخواه بدست آمده و سپس یک حل   هایهای سیستم، ابتدا بسط سری تیلور حالتبه تخمین آتي حالت

  ، دهد. در رویتگر پیشنهادییابد که یک فرم حلقه بسته رویتگر بهینه را ارائه ميبیني توسعه ميپیشخطای  سازی  تحلیلي مبتني بر حل مسئله کمینه

کنند،  بین بدست آمده و پایداری را برآورده ميخطای پیشسازی  کمینههایي که ازحل مسئله  بهره رویتگر بصورت بهینه از میان تمامي بهره 

 دهد.    نشان ميها را ازی کارایي روش پیشنهادی در تخمین حالتگردد. در نهایت نتایج شبیه سانتخاب مي

  تحلیل پایداری. ، بیني حالتپیش، رویتگر بهینه، سیستم غیرخطيکلمات کلیدی:  

New Optimal Observer Design Based on State Prediction for  

a Class of Non-linear Systems Through Approximation 

Saeed Kashefi, Majid Hajatipour 

 

Abstract: This paper deals with the optimal state observer of non-linear systems based on a new 

strategy. Despite the development of state prediction in linear systems, state prediction for non-linear 

systems is still challenging. In this paper, to obtain a future estimation of the system states, initially 

Taylor series expansion of states in their receding horizons was achieved to any specified order and 

then an analytic solution was developed for the prediction error problem, which resulted in a closed-

form for non-linear optimal observer. In the proposed observer, the observer gain was optimally 

chosen among gains obtained from the analytic solution of the prediction error problem and satisfied 

the stability condition. Finally, the qualitative simulation results showed the effectiveness of the 

proposed method in the state observation. 

 

Keywords: Nonlinear system, Optimal observer, State prediction, Stability analysis.
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 مقدمه -1

 يطراح    ها،مستیسدر    حالت  یرهایمتغ  نیتخم   عیوس  کاربرد  لیبدل   

  قرارگرفته   پژوهشگران  از  یاریبس   توجه  موردهای اخیر  در دهه  هارتگیرو

  حالت  نیتخم   روند  مهم  یهابخش  از  يكی  تگریرو  بهره   نییتع.  است

  تگریرو  ن یاول.  استبوده    توجه   موردنیز    ي قبل  مطالعات  در  که  است  هامستیس

  ی خطا  ی داریپا  یمبنا  بر  تگریرو  بهره   نآ  در  که  شد   ئه اار  ونبرگریل   توسط

]  میتنظ   نیتخم  ی   .[3- 1گردید  ادامه    ونبرگری ل-شبهحالت    تگریرو  کدر 

  و معلوم  يرخطیغ  کینامید  نآدر  کهي  رخطیغ  یها مستیس  از   یادسته  یبرا

ادامه از منظر نوع    در  این رویتگر  .شد  ارائه[  4]   تائو   توسط  ،است تزیشپیل

ها نیز  [ توسعه یافت. در همه این رویتگر6و  5وکاربرد در ]سیستم، پایداری  

انتخاب بهره رویتگر مبتني برآورده شدن پایداری دینامیک خطای تخمین  

[ و  8و  7دیگر از رویتگرها مانند رویتگرهای مود لغزشي ]در برخي    است.

[ نیز بهره رویتگر براساس پایداری دینامیک خطا در حضور  11-  9بهره بالا ]

این عینينام تمامي  در  وجود  این  با  است.  شده  تعیین  واغتشاشات  ها 

اشاره  بهینه  شده،  رویتگرهای  رویكرد  بهره  هیچگونه  انتخاب  برای  سازی 

 رویتگر وجود ندارد.

  ی گر هاینکالمن و تخم یلترخانواده  ف   بهینه،  رویتگرهای   بررسي در    

متحرک شده   يبخوب  )MHE1(  افق  درشناخته  از ین  ا  اند.    دسته 

بهینتخم  براساس  بهره  هز  یسازینهگرها،  تنظ   یفتعر  ینهتابع    یمشده 

مثال   گردد.يم عنوان  متحرک،    گرهایتخمیندر  به  حل    تخمینافق  به 

  در حضور شده    یفتعر  ینپنجره تخم   ،افق محدود  سازیبهینهمسئله    2بَرخط

مانند    ینهبه   یتگرهایرو  اگرچه  .[15-12] دارد  بستگيو اغتشاش    نویز یود،ق 

متحرک تاحدن توانيم  افق  نو   ی د  برابر  باش  یزدر  مقاوم  اما    ،دن واغتشاش 

ي  بطورکل  . هستند  ی ساز  یادهپ  حالت  ها درمشكلات و چالش   يبرخ  ایدار

تواند در  ده و ميبو   بَرخط  ی به صورتسازدر این نوع از رویتگرها، بهینه

پیاده  بهحالت  محدودیتسازی  بعضي  وجود  گردد  محدب    غیر  ها،دلیل 

و به    ي محل  ی هاینهدر کمی  ممكن است سبب گرفتاردر نتیجه  و    [ 17و16]

  .عبارتي، دور شدن از شرایط بهینه شود

  یني نیازمند است سنگ  ي ات محاسباتعملیبَرخط به    سازی بهینه  این،بر  علاوه   

عین حال    این مسئله مستلزم محاسبات سریع ودر  سازی،در حالت پیاده   که

چالش    تواند یکميموضوع    ینا  و   باشد مي  خیلي کوتاه  بردارینمونه    زمان

برخي  وجود، در    ینبا امحسوب شود.    سریع  دینامیکبا    ی هاسیستم  برای

  با استفاده از   ی دشوار  ینبر غلبه بر ا  ي محدود سعبه صورت  مطالعات    از

  افق متحرک  ی هاگرینتخم در  ،3بُرون خط  ی ساز ینهبه برای یبروش تقر

خط رابطه  بُرون  یک ایده با هدف شناسایي  [  17[. در ] 19- 17]  شده است

داده  توالي  اندازه بین  متناظر  های  اولیه  حالت  و  )ورودی/خروجي(  گیری 

پیاده سازی  [  18در ادامه در ]  آنها، در ابتدای پنجره متحرک ارائه شده و

 بي انجام شده است.های عصاین ایده با استفاده از ویژگي تقریبگری شبكه

 
1 Moving Horizon Estimator 

On-line2  
3 Off-line 
4 Full-order observer 

برخي  بهینه،  رویتگرهای  سایر  مورد  محدودطم  در    زمینه در    العات 

است حالت  متغیرهای   بهینه  تخمین شده  بهینه  23-20] انجام  تخمین   .]

کمینه سیستمبرمبنای  برای  حالت  تخمین  خطای  تغییر  سازی  خطي  های 

بصورت   و  دلخواه  نرخ همگرایي  با  زمان  با  در  بُرون  ناپذیر  به  20] خط   ]

 5کاهش یافته [ به شكل رویتگر مرتبه21و در ]   4شكل رویتگر مرتبه کامل 

[ مرجع  براین،  علاوه  است.  شده  مبنای  22ارائه  بر  بهینه  رویتگر  یک   ]

های سیستم( و  سازی خطای تخمین خروجي سیستم )نه تمامي حالتکمینه

  بَرخط با حل    و سپس  کندسازی ارائه ميخط مسئله بهینهبُرون  مبتني بر حل  

سازی و تقریب تِرم بهینه رویتگر با استفاده از ایده برنامه ریزی  مسئله بهینه

ارائه مي6پویا بهینه  رویتگر  این   ، [ در  سیستم23شود. همچنین  برای  های  [ 

سازی   بهینه  از  استفاده  با  مدل  نامعیني  بیزین   بَرخطغیرخطي،  روش   7به 

همگرایي خطای تخمین حالت،  شود و جهت افزایش نرخ  تخمین زده مي

 .گرددبهره رویتگر ارائه مي

این روش    این وجود در تمامي  یا غیرخطي  با  از خطي  ها صرفنظر 

سازی خطای  ها در تابع هزینه، کمینهبودن سیستم و عدم وجود تمامي حالت

فعلي بدون رویكرد پیش از طرف   بیني انجام شده است.تخمین در زمان 

پ  در دیگر   نه ی بهصورت  های یک سیستم غیرخطي بهتحال  ينیبشیمورد 

استفاده  هایي در  مطالعات قابل توجهي وجود ندارد. در این رابطه پژوهش

پیش الگوریتم  سیستماز  های  حالت  تخمین  برای  تاخیر  بیني  دارای  های 

تِرم بكاربردن  از  اجتناب  منظور  به  آن  ایده  که  دارد  وجود  نیز   ورودی 

و  25ارائه و توسط  ][  24ها، اولین بار توسط ]کننده گیر در کنترل انتگرال 

ای  تاخیر بزرگتر توسعه داده شد. در این ایده از زنجیره  [ در حالت وجود26

شود تا هر یک از آنها کسری از تاخیر سیستم را از رویتگرها استفاده مي

پیش بینيپیش عنوان  به  روش  این  متوالي هاکننده بینيکنند.  شناخته    8ی 

پژوهشگران   شودمي از  پرداخته شده    که توسط تعدادی دیگر  به آن  نیز 

 [. 31-27است ]

-غیر  های سیستم  در   بهینه  رویتگرتوسعه    با وجود این موارد محدود، برای   

با زمان با مرتبه    یرمتغ  ینامیکد  یبتواند تقرمي مناسب    یكردرو  یک  طي،خ

به    ینا  در  باشدکهدلخواه   پرداخته  آمقاله    روش،  نیا  در  شود.مين 

آنها  و    ستم یس  یهاتحال طرتخمین  سر  بكارگیری   قیاز    با   لور ی ت  ی بسط 

  اگرچه.  شوندزده مي  بیتقردر جهت افزایش دقت تخمین،    دلخواه  مرتبه

  را م ستیس یداریپا لی تحل ارائه، است  ممكن ستمیس کی یهاحالت بیتقر

وعملكردم یمستق  نگرش  توانديم  اما  کند،ترده یچیپ رفتار  از    کینامید  ي 

سیستم   طوربه  را  ي اصل  ستمیس  یگذرا  رفتار  و   نماید  فراهم  غیرخطي 

   .شود ارائهبیان و  تریموثر

شد،    ن،یبرا  علاوه    اشاره  پهمانطوریكه  های  تحال  ينی بشیدرمورد 

که    قابل انتخاب  بینيی پیشهابا افق  ،نهیبه صورت  یک سیستم غیرخطي به

طور    تواند يم مطالعات  تخمین    ت یفیک  موثریبه  بخشد،  بهبود  را 

5 Reduced-order observer 
6 Approximate dynamic programming 
7 Bayesian 
8 Sequential predictors 
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ا  ي توجهقابل در  ندارد.  از    نیادر  راستا،    نیوجود  استفاده  با    روش مقاله 

و    ينی بشیپی  هاافق  های سیستم درتخمین حالتحالت،    متغیرهای  بیتقر

سپس یک  شود.  با استفاده بسط سری تیلور تا مرتبه دلخواه، تقریب زده مي

کمینه مسئله  حل  بر  مبتني  تحلیلي  متغیرهای  حل  بیني  پیش  خطای  سازی 

حالت، توسعه مي یابد که بر اساس آن یک فُرم حلقه بسته برای رویتگر  

تیلور در اینبهینه ارائه مي   مقاله،  گردد. انتخاب دلخواه مرتبه بسط سری 

مي دلخواه  دقت  با  که  آنست  بیني  بیانگر  پیش  مسئله  بهینه  حل  به  توان 

 نزدیک شد.

  ر یز  شرح  به توان  را مي  مقاله  نیاتحقیق ارائه شده در    نكات برجسته 

 : دکر خلاصه

پیش الف(   مسئله  برحل  مبتني  سازی  بهینه  الگوریتم  از  برای  استفاده  بین 

 مند بهره رویتگر قاعده طراحي رویتگر بهینه و انتخاب 

انتخاب   امكان  حالتنی ب  شیپ  هایق اف ب(  تخمین  در  مختلف  بر    هاي  که 

پایداری و سرعت همگرایي تخمین تحت    ،  نه یبه   رویتگر  اساس آن، بهره 

سازی، ویژگي  ها وهمچنین نتایج شبیهتوجه به تحلیلبا    .گیرندقرار مي    ریتأث

ین روش، به طور موثر کیفیت  ها در ابیني حالتکمینه سازی خطای پیش

بخشد. در حالي که در رویتگرهای بهینه مرسوم، تخمین  تخمین را بهبود مي

 آید.فقط با بهینه سازی تخمین در زمان فعلي به دست مي

تضمین   رویكرد ج(  از  مستقل  پیشنهادی،  بهینه  رویتگر  مجانبي  پایداری 

هره رویتگر پیشنهادی  شود. به عبارت دیگر، بکننده فراهم ميطراحي کنترل 

کنند، بدون اینكه تحت  هایي که شرط پایداری را برآورده مياز میان بهره

 شود. طور بهینه انتخاب ميکننده قرار گیرد،  بهتأثیر نوع کنترل 

خط عموماً غیر محدب هستند،  بَرسازی غیرخطي  د( از آنجایكه مسائل بهینه

ای از  تواند بر دستهشده در این مقاله، ميخط ارائهبُرون  رویكرد تحلیلي  

 سازی غیرمحدب غلبه کند. مشكلات پیش روی  مسائل بهینه

در این مقاله یک رویتگر بهینه جدید مبتني بر پیش بیني ارائه گردید که     

بیان   روش  این  های  ویژگي  در  که  آنچه  مشكلات  طبق  از  برخي  شد، 

-های قبلي را ندارد. اما از طرفي این روش نیز به مانند سایر روشپژوهش

محدودیت دارای  موجود  محدودیتهای  این  جمله  از  است.  ها  هایي 

تک خروجي بودن مدل سیستم غیرخطي    -توان به نرمال و تک ورودیمي

ر پیشنهادی  اشاره کرد. علاوه برآن وجود برخي فرضیات در طراحي رویتگ

ایجاد نمي از شرایط اگرچه محدویت جدی  آنها  برآورده شدن  اما  کند، 

 مسئله است. 

مقاله بخشکه    است   شرحاین  به    ساختار  و  مدل   ،2در  ریاضي  سازی 

آن   یداریپا لی تحل و  نهی به رویتگر، 3ودر بخششده ارائه  معادلات سیستم

با  . سپس  ابدیيتوسعه م پیشنهادی  در    ی سازهیشب  مثال چند  کارایي روش 

 شود. مينشان داده  4بخش

 

   یستممعادلات سسازی و مدل  -2

    تک خروجي  -تک ورودی سیستم غیرخطيمعادلات  یقتحق ینا در

 است.  یربصورت ز

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖+1(𝑡) 

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑥1
[𝑛](𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 

(1) 

آن    که 𝑢 در  ∈ 𝑅, 𝒙 ∈ 𝑹𝑛 و𝑦 ∈ 𝑅  و    ورودی ها،  تحال  ترتیببه

 :fتابع غیرخطي متغیر با زمان بصورت   𝑓همچنین  .هستند  سیستم  خروجي

𝑹𝑛×𝑅×𝑅+ →𝑅    است معلوم و 

  .کرد بازنویسي زیربصورت را ( 1)  سیستممعادلات توان مي

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)) 

𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 
 

(2) 

 که در آن

𝑨 = [

0 1
⋮ ⋮

… 0
⋱ ⋮

0 0
0 0

… 1
0 0

] , 𝑩 = [

0
⋮
0
1

], 

𝑪 = [𝑐1, … , 𝑐𝑛] 

(3)  

 ( رویت پذیر است. 1سیستم غیرخطي)    .1فرض

,𝑓(𝒙غیرخطي     تابع  .2فرض 𝑢, 𝑡)  ( تا مرتبه دلخواه نسبت  1درسیستم )

 است. به زمان مشتق پذیر 

,𝑓(𝒙تابع   . 3فرض 𝑢, 𝑡) شیتز را نسبت به  شرط لیپ𝒙  کند.  ميبرآورده

 وجود دارد بطوریكه:  𝛼ها یک عدد ثابت مثبت  𝒙و  𝒙یعني برای تمامي  

|𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙 , 𝑢, 𝑡)| ≤ 𝛼‖𝒙 − 𝒙‖ (4) 

 

  نهیبه تگری روطراحی  -3

تا    لوریت  یبا سر  ين ی ب  شیافق پ  کیدر  𝒙𝒊(𝒕) حالت    متغیر  ابتدادر  

𝒓مرتبه   ≥ 𝒏  شود.يزده م بیتقر 

𝑥𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝑥𝑖(𝑡) + 𝜏𝑥̇𝑖(𝑡) + ⋯+
𝜏𝑟

𝑟!
𝑥𝑖

[𝑟](𝑡) 

𝑇1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇2, 𝑟 ≥ 𝑛 
(5) 

 

 یا به عبارت دیگر 

𝑥𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝝑𝑇𝑿𝑖(𝑡), 𝝑

= [1, 𝜏, … ,
𝜏𝑟

𝑟!
]

𝑇

 
(6) 

 و 

𝑿𝑖(𝑡) = [𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖
[1]

(𝑡), … , 𝑥𝑖
[𝑟]

(𝑡)]
𝑇

 

= [
𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖+1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡),

𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡), … , 𝑧𝑖+𝑟−𝑛−1(𝒙, 𝑢,… , 𝑢[𝑖+𝑟−𝑛−1], 𝑡)
]

𝑇

, 

𝑖 = 1,… , 𝑛 

(7 ) 
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 که در آن

𝑧0(𝒙, 𝑢, 𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) 

𝑧1(𝒙, 𝑢, 𝑢̇, 𝑡) = 𝑓[1](𝒙, 𝑢, 𝑡) 

=
𝜕𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑥
𝒙̇ +

𝜕𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
𝑢̇ +

𝜕𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
, 

𝑧2(𝒙, 𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈, 𝑡) = 𝑓[2](𝒙, 𝑢, 𝑡)                     

⋮ 

𝑧𝑟−𝑛(𝒙, 𝑢, … , 𝑢[𝑟−𝑛], 𝑡) = 𝑓[𝑟−𝑛](𝒙, 𝑢, 𝑡), 

⋮ 

𝑧𝑟−1(𝒙, 𝑢, … , 𝑢[𝑟−1], 𝑡) = 𝑓[𝑟−1](𝒙, 𝑢, 𝑡) 

(8) 

در   زیربصورت    یشنهادیپ  رویتگر  دینامیکمعادلات  براساس روابط فوق  

 شود.مينظر گرفته 

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩(𝑢𝑜(𝑡)) 

𝑦̂(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 

 (9) 

 .یدآيدر ادامه بدست مکه  تِرم اصلي رویتگر بهینه بوده   𝑢𝑜(𝑡) ن  آکه در  

( بصورت زیر  9( و)2از طرفي دینامیک خطای تخمین با استفاده از روابط )

 آید.بدست مي

𝑬̇(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑢𝑜) 

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑪𝑬(𝑡) 
(10) 

آن   در  𝑬(𝑡)که  = [𝑒1(𝑡), 𝑒2(𝑡), … , 𝑒𝑛(𝑡)]𝑻،   𝑒𝑖(𝑡) =

𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡)و  𝑖 = 1, … , 𝑛هر حالت است.  خطای تخمین 

در    𝑥̂𝑖(𝑡)بیني تخمین حالت  ( پیش 5، مشابه رابطه )𝑢𝑜(𝑡)منظور تعیین  به

 شود:بیان مي  یربصورت ز یلورت  یبا استفاده از بسط سر  يآت افق

𝑥̂𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝑥̂𝑖(𝑡) + 𝜏𝑥̂𝑖̇(𝑡) + ⋯+
𝜏𝑟

𝑟!
𝑥̂𝑖

[𝑟](𝑡) 

𝑇1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇2, 𝑟 ≥ 𝑛 

(11) 

 یا به عبارت دیگر 

𝑥̂𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝝑𝑇𝑿̂𝑖(𝑡) (12) 

 که در آن

𝑿̂𝑖(𝑡) ≅ [𝑥̂𝑖(𝑡), 𝑥̂𝑖
[1](𝑡), … , 𝑥̂𝑖

[𝑟](𝑡)]
𝑇

 

= [
𝑥̂𝑖(𝑡), 𝑥̂𝑖+1(𝑡), … , 𝑥̂𝑛(𝑡),

𝑢𝑜(𝑡), . . . , 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−𝑛−1](𝑡)

]

𝑇

 

(13) 

زیر  بصورت    برداریحالت ها به شكل    تخمین  خطای  بینياز طرفي پیش

 است:  قابل بیان

چنین  توان اینبیني خطای تخمین را مياین پیش  ،(12( و )6روابط )براساس  

 بیان نمود: 

𝑬(𝑡 + 𝜏) = 

[𝑥1(𝑡 + 𝜏) − 𝑥̂1(𝑡 + 𝜏), 

𝑥2(𝑡 + 𝜏) − 𝑥̂2(𝑡 + 𝜏), …,  

𝑥𝑛(𝑡 + 𝜏) − 𝑥̂𝑛(𝑡 + 𝜏)]𝑇 

≅[(𝑿1(𝑡) − 𝑿̂1(𝑡)) , (𝑿2(𝑡) − 𝑿̂2(𝑡)) , …, 

(𝑿𝑛(𝑡) − 𝑿̂𝑛(𝑡))]𝑇𝝑 

(15) 

بخش  𝑢𝑜(𝑡)  یافتن  ي، اصل  هدف  عنوان  رو  ي به  است،پ  یتگراز    یشنهادی 

هز  یستمس  یهاحالت  ینتخم   یخطا  ینيبیشپ  یكهبطور تابع    یرز  ینهطبق 

  گردد. کمینه 

𝐽 =
1

2
∫ 𝑬𝑇(𝑡 + 𝜏)𝑬(𝑡 + 𝜏)𝑑𝜏

𝑇2

𝑇1

 (16) 

 . هستند پایین بالا و  بیني پیش  هاینزمابه ترتیب  𝑇2و  𝑇1که در آن   

برمبنای   ( را در نظر بگیرید.16هزینه )( و تابع  1خطي )سیستم غیر    . 1قضیه 

) پیش در  شده  تعریف  تخمین  خطای  سیگنال  14بیني   ،)𝑢𝑜(𝑡)   در

بصورت زیر ،  کند( را کمینه مي16( که تابع هزینه )9پیشنهادی ) رویتگر

 شود: حاصل مي

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) + 𝑲𝑬(𝑡) (17) 

𝑲   در آن که = [𝑘1, … , 𝑘𝑛]   گردد.يم ییندر ادامه تعو 

  زیرتوان بصورت مي( را 16) ینه تابع هز ،(15با استفاده از رابطه ) .اثبات

 زد. تقریب

𝐽 ≅
1

2
∑∫ (𝑿𝑖(𝑡) − 𝑿̂𝑖(𝑡))

𝑇
𝝑𝝑𝑇(𝑿𝑖(𝑡)

𝑇2

𝑇1

𝑛

𝑖=1

− 𝑿̂𝑖(𝑡))𝑑𝜏 

=
1

2
∑(𝑿𝑖(𝑡) − 𝑿̂𝑖(𝑡))

𝑇
∫ 𝝑𝝑𝑇 𝑑𝜏 ( 𝑿𝑖(𝑡)

𝑇2

𝑇1

𝑛

𝑖=1

− 𝑿̂𝑖(𝑡)) 

 

=
1

2
∑( 𝑿𝑖(𝑡) − 𝑿̂𝑖(𝑡))

𝑇
𝜦(𝑿𝑖(𝑡) − 𝑿̂𝑖(𝑡))

𝑛

𝑖=1

 

(18) 

 : داریم( 6که طبق رابطه )

𝜦 = ∫  𝝑𝝑𝑇  𝑑𝜏  
𝑇2

𝑇1

 

=

[
 
 
 
 
 𝑇2 − 𝑇1 …

𝑇2
𝑟+1 − 𝑇1

𝑟+1

(𝑛 + 1)!
⋮ ⋮ ⋮

𝑇2
𝑟+1 − 𝑇1

𝑟+1

(𝑟 + 1)!
…

𝑇2
2𝑟+1 − 𝑇1

2𝑟+1

𝑟! 𝑟! (2𝑟 + 1) ]
 
 
 
 
 

, 

𝜦 ∈ 𝑅𝑟+1 

(19) 

𝑬(𝑡 + 𝜏) = [𝑒1(𝑡 + 𝜏), 𝑒2(𝑡 + 𝜏), … , 𝑒𝑛(𝑡 + 𝜏)]𝑇 (14) 



 ي بر مبنای رویكرد تقریبخط غیر هایای ازسیستم دسته در حالت یني متغیرهایبیشپید جهت جد بهینه  رویتگر  یک  ارائه

 مجید حاجتي پور، سعید کاشفي

51 
 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401، پاییز 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

 عبارتست از سازی بهینه  برایآنگاه شرط لازم 

𝜕𝐽

𝜕𝑢𝑜

= ∑
𝜕 ( 𝑿𝑖(𝑡) − 𝑿̂𝑖(𝑡))

𝑇

𝜕𝑢𝑜

𝜦( 𝑿𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

− 𝑿̂𝑖(𝑡)) = 0 

(20) 

 :داریم( 13( و )12(، )7با استفاده از روابط ) (،20حل رابطه ) برای

[𝑿𝑖(𝑡) −  𝑿̂𝑖(𝑡)] 

= [𝑒𝑖(𝑡), 𝑒𝑖+1(𝑡), … , 𝑒𝑛(𝑡), 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)

− 𝑢𝑜(𝑡), … , 𝑧𝑖+𝑟−𝑛−1(𝒙, 𝑢, 𝑡, … , 𝑢[𝑖+𝑟−𝑛−1])

− 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−𝑛−1](𝑡)]

𝑇

 

= [𝑬̅𝑖 , 𝑯𝑖]
𝑇 

(21) 

 که در آن

𝑬̅𝑖 = [𝑒𝑖 , … , 𝑒𝑛]𝑇 , 
𝑖 = 1,… , 𝑛 , 𝑬̅𝑖 ∈ 𝑅(𝑛+1−𝑖), 

 

𝑯𝑖 = [𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)

− 𝑢𝑜(𝑡), … , 𝑧𝑖+𝑟−𝑛−1(𝒙, 𝑢, … , 𝑢[𝑖+𝑟−𝑛−1])

− 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−𝑛−1](𝑡)]

𝑇

, 

𝑖 = 1,… , 𝑛  ,  𝑯𝑖 ∈ 𝑅𝑟−𝑛+𝑖 

(22) 

بازنویسي    زیرتوان بصورت  مي( را  20ه )طراب (،  22( و )21لذا براساس  )

 کرد. 

[01×𝑟 , (
𝜕𝐻1

𝜕𝑢0

)
𝑇

] 𝜦 ( 𝑿1(𝑡) − 𝑿̂1(𝑡)) + ⋯

+ [01×1 , (
𝜕𝑯𝑛

𝜕𝑢0

)
𝑟×1

𝑇

] 𝜦( 𝑿𝑛(𝑡) − 𝑿̂𝑛(𝑡))

= [01×𝑟 , (
𝜕𝐻1

𝜕𝑢0

)
𝑇

] 𝜦 [
𝐸̅1

𝐻1
] + ⋯

+ [01×1 , (
𝜕𝑯𝑛

𝜕𝑢0

)
𝑟×1

𝑇

] 𝜦 [
𝑬̅𝑛

𝑯𝑛
]  =  0 

(23) 

 .آیدميبدست  زیر رابطه نتیجه و در 

[𝛬𝑟+1,1, … , 𝛬𝑟+1,𝑟+1] [
𝐸̅1

𝐻1
] + ⋯ 

+[𝛬2,1, … , 𝛬2,𝑟+1] [
𝑬̅𝑛

𝑯𝑛
] = 0 

(24) 

با   است. 𝜦  یسام ماتر 𝑗   ستون و   ام 𝑖  یانگر المان سطرب 𝛬𝑖,𝑗که در آن   

 ( داریم:24ساده سازی رابطه )

𝛾𝑟 (𝑧𝑟−1(𝒙, 𝑢, … , 𝑢[𝑟−1]) − 𝑢𝑜
[𝑟−1](𝑡)) + ⋯ 

+𝛾1(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑢𝑜(𝑡)) 

 

= ∑𝑘̅𝑖𝑒𝑖(𝑡) =  

𝑛

𝑖=1

𝑲̅𝑬(𝑡) 

(25) 

𝑲̅و    𝛾𝑖که در آن   = [𝑘̅1, 𝑘̅2, … , 𝑘̅𝑛]    ریسمات   برمبنایمعلوم و  𝜦  

 د.ن گرديم یینتع

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) + 𝑲𝑬(𝑡) (26) 

بردار   محاسبه صحیح  برای  مشتق  𝑲حال  آنجاکه   عبارت  از  زماني  های 

𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)   تا مرتبه 𝑟 −  اند، داریم: مشخص شده  (8در رابطه ) 1

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) + 𝑲𝑬(𝑡) 

𝑢𝑜̇(𝑡) = 𝑧1(𝒙, 𝑢, 𝑢̇, 𝑡) + 𝑲𝑬̇(𝑡) 

⋮ 

𝑢𝑜
[𝑟−1]

= 𝑧𝑟−1(𝒙, 𝑢, … , 𝑢[𝑟−1], 𝑡) + 𝑲𝑬[𝑟−1] 

(27) 

( را   10(، رابطه دینامیک خطا در )27در رابطه )  𝑢𝑜(𝑡)سپس با توجه به  

 توان بصورت زیر نوشت. مي

𝑬̇(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝑩(−𝑲𝑬(𝑡)) = 𝑨𝑐1𝑬 

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑪𝑬(𝑡) 
(28) 

 که در آن

𝑨𝑐1 = 𝑨 − 𝑩𝑲 

= [

0     1
⋮     ⋮

…     0
⋱ ⋮

0 0
−𝑘1 −𝑘2

 …   1
… −𝑘𝑛

] 
(29) 

 شود. بصورت زیر حاصل مي 𝑬( مشتقات  خطای  28با استفاده از رابطه )

𝑬̇(𝑡) = 𝑨𝑐1𝑬(𝒕) 

𝑬[𝟐](𝑡) = 𝑨𝑐1
(2)

𝑬(𝒕) 
⋮ 

𝑬[𝒓−𝟏](𝑡) = 𝑨𝑐1
(𝒓−𝟏)

𝑬(𝒕) 

(30) 

( رابطه  25( در )27( واستفاده از حاصل رابطه )27( در )30از جایگذاری )

حاصل شده    𝑲ي بردار  به سادگآید که از حل آن   ماتریسي زیر بدست مي

 گردد.ميو اثبات کامل 

𝛾𝑟𝑲𝑨𝑐1
(𝑟−1)

+ ⋯ + 𝛾1𝑲 + 𝑲̅ = 𝟎 (31) 

(  9)  پیشنهادیرویتگر    (، دینامیک26یعني رابطه )  1لذا براساس نتیجه  قضیه 

 آید: بدست مي  زیربصورت 

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) + 𝑲𝑬(𝑡)) 

𝑦̂(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 
(32) 

استفاده شده است، لذا   𝑬و    𝒙های در این رویتگر، از سیگنال از آنجا که 

رویتگر   پذاین  رویتگر  ن  یرتحقق  نمودن  پذیر  تحقق  برای  ادامه  در  یست. 

جدید   سیگنال  شده     𝑢̂𝑜(𝑡)پیشنهادی،  زیر،  تعریف  صورت  جای  بهبه 

 شود:  ،  بكار گرفته مي𝑢𝑜(𝑡)سیگنال  
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𝑢̂𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙 , 𝑢, 𝑡) + 𝑲𝑬̂(𝑡) (33) 

lim   و همچنین در پایان این مقاله نشان داده خواهد شد که
𝑡→∞

𝑢̂𝑜(𝑡) =

𝑢𝑜(𝑡) . 

 . شوداین اساس، دینامیک رویتگر بصورت زیر بازنویسي ميبر 

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝑥̂(𝑡) + 𝑩 (𝑓(𝒙 , 𝑢, 𝑡) + 𝑲 𝑬̂(𝑡)) 

𝑦̂(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 
(34) 

دینامیک خطای تخمین بصورت زیر بدست    (،34( و)2با استفاده از رابطه )

 آید. مي

𝑬̇(𝑡) = 𝑨𝒄𝟏𝑬(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙̂ , 𝑢, 𝑡)

+ 𝑲𝑬̃(𝑡)) (35) 

توسط رویتگر زیر تخمین زده    𝑬در ادامه در این مقاله، خطای تخمین  

 شود.مي

𝑬̇̂(𝑡) = 𝑨𝑐1𝑬̂(𝑡) + 𝑳𝑜 (𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒̂𝑦(𝑡))

+ (𝑲𝑷2
−1)𝑇𝑒𝑦(𝑡) 

(36) 

آن   در  𝒆𝒚(𝒕)که  = 𝑪𝑬(𝒕)و 𝒆̂𝒚(𝒕) = 𝑪𝑬̂(𝒕)    .بردار است

 𝑳𝒐 ∈ 𝑹𝒏    ماتریس 𝑷𝟐و  ∈ 𝑹𝒏   معادله حل  و  شدن  برآورده  از  نیز 

 آید. بدست مي 5فرض

𝑬̇̃(𝑡) = 𝑨𝑐2𝑬̃(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙̂ , 𝑢, 𝑡)

+ 𝑲𝑬̃(𝑡)) − (𝑲𝑷2
−𝟏)

𝑇
𝑒𝑦(𝑡) 

𝑨𝑐2 = 𝑨𝑐1 − 𝑳0𝑪 

(37) 

و   𝑸1مثبت    ینمع ی ها یسماتر  ε2و    𝜀1مثبت  برای هر عدد  .  4فرض 

𝑷1 د. نبرقرار باش یرروابط ز یكهبطور، وجود دارد 

𝑨𝑐1
𝑇 𝑷1 + 𝑷1𝑨𝑐1 + 𝜀1𝑪

2 + (
1

𝜀1
+

1

𝜀2
)𝛼2𝑰 = −𝑸1 

𝑷1𝑩 = 𝑪𝑇 

(38) 

  𝑷2و    𝑸2مثبت     ینمع  یهایسماتر  ε2برای هر عدد مثبت    .  5فرض  

 برقرار باشد.  یرز رابطه یكهبطور ،وجود دارد

𝑨𝑐2
𝑻 𝑷2 + 𝑷2𝑨𝑐2 + 𝜀2(𝑷2𝑩)(𝑷2𝑩)𝑇 + 𝑷2𝑩𝑲

= −𝑸2 
(39) 

و   𝑇1  بینيپیش هایزمانو  𝑟آنجا که مرتبه بسط سری تیلور از . 1توضیح

𝑇2      به  قابلیت انتخاب دارند و تغییر آنها منجر𝑲    و𝑨𝑐1   گردد، متفاوت مي 

 𝑸1های معین مثبت ماتریساین پارامترها و همچنین  با انتخاب مناسب  لذا  

ظاهر     𝑨𝑐2که در      𝑳0و بهره رویتگر خطا    𝜀2،𝜀1  ، پارامترهای𝑸2و  

توانند برآورده شوند. جهت توضیحات بیشتر  مي  5و  4های  شود، فرضمي

توضیح   به  پارامترها  این  انتخاب  نحوه  مورد  الگوریتم    3در  مراجعه    1و 

 نمایید. 

بهینه  . 2قضیه  و 34)  رویتگر   )( روابط  )35همچنین  الي  نظر  (  37(  در  را 

  پایدار  تخمین  خطای  ، دینامیک5الي    1  هایفرضبا در نظر گرفتن    .یریدبگ

 است.   مجانبي

( و  35. برای اثبات پایداری با استفاده از معادلات خطای تخمین )اثبات

 شود.(  تابع لیاپانف زیر در نظرگرفته مي37)

𝑉 =
1

2
𝑬𝑇𝑷1𝑬 +

1

2
𝑬̃𝑇𝑷2𝑬̃ (40) 

  5و    4فرض  شده در    تعریف  مثبت  نیمع  یهاسیماتر  𝑷2  و  𝑷1  در آن    که

 توان نوشت:  ( مي40گیری زماني از تابع لیاپانف )اکنون با مشتق. است

 .آیدميبدست  زیره ط ( راب41( در رابطه )37( و )35رابطه ) ایگذاریجبا 

𝑉̇ =
1

2
𝑬̇𝑇𝑷1𝑬 +

1

2
𝑬𝑇𝑷1𝑬̇ +

1

2
𝑬̇̃𝑇𝑷2𝑬̃

+
1

2
𝑬̃𝑇𝑷2𝑬̇̃ 

(41) 

 

 

𝑉̇ =
1

2
𝑬𝑇(𝑨𝑐

𝑇𝑷1 + 𝑷1𝑨𝑐
𝑇)𝑬 +               

1

2
(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡))(𝑷1𝑩)𝑇𝑬 + 

1

2
𝑬𝑻𝑷1𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)) +    

1

2
𝑬̃𝑇(𝑨𝑐1

𝑇 𝑷𝟐 + 𝑷𝟐𝑨𝑐1
𝑇 )𝑬̃ + 𝑬̃𝑇𝑷2𝑩𝑲𝑬̃ + 

1

2
(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡))(𝑷2𝑩)𝑇𝑬̃ + 

1

2
𝑬̃𝑇𝑷2𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)) −    

(𝑬𝑇𝑷1𝑩𝑲𝑷𝟐
−𝟏)𝑷2𝑬̃ + 𝑬𝑇𝑷1𝑩𝑲𝑬 ̃       

(42) 

 ( از رابطه زیر استفاده شده است.  42لازم به توضیح است که در )

((𝑲𝑷2
−𝟏)𝑇 𝑒𝑦)

𝑇
= ((𝑲𝑷2

−𝟏)𝑇𝑪𝑬)𝑇  

= 𝑬𝑇𝑪𝑇𝑲𝑷2
−1 = 𝑬𝑇𝑷1𝑩𝑲𝑷2

−1 
(43) 

هر    برای   یم دان  شوند. همچنین مي ( حذف مي42لذا دو عبارت آخر رابطه )

 . [32]  است برقرار ریز ینامساو 𝜀،هر عدد مثبت    و 𝒀 و  𝑿 یسماتر

𝑿𝑇𝒀 + 𝒀𝑇𝑿 ≤
1

𝜀
𝑿𝑇𝑿 + 𝜀𝒀𝑇𝒀 (44) 

𝑿قرار دادن    حال با = 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙̂, 𝑢, 𝑡)  و𝒀 = (𝑷1𝑩)𝑇𝑬  

 .آیدميبدست  زیر نامساوی  4و   3  هایو با استفاده از فرض
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           (𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡))
𝑇
(𝑷1𝑩)𝑇𝑬 + 

    𝑬𝑇𝑷1𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)) 

≤
1

𝜀1

|𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)|2

+ 𝜀1𝑬
𝑇𝑷1𝑩(𝑷1𝑩)𝑇𝑬 

≤
1

𝜀1

𝛼2𝑬𝑇𝑬 + 𝜀1𝑬
𝑇𝑪𝑇𝑪𝑬      

(45) 

   3و با استفاده از فرض( 42بطور مشابه برای عبارت مشابه دیگر در رابطه )

 داریم: 

       (𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡))
𝑇
(𝑷2𝑩)𝑇𝑬̃ + 

𝐸̃𝑇𝑷2𝑩(𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡) − 𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡)) 

        ≤
1

𝜀2

𝛼2𝑬𝑇𝑬 + 𝜀2𝑬̃
𝑇(𝑷2𝑩)(𝑷2𝑩)𝑇𝑬̃ 

(46) 

 ( داریم:42( در )46( و )45بنابراین با استفاده از روابط )

𝑉̇ ≤ 𝑬𝑇 (𝑨𝑐1
𝑇 𝑷1 + 𝑷1𝑨𝑐1 + 𝜀𝟏𝑪

𝑇𝑪

+ (
1

𝜀1

+
1

𝜀2

)𝛼2𝑰) 𝑬 + 

𝑬̃𝑇(𝑨𝑐2
𝑇 𝑷𝟐 + 𝑷2𝑨𝑐2 + 𝜀2(𝑷2𝑩)(𝑷2𝑩)𝑇

+ 𝑷2𝑩𝑲)𝑬̃ 

(47) 

 شود. مي نتیجه زیر نامساوی،  5و  4   هایطبق فرضو در نهایت  

𝑉̇ ≤ −𝑬𝑇𝑸1𝑬 − 𝑬̃𝑇𝑸2𝑬̃ (48) 

  هستند.  مجانبي  یدارپا  𝑬̃و     𝑬   متغیرهای   گرفت کهیجه  توان نتيم  بنابراین

 اثبات کامل است.  رویناز ا

و خطای    حالت  تخمین  خطای  مجانبي   ،  همگرایي2قضیه در      .2توضیح

طبق     t ≥ 0   ي تمام  ی برا  گردید. لذا به سمت صفر اثبات    تخمین خطا  

 . ( داریم33( و )26و روابط )   3فرض

|𝑢𝑜(𝑡) − 𝑢̂𝑜(𝑡)| ≤ 𝛼‖𝒙 − 𝒙‖

+ ‖𝑲‖‖𝑬(𝑡) − 𝑬̂(𝑡)‖ 
(49) 

  ور(  بط 33)در   𝑢̂𝑜(𝑡)  ین رویتگر پیشنهادی، یعني بیش پ عبارت یجه نت در

   و یا به عبارتي   کند  مي میل(  26خود در رابطه ) بهینهبه مقدار  مجانبي

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑢̂𝑜(𝑡) = 𝑢𝑜(𝑡) (50) 

جمع  .3توضیح ابتدا  در  پیشنهادی،  بهینه  رویتگر  طراحي  روند  بندی 

پارامتر های افق پیش  𝜦ماتریس     یو مرتبه بسط سر  𝑇2و    𝑇1بیني   طبق 

مبنا  گردد.ميمحاسبه    𝑟یلور ت بر  )  یسپس  بردار  31رابطه   )𝑲     بصورت

ازآنجا که بردار    .آیدميبدست    بَرخط  یسازینهبه به  یازخط و بدون نبُرون

𝑲  را بررسي و    4شود،  لذا بایستي فرضسازی حاصل مياز الگوریتم بهینه

مناسب   بهره    𝑲بهره  میان  از  ميرا  برآورده  را  این شرط  که  کنند،  هایي 

مي  ( ارائه  34)  بصورت رابطه  ینهبه  حالت یتگر  رو  یجه نت  انتخاب کرد و در

بررسي و معادله آن با استفاده از بردار بهره   5سپس در ادامه، فرض  گردد.

𝑲   مي حل  قبل  مرحله  از  آمده  بردار  بدست  نتیجه  در  که  و    𝑳𝟎شود، 

گردد.  ( ارائه مي36انتخاب و رویتگر خطا بصورت رابطه )    𝑷𝟐ماتریس  

رو تكمیل  در  رویتگر  )این  حالت  تخمین  34یتگر  انجام  در  آن  به   )

بر این با توجه به برآورده شدن  کند. علاوه  های سیستم کمک ميحالت

گردد.  مي  تضمین   ین نیزتخم  یخطا  مجانبي  یداری پا،  5  و  4شروط    همزمان

 کند. ، روند  طراحي رویتگر بهینه پیشنهادی را  بیان مي1الگوریتم

 

 روند طراحي رویتگر بهینه پیشنهادی .1الگوریتم 

,𝑇2بیني  و زمان های پیش  𝑟مناسب بسط سری تیلور  مرتبه  .1گام   𝑇1   را

 انتخاب کنید. 

 ( محاسبه کنید. 19را از معادله ) 𝜦ماتریس  .2گام 

 حل کنید.   𝑲آوردن بردار بهره   ( را برای بدست31معادله ) .3گام 

 .کنید مثبت مناسب بررسي   𝑸1( را با انتخاب ماتریس  38معادله ) .4گام 

را برای برآورده شدن   مناسب  𝑳𝑜معین مثبت و    𝑸2ماتریس  .5گام 

 ( انتخاب کنید. 39)

یافتن ماتریس  39معادله )  .  6گام   معین مثبت متقارن حل    𝑷2( را برای 

 کنید. 

معین مثبت متقارن است یا خیر. اگر خیر،    𝑷2بررسي کنید که آیا    .  7گام  

را تكرار کنید. در غیر این صورت به گام    6- 1های  بروید، گام  1به گام  

 بعد بروید. 

 ( است. 34بردار بهره بهینه برای رویتگر پیشنهادی در ) 𝑲 . 8گام 

 

 سازینتایج شبیه -4

سازی چند  رویتگر بهینه طراحي شده، به شبیهدر این بخش برای ارزیابي  

 شود. مثال و تحلیل نتایج آن پرداخته مي

نظر    .1مثال در  زیر  معادلات  با  بازو  تک  ربات  یک  سیستم  دینامیک 

 [. 33بگیرید ]

𝑀𝑞̈ +
1

2
𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝑞 = 𝑢 (51) 

 𝑢ثابت گرانش،     𝑔جرم و طول  بازو است.  به ترتیب 𝑙 و   𝑚که در آن  

𝑥1ممان اینرسي است. با انتخاب   𝑀ورودی گشتاور، و  = 𝑞, 𝑥2 = 𝑞̇   

 معادلات  فضای حالت آن بصورت زیر قابل توصیف است. 

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = [

0 1
0 0

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
1
] (𝑢 − 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝑥1)/𝑀 

𝑦 = 𝑥1 + 𝑥2 
(52) 
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بصورت   ترتیب  به  رویتگر  و  سیستم  اولیه  𝒙(0)شرایط  =

[0.1, −0.1]𝑇    و𝒙(0) = [0, 0]𝑇    سیستم پارامترهای  همچنین  و 

𝑙درشبیه سازی بصورت   = 1, 𝑀 = 0.1, 𝑚 = 𝑔و     ,1 = 9.8 

𝑢شوند. ورودی کنترلي نیز گرفته ميدر نظر  SIدر واحد   = 𝑠𝑖𝑛2𝑡 +

𝑐𝑜𝑠20𝑡 .است 

𝑇1های پیش بیني به ازای زمان 1الگوریتمبا استفاده از روند طراحي در   =

0,  𝑇2 = 100𝑚𝑠    و مرتبه بسط تیلور𝑟 =   بهره رویتگر بصورت   2

𝑲 = [400, آید. علاوه براین، بهره رویتگر خطا  بدست مي   [26.67

𝑳0 = [1,100]𝑇  های معین مثبت بصورت  ماتریس  5، در فرض𝑷2 =

[
1000 10
10 10

]   ،𝑸2 = [
7500 5510

1776.7 1766.7
𝜀2و    [ = انتخاب    5

ازای    4فرض  گردد.  مي به  𝑷1نیز  = [
421.67 1

1 1
]   ،𝑸1 =

[
785 0
0 36.35

𝜀1و    [ = 5, 𝛼 = نتایج شبیه    1شكل  برقرار است.  5

مي نشان  را  پیشنهادی  رویتگر  شكلسازی  نمودار  از  همانطورکه    1دهد. 

های  شود، عملكرد رویتگر پیشنهادی مناسب و همگرایي حالتمشاهده مي

 گیرد.های واقعي سیستم بخوبي انجام ميرویتگر به حالت

انتخاب زمان تاثیر  منظور بررسي  بیني مختلف  به  پیش  ,𝑇1های   𝑇2     در

حالت تخمین  خطای  پیشنهادی،  رویتگر  زمانعملكرد  ازای  به  های  ها 

شكلپیش در  مختلف  مي  2بیني  مشاهده  است.  شده  داده  با  نشان  شود 

 شود. سیگنال خطا بیشتر مي  همگرایي بیني سرعت،کاهش زمان بالای پیش

  ISEجهت بررسي بیشتر عملكرد رویتگر، از شاخص تحلیل عمبكرد خطا  

 شود. زیر استفاده ميبا رابطه 

 

𝐼𝑆𝐸 = ∫ 𝒆2(𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

0

 (53) 

نتایج عددی این شاخص عملكرد شبیه سازی است.    کلُزمان    𝑡𝑓که در آن  

زمان ازای  جدول به  بصورت  متفاوت  بیني  پیش  مشاهده   است.  1های 

عملكرد  مي این شاخص  بیني  پیش  بالای  زمان  با کاهش  بیانگر    کهشود 

 یابد. کاهش مي سازی است،شبیه میزان خطای تخمین در کلُ

 

 

 

 

 
 مسیر حالت سیستم ربات تک بازو و تخمین  :  1شكل 

ی آن توسط رویتگر بهینه پیشنهاد    

 

بیني  به ازای زمان پیش    برای رویتگر بهینه پیشنهادی ISE:  شاخص عملكرد 1جدول  

 مختلف

ISE 

 زمان پیش بینی بالا و پایین  

𝑇1 = 0, 

𝑇2 = 300𝑚𝑠 

𝑇1 = 0, 

𝑇2 = 200𝑚𝑠 

𝑇1 = 0, 

𝑇2 = 100𝑚𝑠 

∫ 𝑒1
2(𝑡)dt

𝑡𝑓

0

 0.00081 0.00054 0.00023 

∫ 𝑒2
2(𝑡)dt

𝑡𝑓

0

 0.02131 0.02080 0.02038 

 

 

 

 
خطای تخمین حالت سیستم ربات تک بازو توسط رویتگر بهینه  : 2شكل 

 های پیش بیني مختلف پیشنهادی به ازای زمان 

 



 ي بر مبنای رویكرد تقریبخط غیر هایای ازسیستم دسته در حالت یني متغیرهایبیشپید جهت جد بهینه  رویتگر  یک  ارائه

 مجید حاجتي پور، سعید کاشفي

55 
 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401، پاییز 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

معادلات فضای حالت سیستم پاندول آشوبناک را بصورت زیر   .2مثال

 [. 34]در نظر بگیرید 

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = [

0 1
0 0

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
1
] (−𝑠𝑖𝑛𝑥1 − 𝛼𝑥1

− 𝛿𝑥2 + 𝑓(𝑡)) 

𝑦 = 𝑥1 + 𝑥2 

(54) 

آن    در  𝑓(𝑡)که  = ( 𝛼 − 𝜔2)𝑎1 cos(𝜔𝑡) − 𝛿𝜔𝑎1 sin(𝜔𝑡) +

sin(𝑎1 cos(𝜔𝑡) + 𝑎0) + 𝛼𝑎0     بصورت آن  پارامترهای  𝛼و  =

0.5, 𝑎1 = 0.3, 𝛿 = 0.12, 𝜔 = 0.75, 𝑎0 =  . باشندمي 3−

  500، نمودار صفحه فاز و رفتار آشوبناک این سیستم به مدت  3در شكل

شده  در رویتگر طراحي،  1الگوریتمثانیه نشان داده شده است. با توجه به  

𝑇1های پیش بیني زمان = 0,  𝑇2 = 100𝑚𝑠 مرتبه بسط سری تیلور ،

𝑟 = بصورت،  2 رویتگر  𝑲   بهره  = رویتگر  [400,26.67] بهره   ،

𝑳𝑜،خطا   = [1,100]𝑇  فرض ماتریس در  مثبت  معین  بصورت    5های 

𝑷2 = [
1000 10
10 10

]،  𝑸2 = [
7500 5510

1776.7 1766.7
𝜀2و     [ =

بصورت  شوند.  مي  انتخاب  5 ترتیب  به  رویتگر  و  سیستم  اولیه  شرایط 

𝒙(0) = [−0.3, −0.5]𝑇 و𝒙(0) = [0, 0]𝑇 علاوه براین . هستند 

ازای    4فرض به  𝑃1نیز  = [
422.67 1

1 1
]   ،𝑸1 =

[
784.75 0

0 36.09
𝜀1و   [ = 4, 𝛼 =  گردد.برآورده مي 5

 

 
 رفتار آشوبناک سیستم پاندول آشوبناک )صفحه فاز(  :  3شكل 

 

 

 

 
مسیر حالت سیستم  پاندول آشوبناک و تخمین آن توسط رویتگر بهینه  :4شكل  

 پیشنهادی 

 
دهد. همانطوریكه  نتایج شبیه سازی رویتگر پیشنهادی را نشان مي   4شكل

های رویتگر  شود، عملكرد رویتگر پیشنهادی و همگرایي حالتمشاهده مي

حالت ميبه  انجام  بخوبي  سیستم  واقعي  در شكل گیرد.  های  به    5همچنین 

ان پیش  های بالا و پایین متفاوت اما با طول بازه زممنظور بررسي تاثیر زمان

زمان ازای  به  پیشنهادی،  رویتگر  تخمین  سیگنال خطای  یكسان،  های  بیني 

مختلف  پیش ,𝑇1بیني   𝑇2     یعني یكسان  زماني  فاصله  𝑇1با  − 𝑇2 =

100𝑚𝑠     .نشان داده شده است 

مشابه نتایج مثال  بیني،  های  بالا و پایین  پیشزمان  کاهششود با  مشاهده مي

ميسرعت  قبلي   بیشتر  خطا  سیگنال  نتایج   شود.همگرایي  قبل  مثال  مشابه 

های پیش بیني متفاوت بصورت  به ازای زمان  ISEعددی شاخص عملكرد  

مي  2جدول  مشاهده  است.  زمانآمده  افزایش  با  پیششود  این های  بیني، 

سازی است،  بیانگر میزان خطای تخمین در کل شبیه  که شاخص عملكرد  

 یابد. افزایش مي

 

 
خطای تخمین حالت سیستم پاندول آشوبناک توسط رویتگر بهینه  : 5شكل 

 های پیش بیني مختلف پیشنهادی به ازای زمان 
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به ازای زمان پیش بیني     برای رویتگر بهینه پیشنهادی ISEشاخص عملكرد   :2جدول  

 مختلف

ISE 

 زمان پیش بینی بالا و پایین  

𝑇1 = 200𝑚𝑠, 

𝑇2 = 300𝑚𝑠 

𝑇1 = 100𝑚𝑠, 

𝑇2 = 200𝑚𝑠 

𝑇1 = 0, 

𝑇2 = 100𝑚𝑠 

∫ 𝑒1
2(𝑡)dt

𝑡𝑓

0

 0.00788     0.00513   0.00213 

∫ 𝑒2
2(𝑡)dt

𝑡𝑓

0

 0.02503 0.02249 0.01964 

 

 [ 22را در نظر بگیرید. ] زیرسیستم خطي . 3مثال

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = [

0 1
−0.16 −0.56

] [
𝑥1

𝑥1
] + [

0
1
] 𝑢 

𝑦 = [1 1] [
𝑥1

𝑥1
] 

(55) 

آمده توسط رویتگر پیشنهادی با رویتگر بهینه  دستدر این مثال، نتایج به

[،  22[ مقایسه شده است. در شبیه سازی رویتگر ] 22شده توسط مرجع ] ارائه  

تنظیم پارامترها از همان مرجع گرفته شده است. از سوی دیگر، پارامترهای 

بر اساس روند طراحي ارائه شده د ،  1الگوریتمر  تنظیم رویتگر پیشنهادی 

 شوند. تنظیم مي

𝑥(0)سازی انجام شده، شرایط اولیه سیستم و رویتگر به ترتیب  شبیهدر   =

[8, 2]𝑇    و𝑥̂(0) = [5, 0]𝑇    تیلور مرتبه سری   ، 𝑟 = های  ، زمان 2

𝑇1بیني   پیش = 0, 𝑇2 = 200𝑚𝑠،   بهره 𝐾  رویتگر بردار  =

[100, 13.35 ]T    بهره رویتگر خطا  و بردار𝑳𝑜 = [1,10]𝑇    در نظر

   5در فرض 𝑸2و   𝑷2های معین مثبت  اند. علاوه براین ماتریسگرفته شده 

𝑷2بصورت   = [
500 10
10 10

]،  𝑸2 = [
2100 1110
243.5 233.5

𝜀2و    [ = 1 

ازای    4فرض هستند. به  𝑷1نیز  = [
111.35 1

1 1
]    ،𝑸1 =

[
184.5 0

0 9.2
𝜀1و   [ = 2, 𝛼 =  برقرار است.  3

نشان داده شده است. مشاهده      6نتایج شبیه سازی هر دو رویتگر در شكل

حالتمي تخمین  همگرایي  نرخ  حالتشود،  به  رویتگر  ها  در  واقعي  های 

بنابراین   است.  کمتر  نیز  تخمین  خطای  نتیجه  در  و  بوده  بیشتر  پیشنهادی 

 [ دارد.  22رویتگر پیشنهادی عملكرد بهتری نسبت به رویتگر مرجع ]

 

  

  

 ( Na et al)   ]22[نتایج مقایسه ای رویتگر پیشنهادی و رویتگر ارائه شده در  ::6شكل  
 

ساز وندرپول را در نظر بگیرید.  . سیستم غیرخطي موسوم به نوسان4مثال

[35 ] 

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = [

0 1
0 0

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
1
] {−𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1

2𝑥2} 

𝑦 = 𝑥1 + 𝑥2 
(56) 

مثال،   این  مقایسهدر  بررسي  رویتگر  ای،  برای  با  پیشنهادی  رویتگر  نتایج 

ساز وندرپول مقایسه [ برای سیستم نوسان35شده در مرجع ]غیرخطي ارائه 

شبیه در  است.  روند  شده  اساس  بر  پیشنهادی  رویتگر  پارامترهای  سازی 

[، از همان مرجع  35پارامترهای رویتگر ]و   1الگوریتمشده در طراحي ارائه

سازی انجام شده، شرایط اولیه سیستم و رویتگر به  شوند. در شبیهگرفته مي

𝑥(0) ترتیب  = [2,0]𝑇  وx̂(0) = [3, −6]T    تیلور سری  مرتبه   ،

 r = 𝑇1بیني   ، زمان های پیش2 = 0, 𝑇2 = 500𝑚𝑠     و بردار بهره

𝐾 رویتگر = [16.11, 5.36 ]𝑇 باشند. مي  

𝑷1به ازای    4فرض = [
18.47 1

1 1
]     ،𝑸1 = [

23.89 0
0 0.39

] 

𝜀1و   = 3، 𝛼 = بهره رویتگر    ،5در فرضبرقرار است. علاوه براین    2

𝑳𝑜خطا   = [1,5]𝑇  ،معین  ماتریس بصورت    𝑸2  و  𝑷2مثبت  های 

𝑷2 = [
1000 10
10 10

]   ،𝑸2 = [
2161.1 171.1
63.6 53.6

𝜀2و   [ = 1   

 اند. در نظر گرفته شده 

دهد، رویتگر پیشنهادی  نشان مي  7سازی در شكلنتایج شبیه  همانطوریكه 

[ مرجع  رویتگر  به  نسبت  بهتری  حالت 35عملكرد  همگرایي  زیرا  دارد.   ]

بوده و در   بیشتر  پیشنهادی  به حالت های واقعي در رویتگر  های رویتگر 

 نتیجه خطای تخمین نیز کمتر است.  

 

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0005109897000654#!
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مسیر حالت سیستم واندرپل ، نتایج مقایسه ای رویتگر پیشنهادی و   :  7شكل  

 ( Arthure et al)  ]35[رویتگر ارائه شده در 

  

 

 گیری  نتیجه -5

ای  این مقاله یک روش جدید در طراحي رویتگر بهینه برای دستهدر  

سیستم خطای  از  ابتدا،  در  گردید.  معرفي  زمان  با  متغیر  غیرخطي  های 

بیني با استفاده از بسط سری تیلور با مرتبه دلخواه که تقریب مناسبي از  پیش

مي نتیجه  را  غیرخطي  سیستم  ميرفتار  زده  تقریب  بدان  دهد،  این  شود. 

و  مع ندارد  وجود  تیلور  سری  بسط  مرتبه  در  محدودیتي  هیچ  که  ناست 

تواند با هر  بنابراین از نظر تئوری راه حل تحلیلي ارائه شده در این مقاله مي

پیش مسئله  به  مشخصي  شامل  دقت  هزینه  تابع  سپس،  شود.  نزدیک  بیني 

سازی شده و منجر به ارائه بهره  بیني به صورت تحلیلي کمینهخطای پیش

 شود بهینه رویتگر پیشنهادی مي

تخمین    علاوه  خطای  مجانبي  پایداری  پیشنهادی،  رویتگر  این  در  براین، 

اثبات شد و همچنین بر خلاف برخي مطالعات مرتبط اخیر، طراحي رویتگر  

گیرد.  کننده سیستم قرار نميبهینه پیشنهادی تحت تأثیر نوع و شرایط کنترل 

پیاده سازی نیازی به بهینهازآنجا که در این رویكرد   بَرخط نیست،  سازی 

رویتگر پیشنهادی حتي برای سیستم های با دینامیک سریع نیز به سادگي  

های  بیني منجر به بهره های مختلف پیشقابل انجام است. علاوه براین، زمان

گرایي خطای تخمین مختلفي نیز  های همشودکه نرخرویتگر مختلفي مي

های متناظر  توان از میان بهره این ترتیب، بهره رویتگر را ميبه  دهد.  ارائه مي

کرد.  ب انتخاب  مطلوب  همگرایي  سرعت  طریق  ا  از  رویكرد  این  کارایي 

 سازی و مقایسه با دیگر تحقیقات نشان داده شد. شبیه
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