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های های کليدزنی خطی دارای زيرسيستمهای کليدزنی پايدارسازی سيستمين مسائل مطرح در سيستميكی از مهمتر: چکیده

های کليدزنی مبحث غيرهمزمانی و يا تاخير سوئيچ سيستم نسبت به سوئيچ کنترلباشد. از طرف ديگر در کنترل سيستمپايدارناپذير می

کند. دراين مقاله به بررسی پايداری عملكرد مطلوب برای سيستم کليدزنی ايجاد می کننده همواره مشكلاتی در عمل برای پايداری و داشتن

های پايدار و پايدار ناپذير در حالت غيرهمزمانی دو سوئيچ پرداخته شده است. با استفاده از سيستم کليدزنی خطی آهسته دارای زيرسيستم

توان با تعيين حداقل زنی در حالت پيوسته و گسسته بيان شده است که میتوابع شبه لياپانوف شرايطی برای تضمين پايداری سيستم کليد

های ناپايدار و شيب افزايش و کاهش انرژی زير های پايدار بر حسب حداکثر زمان فعّاليّت زيرسيستمزمان لازم برای  فعّاليّت زيرسيستم

های فيدبک حالتی است کنندهشده در اين مقاله طرّاحی کنترل ی بررسیها، پايداری سيستم کليدزنی را تضمين کرد. آخرين مسئلهسيستم

های پايدار را فراهم کند. به منظور نشان که بتوانند شرايط پايداری و همچنين شرايط مورد نظر طرّاح از جمله حداقل زمان فعّاليّت زيرسيستم

  هايی در انتهای مقاله آورده شده است. سازیها، شبيهدادن کارايی روش

  .های پايدارنشدنی، کنترل غيرهمزمان، زمان اقامت ميانگينهای کليدزنی خطی، پايداری نمايی، زيرسيستمسيستمکلمات کلیدی: 

Asynchronous Control and Stabilization of Linear Switched Systems with 
Unstabilizable Subsystems by Average Dwell Time Approach 

Mahdi Siavash, Farid Sheikloleslam, Javad Askari, Shahram Hajshirmohammady 
 

Abstract: Stabilization of switched linear systems is one of the most important problems in the 
field of switched systems. On the other hand, asynchronous switching between the controller and 
the system may lead to an unstable closed loop system or degrade the closed loop system's 
performance. In this paper the problem of stabilizing a switched system with both stabilizable and 
unstabilizable subsystems and asynchronous switching between the controller and the system is 
considered. Using Lyapunov-like functions, some criteria are presented to guarantee the stability of 
the switched system based on the activity time of the stable and unstable subsystems and maximum 
number of switchings in a given time interval for both discrete-time and continuous-time cases. The 
last issue, verified in this paper is the design of a state feedback controller which can provide 
stability criteria, as well as designer’s desired criteria, including minimum activity time of the stable 
subsystems. In order to illustrate the effectiveness of the proposed method, simulation results are 
presented at the end of the paper.  
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 مقدمه -1

-های صنعتی را تشكيل میهای هايبريد دسته مهمی از سيستمسيستم
های گسسته های پيوسته و ديناميکدهند که با استفاده از تعامل ديناميک

ها را سيستم شوند. دسته پرکاربردی از اين سيستمپيشامد توصيف می

ک ها و يای از زيرسيستمدهد که از خانوادهکليدزنی خطی تشكيل می

آن توليد سيگنال کليدزنی و انجام  فهيوظتشكيل شده است،که  1ناظر

سازی و کنترل بسياری [. برای مدل2، 1باشد ]ها میسوئيچ بين زيرسيستم

[. 7-3کنند ]های کليدزنی استفاده میاز فرآيندهای ديناميكی از سيستم

ه و های کليدزنی براساس نوع سيگنال کليدزنی به دو دسته دلخواسيستم

های بررسی پايداری در اين شود. روشدارای محدوديت تقسيم بندی می

ها بر اساس نوع سيستم کليدزنی متفاوت است ولی مانند ساير گونه سيستم

باشد. برای های غيرخطی معمولاً بر اساس انتخاب تابع لياپانوف میسيستم

 CLF 2کهای کليدزنی با سوئيچ دلخواه از توابع لياپانوف مشترسيستم

های کليدزنی با [ و برای سيستم9] SLF 3یسوئيچ [، توابع لياپانوف8]

[ و توابع شبه 10] MLF 4سوئيچ دارای محدوديت از  لياپانوف چندگانه

های کليدزنی آهسته نيز دسته کنند. سيستم[ استفاده می11] 5لياپانوف

بازه  باشد که در آنهای کليدزنی دارای محدوديت میوسيعی از سيستم

زمانی بين دو لحظه کليدزنی بايد از يک فاصله زمانی مشخص بيشتر 

های باشد. يكی از پرکاربردترين قضايای پايداری در زمينه سيستم

باشد که در آن میADT  6کليدزنی آهسته، قضيه زمان اقامت ميانگين

برای تضمين پايداری بايد ميانگين زمانی بين دو لحظه کليدزنی از يک 

 [. 12مشخص به نام زمان اقامت ميانگين بيشتر باشد ] مقدار

های کننده برای سيستمفرض بسيار مرسومی که در طرّاحی کنترل

-ها و کنترلشود اين است که سوئيچ بين زيرسيستمکليدزنی مطرح می
در بسياری از فرآيندها مشاهده  گيرد.طور همزمان صورت می ها بهکننده

شوند در هنگام میهايی که با اين فرض طرّاحی  کننده شود که کنترلمی

ای در [ نمونه13در ] باشند.سازی قادر به پايدارسازی سيستم نمی پياده

های شيميايی بيان شده است که به علت وجود اين غيرهمزمانی مكانيزم

اند. شدههای طراحی شده در عمل سبب ناپايداری سيستم کنندهکنترل

های کليدزنی ای از سيستمنمايی شماتيكی دسته 1همانطور که در شكل 

های کليدزنی از تعدادی زيرسيستم و شود، اين دسته از سيستممشاهده می

کننده متناسب با هر زيرسيستم تشكيل شده است. هنگامی تعدادی کنترل

 
1 Supervisor 
2 Common Lyapunov function (CLF) 
3 Switch Lyapunov Function (SLF) 
4 Multiple Lyapunov function (MLF) 
5 Lyapunov-like function 
6Average Dwell Time 
  

و يا ناظر نيازمند  7گيریکند واحد تصميمفعّال تغيير پيدا می که زيرسيستم

باشد تا بتواند زيرسيستم فعّال را شناسايی کند و متناسب با یمدت زمانی م

کننده مربوطه را در حلقه کنترلی قرار دهد. اين درحاليست که  آن کنترل

-کننده مربوط به زيرسيستم قبلی فعّال میدر فاصله زمانی مذکور کنترل
 باشد که امكان دارد برای زيرسيستم فعلی، منجر به ناپايداری شود.

های ی کنترل غيرهمزمان سيستمهای انجام شده در زمينهتر تلاشبيش

باشند و يا با باشد که پايدار میهايی میکليدزنی مربوط به زيرسيستم

[. در مرجع 16، 15ها را پايدار کرد ]هايی بتوان آنکنندهاستفاده از کنترل

يط باشند شراها پايدارشدنی می[، با فرض اينكه تمام زيرسيستم17]

پايداری بااستفاده از توابع شبه لياپانوف و قضيه زمان توقف ميانگين 

ADT8 رائه شده است.ا 

طور ذاتی  باشند که بهها ناپايدار میاما در واقعيت بسياری از سيستم 

ها وجود ندارد، از اين و يا به علّت وجود نامعينی امكان پايدارسازی آن

های کليدزنی دارای ين پايداری سيستمرو بايد بتوان شرايطی را برای تضم

که امكان پايدارسازی  هايیهايی پيدا کرد. زيرسيستمچنين زيرسيستم

ترين بندی کرد. ساده توان به چند گروه تقسيمها وجود ندارند را میآن

-شود، عدم کنترلعلّتی که منجر به پايدارناپذير شدن يک سيستم می
های ناپايداری اشد. گروه دوم سيستمبهای ناپايدار میپذيری سيستم

پذير هستند ولی به علت نامعينی که در  طور ذاتی کنترل هستند که به

شود. گروه سوم در سيستم وجود دارد به سيستم پايدارناپذير تبديل می

ها به علت بروز عيب سيستم به سمت ناپايدار شدن بعضی از زيرسيستم

يابد و يستم به طور مداوم افزايش میرود. در اين بازه زمانی انرژی سمی

ها رود. همچنين پايدارناپذيری زير سيستمسيستم به سمت ناپايدارشدن می

اتفاق  NCS 9های کنترلی از جمله کنترل تحت شبكهدر بسياری از کاربرد

های ها در زمانکنندهبه دليل محدوديّت شبكه، اطلاعات کنترلافتد. می

شود در يک زمان نتوان  گيرد و اين باعث میخاصی روی شبكه قرار می

 
7 Decision Maker 
8 Average Dwell Time 
9  Network Control System 

 

 [14: نمای شماتيكی دسته ای از سيستمهای کليدزنی]1شكل
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بنابراين در لحظاتی تعدادی از  های کنترلی را بست.ی حلقههمه

شوند و امكان پايدارسازی آن وجود های ممكن است ناپايدار سيستمزير

يک . [18] آورده شده است 2ندارد، نمايی از اين روش کنترلی در شكل 

-زمانیبه روش سيستم کليدزنی است. سازی راهكار برای اين منظور مدل
امكان  سيستم حلقه باز است و ،کننده در دسترس نيستکنترل که

پايدارسازی آن نيز وجود ندارد را به عنوان يک گروه زيرسيستم ناپايدار 

حلقه سيستم  ،کننده در دسترس استکه کنترلهنگامیو سيستم کليدزنی 

گروه زيرسيستم پايدار سيستم باشد را به عنوان يک میپايدار بسته و 

  . کليدزنی در نظر گرفت

مراجع محدودی به بررسی همزمان دو موضوع تاخير بين دو سوئيچ 

[ به بررسی 19ها پرداخته اند. در ]و پايدارناپذيری برخی از زيرسيستم

های ناپايدار با استفاده از پايداری سيستم کليدزنی آهسته داری زيرسيستم

پرداخته شده است. از آنجايی که قضيه زمان اقامت بر  1تقضيه زمان اقام

خلاف قضيه زمان اقامت ميانگين که بر اساس زمان ميانگين بين دو لحظه 

کليدزنی است، بايد زمان انجام بين هر دو لحظه کليدزنی از يک بازه 

زمانی مشخص بيشتر باشد محدوديت های بسياری را در نحوه عملكر 

-کند. از اين رو با توجه به بررسیسيستم تحميل میسيستم کليد زنی به 
های کليدزنی ای که به موضوع پايداری سيستمهای انجام شده مقاله

های پايدارناپذير در حالت غيرهمزمانی دو سوئيچ  و با دارای زيرسيستم

 .استفاده از قضيه زمان اقامت ميانگين يافت نشد

ای کليدزنی خطی دارای هدر اين مقاله به بررسی پايداری سيستم

های پايدارناپذير در حضور تاخير بين دو سوئيچ زيرسيستم و زيرسيستم

کنترل کننده با استفاده از قضيه زمان توقف ميانگين پرداخته شده است. 

های سيستم کليدزنی را به دو دسته پايدار برای تضمين پايداری زيرسيستم

فاده از توابع شبه لياپانوف و شيب بندی شده است. با استو ناپايدار تقسيم 

-ها و حداکثر زمان فعّاليّت زيرسيستمافزايش و کاهش انرژی زيرسيستم
های پايدار برای های ناپايدار، حداقل زمان لازم برای فعّاليّت زير سيستم

تضمين پايداری نمايی يسيستم کليدزنی محاسبه شده است. همچنين به 

ميانگين به جای زمان اقامت در قضايا  علت اينكه از قضيه زمان اقامت

ها به پايداری استفاده شده است ديگر نيازی به فعّاليّت هر يک از سيستم

ها آن ميزان زمان مشخص نيست بلكه بايد ميانگين فعال بودن بازه زمانی

 
1 Dwell Time 

های فيدبک کنندهاز يک مقدار مشخص بيشتر باشد. در ادامه کنترل

های و رسيدن به عمكرد مطلوب برای سيستمحالتی برای تضمين پايداری 

کليدزنی در حالت پيوسته و گسسته زمان بيان شده است.  در بخش دوم 

های کليدزنی پرداخته مقاله به بيان پيشنيازها و تعاريف مربوط به سيستم

کنترل شده است. در بخش سوم قضايای مربوط به پايداری و طراحی

بخش چهارم نيز اين قضايا در حالت  کننده در حالت پيوسته زمان و در

گسسته زمان بيان شده است. در انتها نيز دو مثال برای نشان دادن کارآيی 

 قضايای مطرح شده بيان شده است.

 

 نیازها:بیان تعاریف و پیش -2

 های کليدزنی خطی را به فرم معادلات سيستم - 1تعریف 

( ) ( )( ) ( ) ( )t tx t A x t B u tV VG  �  (1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )t ty t C x t D u tV V �
 

(2) 

 شود.توصيف می

که سيستم، زمان پيوسته يا زمان گسسته باشد به ترتيب در حالتیG نماد 

) گيرگر مشتقصورت عمل به ) ( )x t x tG  دهندهگر شيفتو عمل 

( ) ( 1)x t x tG )شود. همچنين اعمال می�  )tV  سيگنال کليدزنی است

^ شود و مقاديری از مجموعهکه توسط ناظر توليد می `1,...,N5   

ا ر ،های يک سيستم کليدزنی استدهنده تعداد زيرسيستمنشان Nکه

) در ضمنکند. اختيار می ) nx t R� ردار حالت،ب( ) mu t R� بردار 

)کنترلی و ورودی ) ny t R�  [1]باشدبردار خروجی می. 

)برای هر سيگنال کليدزنی  - 2تعریف  )tV مان و هر زT tt   اگر

)0 زمانی یتعداد سوئيچ در فاصله , )t t 0را با( , )N t tV  نمايش داده

)شود سيگنال شود؛ آنگاه بيان می )tV دارای زمان توقف ميانگين aW  

 وجود داشته باشد که  0Nو   aW خواهد بود اگر دو ثابت

0
0 0( , )

 a

t t
N t t NV W

�
d �  (3) 

گر زمان به ترتيب بيان 0N وaW( دو عدد 3برقرار باشد. در رابطه )

 .[1] باشدمی2ميانگين و مرز برخوردتوقف 

را با ابعاد مناسب در نظر  Rو  Q ,Sهای ثابت ماتريس [:20لم شر]

باشند. در نظر بگيريد. سه های متقارن میماتريسR و   Qبگيريد که

 .عبارت زير معادل هم خواهند بود

1( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) 0

TQ x S x R x S x
R x

�� !
!

 (4) 

1( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) 0

TR x S x Q x S x
Q x

�� !
!

 (5) 

 
2 Chatter bound 

 
 [18ها]: نحوه اتصال کنترل کننده2شكل 
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( ) ( )
0

( ) ( )T

Q x S x
S x R x
§ ·

�¨ ¸
© ¹

 (6) 

باشند و با استفاده از اين لم ( غير خطی می5(و )4توجه شود نامعادلات  )

 توان نامعادله را بصورت خطی تبديل کرد.می

 

 

کننده در قضایای پایداری و طراحی کنترل -3

 های پیوسته زمانسیستم

ها را مدر اين قسمت برای بررسی پايداری سيستم کليدزنی، زيرسيست

شود. منظور بندی میها پايدار و ناپايدار تقسيمبه دو دسته کلی زيرسيستم

طور ذاتی پايدار  هايی است که يا بههای پايدار، زيرسيستماز زيرسيستم

توان پايدار کرد و منظور از کننده میهستند و يا با استفاده از کنترل

به دلايل ذکر شده در هايی است که های ناپايدار، زيرسيستمزيرسيستم

ها وجود ندارد. برای اثبات پايداری سيستم مقدمه امكان پايدارسازی آن

کليدزنی در اين حالت بايد از توابع شبه لياپانوف که اجازه افزايش انرژی 

دهند، استفاده کرد. همانطور که ها در هنگام فعّال بودن را میزيرسيستم

ستم کليدزنی، چون ناظر نيازمند بيان شد درحالت کنترل غيرهمزمان سي

-باشد که زيرسيستم فعال را تشخيص دهد و سپس کنترلمدت زمانی می
کننده مربوط کننده مربوط به آن زيرسيستم را در حلقه قرار دهد، کنترل

به زيرسيستم قبلی در مدار همچنان قرار دارد ودر نتيجه انرژی زيرسيستم 

سيستمی تابع لياپانوف سيستم کليدزنی کند. در چنين فعال افزايش پيدا می

-دارای دو زيرسيستم پايدار و ناپايدار، در سه قسمت در حال افزايش می
کننده مر باشد و تنها در قسمتی که زيرسيستم پايدار فعّال است و با کنترل

يابد، نمايی از کند، کاهش میصورت همزمان فعّاليّت می بوط به خود به

 شود.مشاهده می 3در شكل انرژی اين سيستم را 

 

 ها در حالت کنترل غيرهمزمان: تابع انرژی زيرسيستم3شكل 

)1را در حالت غيرهمزمانی 3چهار بازه زمانی شكل  , )l luT t t �n 

)1و , )l lsT t t �n های ناپايدار و پايدار و به ترتيب برای زيرسيستم

)1 و قسمتد  همچنين در حالت همزمانی  به , )u l lT t t   و  �

1( , )l lsT t t �p  های ناپايدار و پايدار تقسيمرا به ترتيب برای زيرسيستم-
ها شود. همان طور که مشخص است توابع انرژی زير سيستمبندی می

دار ها پايبه صورت مكرر وبا فعّاليّت هريک از زير سيستم 3همانند شكل 

فقط يک  3آيند که در شكل کليدزنی پديد میو ناپايدار در سيستم

 حالت آن ترسيم شده است.

 های( و ثابت1سيستم کليدزنی خطی داری روابط به فرم  ) :1قضیه 

1 2 30, 0, 0, 0D E E E! ! ! 1Pو  ! t  .را در نظر بگيريد

) آنگاه اگر برای هر )t iV زيرسيستم پايدار و برای هر  که�5 

( )t jV شود توابع که زيرسيستم ناپايدار فعال می �5 

:لياپانوف n
iV R Ro  و: n

jV R Ro  1و همچنين دو تابعN 

 وجود داشته باشند که  Nf از کلاس2N و

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
t i t t

t j t t

x V x x

x V x x

N N

N N

d d

d d
 (7) 

1( ) ( ( )), ( , )i t i t l lsV x V x t T t tD �pd � � �  (8) 

1 1( ) ( ( )), ( , )i t i t l lsV x V x t T t tE �nd � �  (9) 

2 1( ) ( ( )), ( , )j t j t l luV x V x t T t tE �nd � �  (10) 

3 1( ) ( ( )), ( , )j t j t u l lV x V x t T t tE �d � � �  (11) 

1( ) ( ( )), ( , ) ,i t l j tV x V x i j i jPd � �5u5 z  (12) 

 ( برقرار شود سيستم پايدار نمايی خواهد شد.14( و )13بطه )آنگاه اگر را

3 2 3 1(ln ) ( ) ( 1) ( ) ( )
( 1)

u u sn T n x t
Ts

n
P E W E E W D E

D
� � � � � �

d
�

 (13) 

2 3 1

3

( ln ( ) ( 1) ( )
(( 1) )

u s
a

K n n
n K

P W E E W D E
W

D E
� � � � �

d
� �  

(14) 

N( اگر13در رابطه ) V شود تعداد کل سوئيچ سيستم باشد، فرض می

Nسيستم به تعداد nV کند. های ناپايدار سوئيچ میرسيستمار به زيب

مينيمم  sTماکزيمم زمان فعّال بودن زيرسيستم ناپايدار، uTهمچنين

ی ماکزيمم زمان غيرهمزمان uW،sWزمان فعّال بودن زيرسيستم پايدار و

( فرض 14همچنين در رابطه ) باشند.های ناپايدار و پايدار میدر زيرسيستم

1شده است K ل مدت زمان فعّاليّت سيستم، زيرسيستم ناپايدار فعّال ک

 باشد.می

<فرض کنيم در زمان اثبات: @1,l lt t t زيرسيستم پايدار فعّال  ��

 شود( انتگرال گرفته می9( و )8اشد، پس از رابطه )بمی

1

11

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

s l s

l l

sL

l l

t t
t t t t

T
t t t t

V x e V x

V x e e V x

E W D W
V V

W E DD
V V

�

� � �

��

d

d  
(15) 

1LT(، 15که در رابطه )  هست.  ltتا  tبيانگر طول بازه از�

گردانده شود با توجه به گيری را يک بازه به عقب برحال اگر بازه انتگرال

 ( خواهيم داشت11( و )10رابطه )
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(16) 

1ltتا  lt بيانگر طول بازه از  LT(، 16که در رابطه )  هست.  �

Nتعداد  شود اگر فرض در ادامه nV ها ناپايدار باشد، ز زيرسيستما

به عقب برگردانده شود؛ با  0tگيری را تاهای انتگرالآنگاه اگر بازه

مينيمم طول و   uTتوجه به اينكه ماکزيمم طول بازه زيرسيستم ناپايدار را 

 تعريف شده است، رابطه  sTپايداربازه زيرسيستم 

2 33
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(17) 

Nآيد و اگربدست می V( 3را با استفاده از قضيه زمان توقف ميانگين )

 جايگذاری شود، رابطه 
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 (18) 

به  tبرای برقراری پايداری مجانبی سراسری وقتی کهشود. حاصل می

)برود، بايد سمت بينهايت )tV V ( 18ميل کند. در رابطه ) به سمت صفر

عدد ثابتی است و  ،رودنهايت بيبه سمت ب tکهقسمت اول عبارت زمانی

)برای اينكه )tV V  هایميل کند، بايد مجموع توان به سمت صفرe 

  منفی باشد يعنی

3 2 3

1

( )ln( )

( 1) ( ) ( 1)( ) 0

u u

s s

T
n n

n T n
n n

E E E W
P

D D E W

�
� �

� � �
� � �  

(19) 

 شود.( حاصل می13)رابطه  ،به يک سمت تساوی sTکه با بردن عبارت 

رای رسيدن به پايداری نمايی با توجه به تعريف آن به از طرفی ب     

�صورت  �0( ) ( ) tx t c x t e O�d اتخّاذ تابع لياپانوف به صورت و

( ) T
p tV x x px  برای برقراری پايداری نمايی مقدارO وc  از

 شود.محاسبه می (22و ) (21رابطه )

3 2 3

1
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s s
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 (22) 
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(22) 

حال برای بدست آوردن زمان اقامت ميانگين مجاز بين دو سوئيچ، با 

1شود توجه به اينكه فرض می K ،کل مدت زمان فعّاليّت سيستم 

 صورت  توان به( را می17باشد، رابطه )زيرسيستم ناپايدار فعّال می

0
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(23) 

 توان نوشت( می3بازنويسی کرد و با استفاده از رابطه )
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 (24) 

برود،  بينهايتبه سمت  tکه و برای برقراری پايداری نمايی زمانی

)بايد )tV V ( بايد مجموع 23رو در رابطه )از اين  ميل کند. به سمت صفر

 باشد.می 1( قضيه 14که همان رابطه )منفی باشد،   tهای شامل توانتوان

2 3 1

3

( ln ( ) ( 1) ( ))
(( 1) )

u s
a

K n n
n K

P W E E W D E
W

D E
� � � � �

d
� �

 

توان با کنترل مينيمم شود که میاهده میدر اين قضيه مش :1نکته

مدت زمان فعّاليّت زيرسيستم پايدار نسبت به ماکزيمم مدت زمان فعّاليّت 

ها، سيستم زيرسيستم ناپايدار و ضرايب افزايش و کاهش انرژی زيرسيستم

  ADTکليدزنی را پايدار کرد. از طرف ديگر چون در اثبات اين قضيه از 

ها نيز بايد از انگين مدت زمان سوئيچ بين زيرسيستماستفاده شده است، مي

 يک مقدار مشخص بيشتر باشد.

 ،Dمشاهده شد که با انتخاب تابع لياپانوف، مقادير  1در قضيه 

1E،2E3 وE ( تنها مقدار 14،13شوند و آنگاه در روابط )مشخص می

باشد.  از ها دست طرّاح میماکزيمم و مينيمم زمان فعّال بودن زيرسيستم

کننده فيدبک حالتی هستيم که طرّاح طرّاحی کنترل رو دنبال روش اين

بتواند شيب افزايش وکاهش انرژی سيستم را نيز مشخص کند تا دارای 

شده تنها مشخصات جه آزادی بيشتری باشد. در روش معرفیدر

شود و در به الگوريتم داده می 3E وD، 1E،2Eزيرسيستم وضرايب 

کند. بديهی ها را مشخص میکنندهمقادير کنترل نهايت توابع لياپانوف و
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-ها هميشه دارای جواب نمیاست که اين ضرايب با توجه به زيرسيستم
 باشند و امكان دارد، نامعادلات حل ناشدنی شوند.

)سيستم سوئيچ خطی :2قضیه ) ( )( ) ( ) ( )t tx t A x t B u tV V � 

0D هایثابت و !، 1 0E !،2 0E ! ،3 0E 1Pو! t را در

1های مثبت معيننظر بگيريد. اگر ماتريس
i iP S� 1و  

j jP S�    

مربوط به  jهای های پايدار و انديسه زيرسيستممربوط ب iهای نديسکه ا

برای  کهباشند، وجود داشته باشند به نحویهای پايدار ناپذير میزيرسيستم

 نابرابر داشته باشيم jو iهر 

0T T T
i i i ii i i ii i iA S B U S A U B SD� � � � d

 
(25) 

1 0T T T
i i i ij i i ij i iA S B U S A U B SE� � � � d

 
(26) 

2 0T T T
j j j ji j j ji j jA S B U S A U B SE� � � � d

 
(27) 

3 0T T T
j j j jj j j jj j jA S B U S A U B SE� � � � d

 
(28) 

j iS SPd
 

(29) 

 که در آن 

,

,
ij j i ii i j

ij i j jj j j

U K S U K S

U K S U K S

  

   
(30) 

کننده پايدارساز وجود خواهد داشت که با هر آنگاه يک دسته کنترل

سيستم پايدار ( را برآورده کند، 14( و )13سوئيچ دلخواه که شرط )

 شود.(  محاسبه می31مجانبی نمايی خواهد بود و مقدار بهره از رابطه )

1 1,i ii i j jj jK U S K U S� �  

 
(31) 

( در نظر 3ها را همانند شكل )بار ديگر انرژی زيرسيستم اثبات:

-شود برای دو دسته زيرسيستم و دو دسته کنترلبگيريد و مشاهده می
های شود. برای زيرسيستمتواند بسته ترلی میکننده، چهار حالت حلقه کن

های کننده مخصوص زيرسيستمناپايدار در حالت غيرهمزمانی، کنترل

کننده گيرد و در حالت همزمانی هم کنترلپايدار در مدار قرار می

شود و به همين منوال برای مخصوص خود زيرسيستم در حلقه بسته می

کننده بسته های پايدار حلقه کنترلی همراه با دو گروه کنترلزيرسيستم

 شود. می

کننده های پايدار به همراه کنترلبه همين علت ديناميک زيرسيستم

u فيدبک حالت به فرم Kx  توان برای سيستم کليدزنی خطی می

 معادلات

1

1

( ) ( , )
( )

( ) ( , )
ii l ls

ij l ls

A x t t T t t
x t

A x t t T t t
�p

�n

� �
 ® � �¯

 (32) 

کننده را های ناپايدار به همراه کنترلنوشت و همچنين ديناميک زيرسيستم

 به صورت معادله توان نيز می

1

1

( ) ( , )
( )

( ) ( , )
jj u l l

ji l lu

A x t t T t t
x t

A x t t T t t
�

�n

� �
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 (33) 

 ها نوشت، که در آن

,ii i i i ij i i jA A B K A A B K �  �  (34) 

,ji j j i jj j j jA A B K A A B K �  �  (35) 

ربعی و به شكل حال دو دسته توابع شبه لياپانوف را بصورت م

 معادلات فرم

 ,T T
i i j jV x P x V x P x   (36) 

 حال عبارات  شود.در نظر گرفته می

( ) [ ] ( )T
i i ii i i ii iV V x t A P P A P x tD D�  � �  (37) 

1 1( ) [ ] ( )T
i i ij i i ij iV V x t A P P A P x tE E�  � �  (38) 

2 2( ) [ ] ( )T
j j ji j j ji jV V x t A P P A P x tE E�  � �  (39) 

3 3( ) [ ] ( )T
j j jj j j jj jV V x t A P P A P x tE E�  � �  (40) 

-که شرايط تضمين 1-4ضيات قضيه دهيم. با توجه به فررا تشكيل می
کند بايد عبارات داخل کروشه منفی معين کننده پايداری را بيان می

 باشند، به بيان ديگر 

1

0
0

ii i i ii i

ij i i ij i

A P P A P
A P P A P

D
E

� � d

� � d
 (41) 

2

3

0

0
ji j j ji j

jj j j jj j

A P P A P

A P P A P

E

E

� � d

� � d  (42) 

( خواهيم 42و )( 41)در معادلات  iiA،ijA،jiAحال با جايگذاری

 داشت 

0T T T
i i i i i i i i i i iA P K B P P A P B K PD� � � � d  (43) 

1 0T T T
i i j i i i i i i j iA P K B P P A P B K PE� � � � d  (44) 

2 0T T T
j j j j i j j j j j jA P K B P P A P B K PE� � � � d  (45) 

3 0T T T
j j i j j j j j j i jA P K B P P A P B K PE� � � � d  (46) 

عبارات مجهولی هستند،  Kو Pچون در عبارت فوق دو مقدار

اند که برای خطیصورت غيرخطی ظاهر شده های ماتريسی بهنامساوی

1در( را 44( و )43ها دو طرف نامساوی )سازی آن
iP و دو طرف  �

1( را در46( و )45نامساوی )
jP -و از تغيير متغيرکرده ضرب  �

1ایه
i iP S� 1و   

j jP S�  28تا  25استفاده کرد به معادلات    

کننده که بيان  1( در قضيه 12خواهيم رسيد.همچنين با توجه به رابطه )

iشرايط تضمين پايداری سيسستم است خواهيم داشت jP PP�  و

1يا 1
i jS S�  باشد.( می29که همان عبارت )   ��
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-قضایای بررسی پایداری و طراحی کنترل -4
 های گسسته زمانکننده در سیستم

ای و نياز روز افزون از استفاده از باتوجه به انجام محاسبات رايانه

های کنترلی در اين های گسسته در زمان در تحليل و طراحی سيستممدل

کننده برای بخش قضايای مربوط به بررسی پايداری و طراحی کنترل

 های کليدزنی در حالت گسسته در زمان بيان شده است.سيستم

)سيستم کليدزنی :3قضیه 1) ( ) ( )x k A x k B u kV V� و    � 

1های ثابت 0D! !، 1 0E ! ،2 0E !، 3 0E 1Pو ! t  را

 برداری به ترتيبدر نظر بگيريد که در آن لحظات نمونه

0 1 2 ...k k k� � )باشد. آنگاه اگر برای هریم � )t iV  �5 

)که زيرسيستم پايدار و هر  )t jV که زيرسيستم ناپايدار فعال  �5 

:شود می n
iV R Ro  و: n

jV R Ro  1و همچنين دو تابعN 

 وجود داشته باشند که  Nf از کلاس2N و

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
k i t k

k j t k

x V x x

x V x x

N N

N N

d d

d d
 (47) 

1( ) ( ( )), ( , )i k i k l lsV x V x t T k kD �p' d � � �  (48) 

1 1( ) ( ( )), ( , )i k i k l lsV x V x t T k kE �n' d � �  (49) 

2 1( ) ( ( )), ( , )j k j k l luV x V x t T k kE �n' d � �  (50) 

3 1( ) ( ( )), ( , )j k j k u l lV x V x t T k kE �' d � �  (51) 

1( ) ( ( )), ( , ) ,i k j kV x V x i j i jPd � �5u5 z  (52) 

( برقرار شود و ميانگين فواصل بين دو لحظه 53آنگاه اگر رابطه )

( پيروی کند، سيستم پايدار مجانبی نمايی خواهد 54طه )کليدزنی از راب

 شد.

1

2
3

3

11 ( ln( ) ( 1) ln( )
(1 ) ln(1 ) 1

1ln( ) ln(1 ))
1

s

u u s

n n
n

k k

EP W
D D

E W E
E

�
� �

� � �
�

� � � �
�

 (53) 

2 1

3

3

1 1( ln ln( ) ( 1) ln( ))
1 1

((1 ) ln(1 ) ln(1 ))

u s

a

K n n

n K

E EP W W
E D

W
D E

� �
� � �

� �
�

� � � �

 

(54) 

   ukمينيمم بازه فعّال بودن يک زيرسيستم پايدار و skکه در آن

  sWو uW زيرسيستم ناپايدار است. همچنين ماکزيمم بازه فعّال بودن يک

باشند و های ناپايدار و پايدار میماکزيمم بازه غيرهمزمانی در زيرسيستم

1همچنين به نسبت K 0های سوئيچ که باکل بازهk k� داده  نمايش

 های ناپايدار فعال باشند.شود، زيرسيستممی

که در ابتدا طوری باشد. بهمی 1روند اثبات همانند قضيه  اثبات:

باشد و سپس به شود سيستم در يک زير بازه پايدار و يا ناپايدار فرض می

گرديم تا به بازه اوليه برسيم. آنگاه اگر تر باز میهای سوئيچ عقببازه

)نهايت برود، مقداربه سمت بی  kکههنگامی )kV V   به سمت صفر ميل

کند، سيستم پايدار مجانبی سراسری خواهد بود و چون اين روند کاهشی 

  بصورت نمايی باشد سيستم پايدار نمايی سراسری خواهد شد .

)سيستم کليدزنی :4قضیه 1) ( ) ( )x k A x k B u kV V�  �   

1های و ثابت 0D! !، 1 0E ! ،2 0E !، 3 0E 1Pو ! t را

1های مثبت معيناگر ماتريس در نظر بگيريد.
i iP S� 1و  

j jP S�    

مربوط به  jهای های پايدار و انديسمربوط به زيرسيستم iهای نديسکه ا

برای  کهباشند، وجود داشته باشند به نحویهای پايدار ناپذير میزيرسيستم

jبرابر داشته باشيمنا jو iهر  iS SP�  

1

0
* (1 )

0
* (1 )

i i i i ii

i

i i i i ij

i

S A S B U
S

S A S B U
S

D

E

� �§ ·
d¨ ¸� �© ¹

� �§ ·
d¨ ¸�© ¹

 
(55) 

2

3

0
* (1 )

0
* (1 )

j j j j ji

j

j j j j jj

j

S A S B U
S

S A S B U
S

E

E

� �§ ·
d¨ ¸�© ¹

� �§ ·
d¨ ¸�© ¹

 
(56) 

کننده پايدارساز وجود خواهد داشت برقرار باشند. آنگاه يک دسته کنترل

( را برآورده کند، سيستم 54( و )53که با هر سوئيچ دلخواه که شرط )

 مايی يكنواخت سراسری خواهد بود. پايدار مجانبی ن

کننده وابسته به زيرسيستم برای طرّاحی يک دسته کنترل اثبات:

صورت فيدبک حالت، همانند حالت پيوسته به چهار صورت، حلقه  به

کننده شود و معادلات ديناميكی سيستم به همراه کنترلکنترلی بسته می

 شود.صورت زير می برای زيرسيستم پايدار به

1

1

( ) ( , )
( 1)

( ) ( , )
ii l ls

ij l ls

A x k t T k k
x k

A x k t T k k
�p

�n

� �
�  ® � �¯

 (57) 

 يابد.و برای زيرسيستم ناپايدار نيز به همين صورت تحقق می

1

1

( ) ( , )
( 1)

( ) ( , )
jj u l l

ji l lu

A x k t T k k
x k

A x k t T k k
�

�n

� �
�  ® � �¯

 (58) 

T,اگر توابع لياپانوف را به صورت  و T
i i j jV x P x V x P x    در

 توان نوشت:نظر گرفته شود می

( ) ( )

( )
i k i k

T T
k ii i ii i i k

V x V x

x A P A P P x

D

D

' �  

� �
 (59) 

1

1

( ) ( )

( )
i k i k

T T
k ij i ij i i k

V x V x

x A P A P P x

E

E

' �  

� �
 (61) 
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2

2

( ) ( )

( )
j k j k

T T
k ji j ji j j k

V x V x

x A P A P P x

E

E

' �  

� �
 (62) 

3

3

( ) ( )

( )
j k j k

T T
k jj j jj j j k

V x V x

x A P A P P x

E

E

' �  

� �
 (63) 

 به روابط  jjAو iiA ،ijA،jiAحال با جايگذاری

( ) ( )

(( ) ( ) ( 1) )
i k i k

T T
k i i i i i i i i k

V x V x

x A B K P A B K P x

D

D

' �  

� � � �
 (64) 

1

1

( ) ( )

(( ) ( ) ( 1) )
i k i k

T T
k i i j i i i j i k

V x V x

x A B K P A B K P x

E

E

' �  

� � � �
 (65) 

2

2

( ) ( )

(( ) ( ) ( 1) )
j k j k

T T
k j j i j j i i j k

V x V x

x A B K P A B K P x

E

E

' �  

� � � �
 (66) 

3

3

( ) ( )

(( ) ( ) ( 1) )
j k j k

T T
k j j j j j j j j k

V x V x

x A B K P A B K P x

E

E

' �  

� � � �
 (67) 

-( بدست می69( تا )68با استفاده از لم شر معادلات )خواهيم رسيد که 
 آيند.

1

0
* (1 )

0
* (1 )

i i i i i i

i

i i i i i i

i

P P A P B K
P

P P A P B K
P

D

E

� �§ ·
d¨ ¸� �© ¹

� �§ ·
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(68) 

2

3

0
* (1 )

0
* (1 )

j j j j j i

j

j j j j j j

j

P P A P B K
P

P P A P B K
P

E

E

� �§ ·
d¨ ¸�© ¹

� �§ ·
d¨ ¸�© ¹

 
(69) 

1نجام تغيير متغيرهایو با ا
i iP S� 1و   

j jP S� ( تا 70به روابط )  

 توان رسيد.( می71)

1 1 1

1

1 1 1

1
1

0
* (1 )

0
* (1 )

i i i i ii

i

i i i i ij

i

S S A S U
S

S S A S U
S

D

E
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(70) 

1 1 1

1
2

1 1 1

1
3

0
* (1 )

0
* (1 )

j j j i ji

j

j j j j jj

j

S S A S U
S

S S A S U
S
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E
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�
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(71) 

( در70و با انجام عمليات مزدوج ترانهاده و ضرب کردن )
0

0
i

i

S
S

§ ·
¨ ¸
© ¹

   

( در 71و )
0

0
j

j

S
S

§ ·
¨ ¸
© ¹

 ( حاصل خواهد شد.56( و )55روابط ) 

کننده شرايط پايداری که بيان  3( در قضيه 52همچنين با توجه به )

iسيستم است خواهيم داشت jP PP� 1و يا 1
i jS SP�  که همان  ��

j iS SP� باشد.می 
 

 سازینتایج شبیه -5

 ( يک سيستم کليدزنی دارای دو زيرسيستم پيوسته 1-5مثال

1 1

2 2

2 1 1
,

1 0 1

2 0 1
,

3 0 1

A B

A B

� �ª º ª º
  « » « »�¬ ¼ ¬ ¼
ª º ª º

  « » « »
¬ ¼ ¬ ¼

 (72) 

ناپذير و دارای دو مقدار ويژه را در نظر بگيريد. زيرسيستم اول کنترل

 دوم با وجود ناپايداری کنترلباشد ولی زيرسيستم می 1ناپايدار و مساوی 

هايی است که کنندهباشد. هدف اين مثال بدست آوردن کنترلناپذير می

مينيمم زمان لازم برای فعّاليّت يک زيرسيستم پايدار که به عنوان مثال 

کار با استفاده از انتخاب مناسب باشد را برآورده کنند. اين ثانيه  4.2

-شود. مقادير شبيهپذير میامكان 3E وD، 1E، 2Eضرايب

1.3uTسازی s ،0.12u sW  ،0.12s sW  ،2n  ،

4.2k  ، 1.2P و همچنين ضرايب افزايش و کاهش انرژی   

1D زيرسيستم هم بصورت  ، 1 2E 2و   8E شوند. انتخاب می  

 1-4ثانيه پايدار شود، بنابر قضيه  4.2ينيمم زمان برای اينكه زيرسيستم با م

انتخاب شود. با اين ضرايب، توابع لياپانوف با  2.1بايد برابر   3E مقدار

 [ به صورت20و نرم افزار يالميپ ] 1-5استفاده از قضيه 

1 2

2.58 1.51 0.75 0.63
,

1.51 1.25 0.63 1.70
V V

�ª º ª º
  « » « »�¬ ¼ ¬ ¼

 (73) 

 کننده بصورتو معادلات کنترل

1 2[ 0.774 2.247] , [ 2.0884 2.045]k k � �  � �  (74) 

-پاسخ حالت و انرژی زيرسيستم هنگامی 5و  4آيند. در شكل بدست می
ثانيه باشدآورده شده  4.2که مينيمم زمان فعّال بودن زيرسيستم پايدار 

باشد. همچنين بنابر است، که نشانگر کارآيی قضايای معرفی شده می

ثانيه بيشتر باشد  1.99ئيچ بايد از مينيمم ميانگين زمان بين دو سو 1قضيه 

ثانيه است که از مقدار مينيمم بيشتر است. البته در  2.7سازی که در شبيه

سيستم با توجه به نحوه انتخاب شرايط اوليه و همچنين  4شكل 

های مختلفی خواهد بود دارای بالازدگی3E وD، 1E ،2Eضرايب

 باشد. که قابل توجيه نيز می
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 ثانيه 4.2برابر  Tsبا  5-1: پاسخ حالت مثال 4شكل 
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 ثانيه 4.2برابر  Tsبا  5-1: انرژی سيستم مثال 5شكل

که مينيمم زمان نمودار انرژی سيستم هنگامی 6همچنين در شكل 

ثانيه آورده شده است و مشاهده  4.2فعّال بودن زيرسيستم پايدار کمتر از 

رود و يا به عبارت ديگر شود که انرژی سيستم رو به افزايش میمی

 سيستم ناپايدار شده است.
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 ثانيه 3.9برابر Tsبا  1: انرژی سيستم مثال 6شكل 

ميانگين حداقل زمان  اشاره شد   1-5طور که در مثال همان :2 نکته

باشد که ثانيه می 1.99، 1بين دو سوئيچ برای تضمين پايداری بنابر قضيه 

ثانيه لحاظ شده است. اين در حاليست که  2.77در اين مثال مقدار 

باشد که کمتر از ثانيه می  1.42زمان فعاليت زير سيستم ناپايدار حداکثر 

گر برتری کارايی . اين نكته بيانحداقل زمان ميانگين بين دو سوئيچ است

قضيه زمان توقف ميانگين و قضايای مطرح شده بر اساس آن در اين مقاله 

باشد. زيرا با می ،بر قضيه زمان توقف که در مقالات ديگر مطرح شده

-توانسته شد حداقل زمان لازم فعاليت زيرسيستم 2و  1استفاده از قضايای 
وئيچ بيشتر از مقدار را به طوريكه ميانگين زمان بين دو سهای پايدار 

 را بدست آورد باشد.مشخصی که از قضايای پايداری حاصل شده است، 

 ( يک سيستم کليدزنی دارای دو زيرسيستم گسسته 2-5مثال

1 1

2 2

1 2 1
,

0 2 0

4 1 1
,

1 2 1

A B

A B

ª º ª º
  « » « »
¬ ¼ ¬ ¼
ª º ª º

  « » « »� �¬ ¼ ¬ ¼

 (75) 

ناپذير است و دارای دو مقدار را در نظر بگيريد. زيرسيستم اول که کنترل

 اشد ولی زيرسيستم دوم با وجود ناپايداری کنترلبمی 2و  1ويژه ناپايدار 

ثانيه در نظر گرفته  0.1باشد. زمان نمونه برداری را در اين مثال پذير می

باشد که هايی میکنندهشده است. هدف اين مثال بدست آوردن کنترل

مينيمم زمان لازم برای فعّاليّت يک زيرسيستم پايدار که به عنوان مثال 

کار با استفاده از انتخاب مناسب باشد را برآورده کنند. اين ثانيه می 0.6

 سازیشود. مقادير شبيهپذير میامكان 3EوD، 1E ،2E ضرايب

1.2uT s ،0.12u sW  ،0.1s sW  ،2n  ،4.2k  ،

1.2P و همچنين ضرايب افزايش و کاهش انرژی زيرسيستم هم   

1 بصورت 2E   ،2 3.5E 3 و  3E شود. برای اينكه انتخاب می  

 Dمقدار  2-4ثانيه پايدار شود، بنابر قضيه  0.6زيرسيستم با مينيمم زمان 
-انتخاب شود. با اين ضرايب، توابع لياپانوف و کنترل 0.95بايد برابر 

 ها بصورتکننده

1 2

0.05 0.035 1.25 0.75
,

0.035 0.226 0.75 0.45
V V

�ª º ª º
  « » « »
¬ ¼ ¬ ¼

 (76) 

1 2[ 3.18 0.19] [ 2.12 0.12]k k �  �  (77) 

ير ز 2kکنندهطور که مشخص است توسط کنترلآيد. همانبدست می

پاسخ  8و 7شود. شكل سيستم ناپايدار دوم تبديل به زيرسيستم پايدار می

 که مينيمم زمان فعّال بودن زيرسيستمحالت و انرژی زيرسيستم هنگامی

ثانيه باشد آورده شده است، که نشانگر کارآيی قضايای معرفی 0.7پايدار

ميانگين زمان بين دو سوئيچ  حداقل 3باشند. همچنين بنابر قضيه شده می

ثانيه است  1.1سازی اين مثال، ثانيه بيشتر باشد که در شبيه 0.33بايد از 

 که از مقدار مينيمم بيشتر است.
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 ثانيه 0.7برابر با  Tsبا  2-5حالت مثال : پاسخ متغير اول 7شكل 
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 ثانيه0.7برابر Tsبا  2-5: انرژی سيستم مثال 8شكل 

ها به در اين مثال 3E وD، 1E ،2E:  انتخاب ضرايب 3نكته

صورت دلخواه صورت گرفته است. ولی نحوه انتخاب  اين ضرايب تاثير 

های گذرا خواهند گذاشت. به عنوان مثال اگر حداکثر مستقيمی بر پاسخ

شيب ممكن برای افزايش تابع انرژی در حالت زيرسيستم ناپايدار را 

کاهش داده و يا زمان فعاليت زير سيستم ناپايدار را کاهش دهيم، 

يز کاسته خواهد شد. از طرفی ديگر در صورت انتخاب بالازدگی ن

خطی ديگر دارای جواب های ماتريسی نامناسب اين ضرايب نامساوی

 نخواهند بود.

      

 گیری  نتیجه -8

های در اين مقاله شرايط پايداری سيستم کليدزنی دارای زيرسيستم

بيان شده  کنندهپايدارناپذير در حضور غيرهمزمانی سوئيچ سيستم و کنترل

است. اين موضوع با استفاده از توابع شبه لياپانوف و اجازه دادن به 

زيرسيستم به افزايش يافتن انرژی به صورت محدود بدست آمده است. 

اين قضايا با توجه به ماکزيمم زمان فعّاليّت زيرسيستم ناپايدار و ضرايب 

های ت زيرسيستمها و مينيمم زمان فعّاليّافزايش و کاهش انرژی زيرسيستم

پايدار بدست آمده است. به بيان ديگر هرمقدار که بازه زمانی فعّاليّت 

های ناپايدار بيشتر باشد برای تضمين پايداری مينيمم زمان زيرسيستم

های پايدار نيز بايد افزايش يابد. از طرف ديگر چون در فعّاليّت زيرسيستم

اثبات پايداری استفاده شده  اين مقاله از قضيه زمان اقامت ميانگين برای

است، حداقل زمان اقامت ميانگين نيز بر اساس پارامترهای سيستم محاسبه 

ها سيستم در اختيار طراح که همواره تمام حالتيیشد. همچنين از آنجا

کننده باشد، به عنوان پيشنهاد برای کارهای آتی طراحی کنترلنمی

. همچنين همانطور که اشاره توان مدّنظر قرار گرفتفيدبک خروجی می

سازی ها کاملا دلخواه در نظر گرفته شده شد ضرايب طراحی در شبيه

توان با در نظر گرفتن يک معيار بهينگی، اين ضرايب را طوری است، می

-انتخاب کرد که در نهايت پاسخ گذرای سيستم مطلوب تر شود که می
 توان برای تحقيقات بعدی مدنظر قرار داد.
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