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های با در نظر گرفتن اشباع حالت ایرهبر پو وبا زمان  ریمتغ ارتباطي ریبا تأخ يخط عامليچند هایسامانهمساله اجماع : در این مقاله چکیده

 دارریتأخ عامليچند هایسامانه، اجماع )یال( لبه نیلاپلاس سیبرخورد و ماتر سیمورد مطالعه قرار گرفته است. ابتدا با استفاده از ماتر نسبي

 کیمنظور، با استفاده از تابع اشباع،  نیشود. بد يم لیمجموعه بسته تبد کیدر  هالبه کینامید یداریبه مساله پا ينسب هایتحت اشباع حالت

 کی فیکند. در ادامه با تعر يم نیتضم ينسب هایتاشباع حال ودیرا با وجود ق هاعامل اجماعشود که  يم يشده طراح عیکنترل توز پروتكل

، نه تنها اجماع حاصل طیشرا نیا یریا به کارگب. دیآ يبه دست م هاعامل یداریپا یبرا يکاف طیمناسب، شرا  يکراسوفسك-اپانوفیل يتابع

 يارتباط ریکه تأخ يفتد. در حالاياتفاق نم زین ينسب هاینند بلكه اشباع حالتکيدنبال م يرا به خوب ایرهبر پو ریمس عوامل پیروشده و تمام 

، انی. در پادآیيبه دست م شبكه ارتباطي يوستگیو اجماع با حفظ پ یداریپا نای باشد. عیبا زمان و به دلخواه سر ریواند متغتيمحدود م

 پیشنهادی را نشان مي دهد.پروتكل کنترل سازی یک مثال کاربردی، موثر بودن شبیه

پایداری  ؛نسبي هایحالتاشباع ؛  ؛ رهبر پویاارتباطي متغیر با زمان تأخیر؛ خطي عامليچند هایسامانهاجماع؛  ی:کلمات کلید

 کراسوفسكي-لیاپانوف

Consensus of Delayed Linear Multi-Agent Systems with Dynamic 

Leader Under Saturation Constraints of Relative States  

Javad Zanganeh, Seyyed Kamal Hosseini Sani, Naser Pariz 
 

Abstract: In this paper, the consensus problem of linear multi-agent systems (MASs) with time-

varying communication delay and dynamic leader under saturations of the relative states is studied. 

First, using the incidence matrix and edge Laplacian matrix, the consensus of delayed MAS with the 

saturation of relative states is transformed into the problem of edge dynamics stability on the closed 

sets. For this purpose, using saturation functions, a distributed control protocol is designed, which 

ensures the consensus of all agents despite the relative state saturation constraints. Then, by providing 

a proper Lyapunov-Krasovskii functional, sufficient conditions for the stability of the agents are 

created. By applying these conditions, not only consensus is reached and all agents follow the path of 

the dynamic leader well, but also saturation of the relative state does not happen. While the limited 

communication delay can be time-varying and arbitrarily fast. This stability and consensus are 

obtained by maintaining graph continuity. Finally, the validity of theoretical results is demonstrated 

by simulating a practical example. 

Keywords: Consensus, general linear multi-agent systems, time-varying communication delay, 

dynamic leader, saturation of relative states, Lyapunov-Krasovskii stability 
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 مقدمه -1

و سرعت  ياطلاعات یبا گسترش استفاده از دستگاه ها ریدر دو دهه اخ

تعامل و  تیاهم لیبه دل عاملهچند هایسامانهارتباطات،  یتوسعه فناور

 چند سامانه .[4-1] مورد توجه قرار گرفته اند شتریعامل ها ب نیب یهمكار

یكسان یا غیریكسان که  سامانهشود که از چند  گفته مي ایامانهسبه  هعامل

هر عامل  ،هاسامانهدر این نوع  .نامند تشكیل شده است يآن را عامل م

 هایبخشي از اطلاعات مورد نیاز جهت ساخت سیگنال کنترل را از عامل

به دلیل کاربردهای گسترده چند عامله  هایسامانه امروزه .ردگیمجاور مي

ود در مدل سازی رفتار جمعي حیوانات، آرایش هندسي هواپیماها، خ

شناسایي نظامي، عملیات نجات و حتي مدل سازی جوامع انساني مورد 

 2خودکار نقلیه ، وسایل[5] 1سرنشین بدون هواپیماهای توجه قرار گرفته اند.

 ،[8] 5شده تزویج گرهایو نوسان [7] 4یابمین و 3امدادگر هایروبات ،[6]

 کرد. با اشاره هاآن به توانمي که است عاملهچند هایسامانه جمله از

 متفاوتي اهداف عامله،چند هایسامانه به محققان گرایش نوع به توجه

  8گروهي حرکت ، [6] 7گیری(پذیری )شكلشكل ،[9] 6اجماع همچون

 از عاملهچند هایسامانه  اولیه یایده شده است. تعریف غیره و [10]

 غیره و هاماهي ها،مورچه عسل، پرندگان، زنبورهای گروهي حرکت

 .[11]است  شده گرفته

 هایسامانهکنترل همكارانه  اجماع یكي از مهمترین مسایل مرتبط با

عملي و کاربردی مانند:  هایسامانهباشد که در بسیاری از مي هعاملچند

های و شبكه [14, 13]های قدرت هوشمند شبكه ،[12]شبكه حسگرها 

 ،[9]در  مورد توجه قر ار گرفته است. [15] هواپیماهای بدون سرنشین

که از  نویسندگان یک چارچوب نظری برای مساله اجماع پیشنهاد دادند

های  کثر الگوریتما پایه و اساس بسیاری از تحقیقات شده است. آن زمان

در نظر مي را بدون رهبر یا فقط با یک رهبر  هعاملچند هایسامانهاجماع، 

با این حال، در برخي از مسایل عملي، چندین رهبر وجود  .[17, 16]گیرند 

دارد که هدف آنها انتقال پیروان به داخل بدنه محدب تشكیل شده توسط 

   .[18]رهبران است 

های بازخورد که بر روی کنندهیک چالش اساسي در طراحي کنترل

های زماني است. از تأخیرشود، کنار آمدن با مي ارتباطي اجراهای شبكه

ای رایج عملي پدیده هایسامانهزماني در بسیاری از تأخیر طرف دیگر، 

 .[19] است که ممكن است باعث عملكرد ضعیف و ناپایداری شود

پارامتر توزیع  هایسامانهتأخیر زماني به عنوان موارد خاص  هایسامانه

ها هم در ریاضیات و هستند. بنابراین مواجهه با آن 10نهایت بعد، بي9شده

های ها، چالشکننده برای آنو طراحي کنترل هم در عمل سخت بوده

تأخیر  هایسامانهاز این رو، موضوع کنترل  .[20]زیادی به همراه دارد 

 . برای[23-21]زماني، توجهات بسیاری را به خود جلب کرده است 

 
1 Unmanned Air Vehicle 
2 Self-Propelled Vehicles 
3 Rescue Robots 
4 Minesweepers 
5 Oscillators 
6 Consensus 
7 Formation 
8 Flocking 

، سه نوع تأخیر زماني، یعني تأخیر در برقراری عاملهچند هایسامانه

، اغلب باید مورد  13و تأخیرهای خروجي 12هاخیر در ورودی، تأ11ارتباط

توجه قرار گیرند. وجود تأخیر زماني در انتقال اطلاعات بین عوامل به دلیل 

تأخیر  ها و پهنای باند انتقال محدود، اجتناب ناپذیر است.تراکم داده

 ورودی ناشي از زمان لازم برای ورود سیگنال کنترل به هر عامل است.

دهنده پاسخ ها وجود دارد که نشانورودی به طور کلي در محرک تأخیر

ها است. در حالي که تأخیر خروجي ناشي از زمان محرک 14زماني

گیری خروجي سیستم است. این سه نوع تأخیر زماني ممكن است اندازه

هنگام بنابراین منجر به تخریب عملكرد سیستم، و حتي ناپایداری شود. 

باید به آنها توجه  عاملهچند هایسامانه اجماع برایهای طراحي پروتكل

 .[19] شود

حوزه فرکانس و زمان دار در دو تأخیر هایسامانهتحلیل پایداری 

های ثابت کاربرد تأخیرتواند انجام شود. تحلیل حوزه فرکانس تنها برای مي

. [24]های متغیر با زمان تحلیل حوزه زمان مفیدتر است تأخیردارد اما برای 

ویكرد اصلي لیاپانوف دو ر دار در حوزه زمانتأخیر هایسامانهبرای تحلیل 

 -( و رویكرد لیاپانوف1956کراسوفسكي )-وجود دارد: رویكرد لیاپانوف

کاری رویكرد کراسوفسكي از آنجایي که محافظه (.1956رازومیخین )

تری از توان از آن برای طیف وسیعکمتر از رویكرد رازومیخین است، مي

 .[25] استفاده نمودمسایل کنترلي 

اجماع مساله با توجه به مطالب فوق تحقیقات زیادی در ارتباط با 

به عنوان یک پیشگام،   انجام شده است. دارتأخیر عاملهچند هایسامانه

و تحلیل حوزه فرکانس، ، با استفاده از تئوری گراف [9]نویسندگان در 

ثابت  تأخیربا دینامیک مرتبه اول و  عاملهچند مساله اجماع برای یک سامانه

مرتبه دوم علیرغم  عاملهچند هایسامانه ، اجماع[26]در  .را حل کردند

زماني و  تأخیره است. با استفاده از رابطه بین ارتباطي بررسي شدتأخیر 

قابل قبول  تأخیرهای معادله مشخصه، یک فرمول صریح برای مقدار ریشه

های تحلیل فرکانسي کنترل محدود نگهدارنده عامل .دست آمده استبه

های تمالگوریمورد توجه قرار گرفته است.  [18]زمان گسسته مرتبه اول در 

آیند، به این معني دست ميمورد استفاده، در یک پروتكل زمان گسسته به

 هایگیری )اندازه مرحله( تأثیر مهمي در پایداری سامانهکه دوره نمونه

پذیری برای یک کنترل شكل [7]یامچي و همكاران در  .دارد عاملهچند

اند. را مورد مطالعه قرار داده يارتباطتأخیر ها با وجود شبكه از روبات

های قدرت در حضور کنترل توزیع شده شبكه مسئلهبه  [13]نویسندگان در 

 پردازند.ارتباطي مي تأخیر

شود، اما در در تمام موارد فوق، تأخیر ارتباطي ثابت در نظر گرفته مي

در حضور تأخیر ارتباطي متغیر با زمان  عاملهچند ، اجماع یک سامانه[27]

 ریكاتي ر این مقاله با حل معادله جبرید .مورد مطالعه قرار گرفته است

9 Distributed Parameter Systems 
10 Infinite-Dimensional 
11 Communication Delays 
12 Input Delays 
13 Output Delays 
14 Time-Response 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             2 / 11

https://joc.kntu.ac.ir/article-1-1019-fa.html


 های نسبيیود اشباع حالتدار با رهبر پویا تحت قریتأخعاملي خطي های چنداجماع سیستم

 ناصر پریز ،سید کمال حسیني ثاني ،جواد زنگنه

61 
 

 

Journal of Control, Vol. 18, No. 3, Fall 2024  1403 پاییز، 3، شماره18مجله کنترل، جلد 

 

 

، یک پروتكل اجماع معرفي شده است. تأخیربدون اطلاع از مقدار دقیق 

مرتبه بالا را با تأخیرهای  عاملهچند هایاجماع سامانه [28]لي و همكاران در 

 ، محققان در مورد اجماع[29]ورودی و ارتباطي همگن در نظر گرفتند. در 

با وجود تأخیرهای ارتباطي و ورودی ناهمگن بحث  عاملهچند ایهسامانه

ها را در قالب ضرب اند. وجود تأخیر ناهمگن نوشتن دینامیک عاملکرده

 عاملهچند هایکند. کنترل ردیابي اجماع برای سامانهکرونكر دشوار مي

با در نظر گرفتن تأخیر ناهمگن )ورودی و ارتباطي( تحت   خطي عمومي

در  .مورد بررسي قرار گرفته است [17]دار ارتباطي ثابت در مقاله یک نمو

تحت تأخیرهای خروجي،  خطي عاملهچند هایسامانه ، اجماع[19]مقاله 

گیری برای ، کنترل شكل[30]در  .ورودی و ارتباطي بررسي شده است

ي مورد مطالعه قرار گرفته زمان ریتأخزمان گسسته با  عاملهچند یک سامانه

کاهش بار  یبرا 1دادیرو_ تحریککنترل کننده  کی ،است. به این منظور

کنترل  مسایل يبه بررس [31]مقاله  شده است. شنهادیپ سامانه يارتباط

 عاملهچند هایسامانهاز  دسته کی یبرا مقاومبا زمان  ریمتغگیری شكل

 یهاتیو عدم قطع يارتباط یارهیکه در معرض تأخ پردازديمرتبه بالاتر م

 شنهادیرا پ پذیریشكلپروتكل کنترل  کی ،به این منظور .ناهمگن هستند

 رمورد نظ پذیریشكلبه  يابیدست یننده براککنترل کیکه شامل  دنکيم

به کمک ا است. هتیعدم قطع ریمهار تأث یبرا سازجبران گنالیس کیو 

 یرگیبه شكل يابیدست یراب يکاف طیشرا ،يکراسوفسك-اپانوفیل روش

 .است به دست آمده LMIبا زمان مورد نظر بر حسب  ریمتغ

برای  .هدف از اجماع، دستیابي به توافق در مورد مقادیر مورد نظراست

شده با استفاده از اطلاعات محلي، به های اجماع توزیعاین منظور، پروتكل

ای نسبي( طراحي هویژه اطلاعات مبادله شده بین عوامل همسایه )حالت

 .[33, 32, 28, 19]شوند مي

افتد. برای عملي، معمولًا اشباع اتفاق مي هایدانیم که در سامانهمي

عامله، جدا از ورودی، خروجي و حالت، اشباع در چند هایسامانه

های نسبي از . اگر حالت[34] دهدهای نسبي نیز ناگزیر رخ ميحالت

 شود.محدوده معیني خارج شوند، ارتباط بین عوامل همسایه قطع مي

بنابراین، برای حفظ اتصال گراف ارتباطي، بایستي از قیود اشباع برای 

  .[35]های نسبي استفاده شود حالت

نسبي را مي توان های حالتبه طور کلي نیاز به مد نظر قرار دادن اشباع 

  از سه جنبه زیر بررسي نمود:

توسط حسگرهای نصب های همسایه نسبي بین عاملهای حالت (1

توانایي که جایيشود و از آنگیری ميها اندازهشده بر روی آن

رخ حسگرها محدود است اشباع حالت نسبي به طور حتم  2سنجش

 دهد.مي

مقیاس بزرگ، مانند شبكه برق و شبكه حمل و نقل،  هایسامانهدر  (2

توانند جریان مقدار مشخصي از مواد و منابع های نسبي ميحالت

های زمینه، حالات نسبي تحت محدودیتبا این پس .را نشان دهند

 
1 Event-Trigger 

دلیل محدودیت ظرفیت انتقال مواد و منابع، گیرند. بهاشباع قرار مي

 ي ممكن است روی دهد.حالت نسباشباع 

در  زین ينسب یاهحالت ،يكیزیف هایسامانه نیعلاوه بر ا (3

 نیمانند شبكه ارتباطات وجود دارند. در چن یبریسا هایسامانه

ده شر اطلاعات مبادلهگانیتوانند ب يم ينسب یاهحالت ،يتیوضع

 لیباشند. اطلاعات رد و بدل شده به دل هیعوامل همسا انیدر م

 ود.شيمحدود م ار،یدامنه ارتباطات عوامل س تیحدودم

 های تخمین حالت نسبي، اجماعبا استفاده از محدودیت ،[36]در 

ر گرفته مورد بحث قرا يرخطیغ عاملهچند هایسامانه رگتیرو مبتني بر

های متناوب و تطبیقي مبتني بر برای حل مساله اجماع، پروتكل .است

 یبرا يقیتطب  PIکننده کنترل از ،[34]مقاله  در .اندطراحي شده رگتیرو

 های نسبياشباع حالتهای محدودیتبا  عاملهچند هایسامانهاجماع 

 عاملهچند هایسامانه به بررسي اجماع [16]مقاله  .شده است استفاده

های پردازد. به این منظور، پروتكلغیرخطي تحت اشباع حالات نسبي مي

جناب زاده و همكاران  اند.بازخورد متناوب، پیوسته و تطبیقي معرفي شده

، مساله  (DECP)شده عیو کنترل توز نیدو پروتكل تخمارائه  با  [32]در 

 محققان ، [35]در  .دننکيرا حل م عاملهچند هایسامانهدر  يابیکنترل رد

با  يطخریغ عاملهچند هایسامانهاز  يکنترل اجماع حالت خاص يبه بررس

 .دنردازپيم يتحت اشباع حالت نسب یورود ریتأخ

 ریتأخهای نسبي و های اشباع حالتعلیرغم این واقعیت که پدیده

کاربردی وجود دارند، اما اثرات مشترک _عملي هایسامانهعموماً با هم در 

چندان مورد مطالعه قرار نگرفته  هعاملچند هایسامانه عملكردها بر آن

اشباع مربوط  یاهتیو محدود يزمان یرهایاز آنجا که تأخ ،همچنین .است

ها کاملاً آن ياضیر تیو ماه باشندمي اتیاضیمختلف ر یاهبه حوزه

مشترک هر دو در  راتیتأث يها با هم و بررسآن بیمتفاوت است، ترک

، این موضوع [37]و  [35]در این راستا، تنها در  ع دشوار است.اجمامساله 

 ه مساله اجماع بدون رهبرب [35]مورد توجه قرار گرفته است. در مقاله 

تحت محدودیت اشباع  شیتز مرتبه اول_ لیپ غیرخطي هعاملچند هایسامانه

، [37]در  .ورودی پرداخته شده است ریتأخهای نسبي در حضور حالت

ورودی علیرغم وجود قید اشباع  ریتأخ با خطي هعاملچند هایسامانهاجماع 

  .های نسبي مورد بررسي قرار گرفته استحالت

دار )تأخیر ریتأخخطي  هعاملچند هایسامانه ما در این مقاله، اجماع

کنیم که های نسبي بررسي ميارتباطي متغیر با زمان( را تحت اشباع حالت

 ریتأخبه جای علاوه  ، یک رهبر پویا دارند. به[37]و  [35]بر خلاف 

تواند متغیر با زمان و مورد توجه قرار گرفته که مي ارتباطي ریتأخ ،ورودی

همچنین در مثال شبیه سازی شده این مقاله، تنها دو عامل پیرو  .سریع باشد

های همه عامل [37]با عامل رهبر پویا ارتباط دارند در حالي که در مقاله 

با توجه به مطالب ذکر شده، پیرو به عامل رهبر ایستا دسترسي دارند. 

 :باشدری و تفاوت این مقاله شامل موارد زیر مينوآو

2 Sensing Capability 
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ارتباطي تأخیر خطي عمومي با  عاملهچند هایسامانهبرای اجماع  (1

شده با استفاده متغیر با زمان و رهبر پویا، یک قانون کنترل توزیع

را  عاملهچند هایسامانه از توابع اشباع ارائه شده است که اجماع

 .کندنسبي تضمین مي هایبا وجود قیود اشباع حالت

 يکاف طیشرا ،مناسب يکراسوفسك_ اپانوفیل یک تابعيبا ارائه  (2

، طیشرا نیا استفاده از با. آیددست ميبه هاعامل یداریپا یبرا

دنبال  يرا به خوب ایرهبر پو ریمسبه اجماع رسیده و ا هتمام عامل

با  ریتواند متغ يمحدود م يارتباط ریه تأخکيدرحال .دکننيم

 ينسبهای اشباع حالت ،به علاوه باشد. عیمان و به دلخواه سرز

 . دهدينم روی زین

ساختار ادامه مقاله به شرح زیر است: در بخش دوم مفاهیمي از نظریه 

گراف و همچنین فرمول بندی مساله بیان شده است. قانون کنترل پیشنهادی 

به تجزیه و  گردیده است. در بخش چهارمارائه برای اجماع در بخش سوم 

کننده تحلیل پایداری سیستم پرداخته شده است. برای ارزیابي کنترل

سازی شده است. در بخش پنجم یک مثال کاربردی شبیه ،پیشنهادی

 .گیری مقاله نیز در بخش ششم آورده شده استنتیجه

 

  فرمول بندی و تبدیلات ،مفاهیم اولیه -2

گردد در ها استفاده ميآن ای که در این مقاله ازبرخي مفاهیم پایه

بندی مساله و تبدیلات لازم  برای ادامه ذکر شده است. بعلاوه، فرمول

نیز در این قسمت ذکر با زمان   ریمتغ ارتباطي ریتأخهای خطي با سامانه

 شود.مي

  نظریه گراف جبری -1-2

𝒢ها از گراف بدون جهت برای توصیف نحوه تعامل عامل =

(Ɲ, ℰ,𝒜)  کنیم. در این گرافه مياستفاد، Ɲ ≜ {1,2,… , 𝑁}   نشانگر

ℰ ،هاتعداد گره 𝑁 ،هامجموعه گره ⊆ Ɲ × Ɲ  ها و مجموعه لبه𝒜 =

⦋𝑎𝑖𝑗⦌  ∈ ℝ
𝑁×𝑁  باشد. هر لبه گراف ميماتریس همسایگي(𝑖, 𝑗) 

است و این دو عامل همسایه   𝑗و  𝑖دهنده یک اتصال بین دو عامل نشان

م به هر لبه یک عدد نسبت دهیم به طوری که اگر توانیباشند. ميمي

(𝑖, 𝑗) ∈ ℰ گاه آن𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗و در غیر این صورت  1 = خواهد بود.  0

 (𝑎𝑖𝑗  عناصر غیر قطر اصلي ماتریس𝒜 )[37] مي باشند . 

جهت،  کیآن با  لبههر  ،لبه  𝑀گره و  𝑁با  𝒢گراف بدون جهت در

 یگری)راس( و د سر انبه عنو لبهاز دو گره  يكی يانتخاب تصادف قیاز طر

نیز به   𝒢ماتریس لاپلاسین گراف  ود.شيبه عنوان دم )انتها(، مشخص م

𝐿 صورت = ⦋𝑙𝑖𝑗⦌  ∈ ℝ
𝑁×𝑁 شود که در آن تعریف مي𝑙𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗  ,

𝑖 ≠ 𝑗,   و𝑙𝑖𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗   , 𝑖 =  𝑗,
𝑁
𝑗=1 جموع عناصر هر . توجه کنید که م

باشد. خصوصیات بسیاری از گراف بر برابر با صفر مي 𝐿سطر ماتریس 

گیرد. در واقع، ماتریس اش مورد مطالعه قرار مياساس ماتریس لاپلاسین

 
1 Hyper-rectangle 

 عاملهچند هایسامانهلاپلاسین دارای اهمیت بسیار زیادی در مطالعه 

 . [33]دینامیكي مبتني بر گراف است 

𝐸ورد برخ سیماتر اکنون = ⦋𝑒𝑖𝑚⦌  ∈ ℝ
𝑁×𝑀 فیتعر ریبه شكل ز 

 :[35] ودشيم

𝑒𝑖𝑚 =

{
 
 

 
اگر گره 𝑖   سر  یال  𝑚 باشد       1  

اگر گره 𝑖   دم  یال  𝑚 باشد     1−

در غیر این صورت                      0

   (1)   

توان گراف را مي ماتریس لاپلاسین،  𝐸 با استفاده از ماتریس برخورد

 دست آورد :از رابطه زیر به

𝐿 = 𝐸. 𝐸𝑇 (2) 

شود اگر برای هر جفت از گره متصل نامیده مي 𝒢گراف بدون جهت  

 یک مسیر بین آن ها وجود داشته باشد.   𝑗و  𝑖های متمایز  

 متصل است.  𝒢 : نمودار بدون جهت1فرض 

𝜆1است )دارای یک مقدار ویژه صفر  𝐿، ماتریس  1تحت فرض  =

(. بقیه مقادیر ویژه این ماتریس مثبت هستند که دارای ترتیب افزایشي     0

0 <  𝜆2  ≤ ⋯ ≤  𝜆𝑁  باشند.مي 

را به صورت زیر تعریف  𝒢اکنون، ماتریس لاپلاسین یال )لبه( گراف 

 کنیم :مي

𝐿̂ = 𝐸𝑇 . 𝐸   (3) 

متقارن  های حقیقي، ماتریس  𝐿̂ولاپلاسین یال  𝐿لاپلاسین گراف 

 ها با یكدیگر برابر است.  هستند و مقادیر ویژه غیر صفر آن

  فرمول بندی مساله و تبدیلات -2-2

بر روی  راعامل پیرو و یک عامل رهبر  𝑁شامل ا هاز عامل يگروه

 کینامیدگیریم که در نظر مي یک گراف ارتباطي متصل و بدون جهت

 :باشدبه صورت زیر مي پیرو یاهعامل

𝑥̇𝑖(𝑡) =  𝐴𝑥𝑖(𝑡) + 𝐵𝑢𝑖(𝑡)   𝑖 ∈ 𝑰[1,𝑁] (4) 

𝑥𝑖(𝑡)که در آن  ∈ ℝ
𝑛    بردار حالت و𝑢𝑖 ∈ ℝ

𝑝   بردار ورودی

𝑥̇𝐿(𝑡)باشد. همچنین دینامیک رهبر نیز با مي ام  𝑖کنترلي برای عامل  =

𝐴0𝑥𝐿(𝑡) + 𝐵0𝑢𝐿(𝑡) شودنشان داده مي. 

یابي شده برای دستهدف این مقاله طراحي یک قانون کنترل توزیع

limبه اجماع است، به طوری که 
𝑡→∞

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑗(𝑡)‖ = و  0

lim
𝑡→∞

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝐿(𝑡)‖ = 𝑥𝑖(𝑡) های نسبي، با این قید که حالت0 −

 𝑥𝑗(𝑡) بسته در  1همواره درون ابرمكعب مستطیلℝ𝑛  باقي بمانند. به این

کنیم سپس به ها تبدیل ميهای لبههای مطلق را به حالتمنظور، ابتدا حالت

 پردازیم. ها در یک ابرمكعب مستطیل بسته ميهای لبهبررسي رفتار حالت
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ها و ابرمكعب مستطیل دلخواه را های لبهدر انتهای این بخش، حالت

به  𝑧𝑚به هم متصل شوند،   𝑚 با یال  𝑗  و   𝑖 املکنیم. اگر عوتعریف مي

 شود:صورت زیر تعریف مي

𝑧𝑚 = {
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗   باشد 𝑚  سر  لبه   𝑖 اگر گره

𝑥𝑗 − 𝑥𝑖   باشد 𝑚  سر  لبه   𝑗 اگر گره
     (5) 

د و حالت لبه باشمي𝑗  و   𝑖 عامل هایهای نسبي بین حالت 𝑧𝑚 که 

𝑚  شودمينامیده. 

های نسبي حالتتوان ( ، با استفاده از تبدیل زیر مي5( و )1با توجه به )

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗    لبه نمایش داد:های حالترا برحسب  

𝑧𝑚 = ∑𝑒𝑗𝑚𝑥𝑗    ,   𝑚 ∈ 𝐼[1,𝑀]

𝑁

𝑗=1

 (6)   

𝑧𝑚 و  𝐸ردبرخوماتریس  ام (𝑗,𝑚)عنصر  𝑒𝑗𝑚که ∈ ℝ𝑛باشدمي .

 به این صورت است: (6)فرم فشرده 

𝑧 = ( 𝐸𝑇⨂𝐼𝑛)𝑥  (7)   

zکه  = [ 𝑧1   
𝑇 , … , 𝑧𝑀

𝑇    ]𝑇  وx = [ 𝑥1   
𝑇 , … , 𝑥𝑁

𝑇    ]𝑇 فرض .

 اند:در داخل ابرمكعب مستطیل زیر محدود شده 𝑧𝑚های کنیم که لبهمي

Ωm = 

{ 𝑧𝑚 ∈ ℝ
𝑛|−∆𝑚,𝑙  ≤ 𝑧𝑚,𝑙 ≤ ∆𝑚,𝑙 ,𝑚 ∈ I[1,𝑀], 𝑙 ∈ I[1, 𝑛]} 

    (8) 

𝑧𝑚,𝑙 ، 𝑙  امین عضو 𝑧𝑚  و اسكالر∆𝑚,𝑙   .یک عدد مثبت است

ها باید در داخل ابرمكعب مستطیل واقع شده باشند یعني اولیه لبههای حالت

 𝑧𝑚(0) ∈ Ω𝑚 با  (8عه ). مرز مجمو∂Ω𝑚 = ⋃ ∂Ω𝑚,𝑙
𝑛
𝑘=1  تعریف

 شود که:مي
𝜕Ω𝑚,𝑙

= { 𝑧𝑚 ∈ ℝ
𝑛||𝑧𝑚,𝑙|  =  ∆𝑚,𝑙  , |𝑧𝑚,𝑘| ≤ ∆𝑚,𝑘 , 𝑘 ∈ 𝐼[1, 𝑛]\{𝑙}} 

 

 

  طراحی پروتکل اجماع -3

یک  ،(8)با قید  (4)های در این بخش، برای رسیدن به اجماع سامانه

 گردد. مي ئهیع شده جدید اراپروتكل اجماع توز

𝑢𝑖، قانون کنترل (4)برای سامانه چندعاملي  [37] :1مساله   (𝑡) =

 𝐹𝑖(𝑧𝑚(𝑡)) شود، به طوری که:طراحي مي 

 .اجماع حاصل گردد *

𝑡های * برای تمام زمان ≥ 0  ،  𝑧𝑚 ∈ Ω𝑚، به شرطي که  𝑧𝑚(0) ∈

Ω𝑚 باشد. 

ارتباطي  تأخیرها و در نظر گرفتن های نسبي عاملحالتبا استفاده از 

 های همسایه، یک قانون کنترل توزیع شده به صورت زیر تعریف بین عامل

 کنیم:مي

𝑢𝑖(𝑡) = 𝒦𝐹[ ∑𝑎𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

(𝑥𝑗(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥𝑖(𝑡 − 𝑑(𝑡))) 

   +𝑎𝑖(𝑁+1) (𝑥𝐿(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥𝑖(𝑡 − 𝑑(𝑡)))]    

(9) 

,𝑎𝑖𝑗 ،(𝑖 که 𝑗)   امین عنصر ماتریس همسایگي𝒜  مربوط به گراف𝒢 

∋ 𝐹 . همچنیناست ℝ𝑚×𝑛  ماتریس بهره بازخورد است که در ادامه

𝒦  بهره ثابتدلیل اهمیت پیوستگي گراف، . بهآیددست ميبه > را که  0

 کنیم:ميصورت زیر تعریف تنها به مشخصات گراف بستگي دارد به

𝒦 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {
1

𝑅𝑒(𝜆𝑖)
}   𝑖 ∈ 𝐼[2,𝑁] (10)   

 تأخیر مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین گراف مي باشند.   𝜆𝑖که  

:𝑑(𝑡)ارتباطي متغیر با زمان  [0 ,∞) → با یک عدد مثبت   (∞,0]

≥ 0محدود شده است ) 𝑑(𝑡) ≤ 𝐷  های سامانهحالات اولیه  (. همچنین

𝑥𝑖(𝜃)ورت  صبهتأخیردار  = ∅𝑖(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝐷,   داده شده است  [0

 خواهیم داشت: (6)و  (2)های با استفاده از رابطه

∑𝑎𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

(𝑥𝑗(𝑡 − 𝑑) − 𝑥𝑖(𝑡 − 𝑑)) 

+ 𝑎𝑖(𝑁+1)(𝑥𝐿(𝑡 − 𝑑) − 𝑥𝑖(𝑡 − 𝑑)) = 

−∑𝑙𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑥𝑗(𝑡 − 𝑑) − 𝑎𝑖(𝑁+1)(𝑥𝐿(𝑡 − 𝑑) − 𝑥𝑖(𝑡 − 𝑑)) = 

−∑∑ 𝑒𝑖𝑚
𝑀

𝑚=1
𝑒𝑗𝑚

𝑁+1

𝑗=1

𝑥𝑗(𝑡 − 𝑑) = − ∑ 𝑒𝑖𝑚

𝑀

𝑚=1

𝑧𝑚(𝑡 − 𝑑) 

 

 کنیم:ها بازنویسي ميهای لبهرا براساس حالت (9)اکنون قانون کنترل 

𝑢𝑖(𝑡) =  −𝒦𝐹 ∑ 𝑒𝑖𝑚

𝑀

𝑚=1

𝑧𝑚(𝑡 − 𝑑(𝑡)) (11)   

 داریم:  (4)در  (11)گذاری با جای

𝑥̇𝑖(𝑡)  =  𝐴𝑥𝑖(𝑡) − 𝒦𝐵𝐹 ∑ 𝑒𝑖𝑚

𝑀

𝑚=1

𝑧𝑚(𝑡 − 𝑑(𝑡))  (12)   

 خواهیم داشت: (12)در  (6)با استفاده از 
 

𝑧̇𝑚(𝑡) =  𝐴𝑧𝑚(𝑡) −𝒦𝐵𝐹 

 ∑∑ 𝑒𝑗𝑚
𝑀

𝑙=1
𝑒𝑗𝑙

𝑁+1

𝑗=1

𝑧𝑙(t − 𝑑(t)) 

 

    (13) 

 شكل زیر بازنویسي نمود:را به  (13)مي توان رابطه  (3)به کارگیری  با

𝑧̇𝑚(𝑡) =  𝐴𝑧𝑚(𝑡) − 𝒦𝐵𝐹 ∑𝑙𝑚𝑗

𝑀

𝑗=1

𝑧𝑗(𝑡 − 𝑑(𝑡)) (14)   

  

𝑡که برای تمام   ≥ 0  ،  𝑧𝑚 ∈ Ω𝑚باشد. ماتریس لاپلاسین لبه مي

𝐿̂ = [𝑙𝑚𝑗]  ∈ ℝ
𝑀×𝑀  با توجه به  تعریف شده است. (3)نیز در

 (14)های دینامیک لبه ،1مساله و برای برآوردن قسمت دوم  (8)محدودیت 

 کنیم:را به صورت زیر بازنویسي مي
 

{

𝑧̇𝑚    =   𝑆(𝜉 𝑚)                                                  

𝜉 𝑚 =  𝐴𝑧𝑚(𝑡) − 𝐵𝒦𝐹 ∑𝑙𝑚𝑗

𝑀

𝑗=1

𝑧𝑗(𝑡 − 𝑑(𝑡))
}     (15) 
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𝑆(. های حالتنیز تابع اشباع نامیده مي شود که برای محدود کردن  (

 گیرد: نسبي در یک مجموعه بسته مورد استفاده قرار مي

𝑆(𝜉 𝑚) = [ 𝑠(𝜉 𝑚,1),…… , 𝑠(𝜉 𝑚,𝑛) ]
𝑇 

 

𝑙برای  ∈ I[1, 𝑛]  [16]داریم:   

𝑆(𝜉 𝑚) = {
0             𝑖𝑓 𝑧𝑚 ∈  𝜕Ω𝑚,𝑙  , 𝜉 𝑚,𝑙 .𝑧 𝑚,𝑙 > 0

𝜉 𝑚,𝑙          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                       
     (16) 

را به فرم ماتریسي  (15)و  (14)روابط  ،توانیم برای سادگياکنون مي

 زیر بازنویسي کنیم:

𝑧̇(𝑡) = (𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) − 𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡)) (17)   

{
𝑧̇ =   𝑆(𝜉)                                                                      (1)

𝜉 = (𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡))     (2)
}     (18) 

 

 تحلیل پایداری -4

𝑃ارن های مثبت معین متق: ابتدا ماتریس1لم  = [𝑝𝑖𝑗]  ∈ ℝ
𝑛×𝑛   و

𝑅 = [𝑟𝑖𝑗]  ∈ ℝ
𝑛×𝑛 کنیم:را به این صورت تعریف مي 

{
 
 

 
 𝑝𝑖𝑖 ≥ ∑ |𝑝𝑖𝑗| , 𝑖 ∈ 𝐼[1,𝑁]

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 𝑟𝑖𝑖 ≥  ∑ |𝑟𝑖𝑗| , 𝑖 ∈ 𝐼[1, 𝑁]

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖

     (19) 

𝑧برای هر  ،(8)اکنون با توجه به قید  ∈ Ω  و𝜉 ∈ ℝ𝑛×𝑀 ،  روابط

 زیر برقرار خواهد بود:

{

𝑧𝑇(𝐼𝑀⊗𝑃)(𝑆(𝜉) − 𝜉) ≤  0                  (1)

((𝑆(𝜉) − 𝜉))
𝑇
(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 ≤  0             (2)

(𝑆(𝜉))
𝑇
(𝐼𝑀⊗𝑅)(𝑆(𝜉) − 𝜉) ≤  0       (3)

     (20) 

Ωکه   =  Π1
M Ω𝑚   باشد.ضرب کارتزین مي 

های حالتو  𝑇اشباع را توسط مجموعه ها های لبهحالتابتدا  ت:اثبا

 دهیم:نشان مي 𝑇𝐶غیراشباع را با مجموعه ها لبه

𝑇 = {(𝑚, 𝑙)|𝑧𝑚  ∈  ∂Ω𝑚,𝑙  ,  𝜉 𝑚,𝑙 . 𝑧 𝑚,𝑙 , 𝑚 ∈ I[1,𝑀], 𝑙 ∈ I[1, 𝑛]} 

𝑇𝐶 = {(𝑚, 𝑙)|(𝑚, 𝑙)  ∉  𝑈} 

 ت:خواهیم داش  (15)سپس از رابطه 

𝑆(𝜉 𝑚,𝑙) = {
0               𝑖𝑓 (𝑚, 𝑙) ∈ 𝑈

𝜉 𝑚,𝑙         𝑖𝑓 (𝑚, 𝑙) ∈ 𝑈
𝐶} 

 در نتیجه داریم:

(1)  [37]: 𝑧𝑇(𝐼𝑀⊗𝑃)(𝑆(𝜉) − 𝜉) 

       = ∑ 𝑧𝑚
𝑇

𝑀

𝑚=1

𝑃(𝑆(𝜉𝑚) − 𝜉𝑚) 

= ∑∑∑𝑧𝑚,𝑘𝑃𝑘𝑙(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙  )

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑀

𝑚=1

 

       = ∑ (𝑃𝑙𝑙𝑧𝑚,𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘𝑧𝑚,𝑘 

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) −  𝜉 𝑚,𝑙  )
(𝑚,𝑙)∈𝑇

 

       + ∑ (𝑃𝑙𝑙𝑧𝑚,𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘𝑧𝑚,𝑘 

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) −  𝜉 𝑚,𝑙  )

(𝑚,𝑙)∈𝑇𝐶

 

       = − ∑ (𝑃𝑙𝑙𝑧𝑚,𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘𝑧𝑚,𝑘 

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝜉 𝑚,𝑙  )
(𝑚,𝑙)∈𝑇

 

       = − ∑ (𝑃𝑙𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘
𝑧𝑚,𝑘 
𝑧𝑚,𝑙

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝑧𝑚,𝑙 . 𝜉 𝑚,𝑙  )
(𝑚,𝑙)∈𝑇

( را با 15های )در ادامه، شرایط کافي برای پایداری دینامیک لبه

 آوریم:دست مياستفاده از لم و قضیه زیر به

 

 

 

 

,𝑚) از آن جا که برای  𝑙) ∈ 𝑇، |𝑧𝑚,𝑙| = ∆𝑚,𝑙  و|𝑧𝑚,𝑘| ≤

∆𝑚,𝑙،  بنابراین|𝑧𝑚,𝑘 𝑧𝑚,𝑙⁄ | ≤  داریم: (19). با استفاده از 1

𝑝𝑙𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘
𝑧𝑚,𝑘 
𝑧𝑚,𝑙

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

≥ 𝑝𝑙𝑙 − ∑ 𝑃𝑙𝑘
𝑧𝑚,𝑘 
𝑧𝑚,𝑙

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

≥ 𝑝𝑙𝑙 − ∑ |𝑝𝑙𝑘| 

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

≥ 0 

,𝑚)برای ،به عبارت دیگر 𝑙) ∈ 𝑇 ، 𝑧𝑚,𝑙. 𝜉𝑚,𝑙 >  بنابراین  .  0

∑ (𝑃𝑙𝑙 + ∑ 𝑃𝑙𝑘
𝑧𝑚,𝑘 
𝑧𝑚,𝑙

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝑧𝑚,𝑙 . 𝜉 𝑚,𝑙  )
(𝑚,𝑙)∈𝑇

≥ 0 

 و در نتیجه: 

𝑧𝑇(𝐼𝑀⊗𝑃)(𝑆(𝜉) − 𝜉) ≤  0  
 

(𝟐) ∶  (𝑆(𝜉) − 𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 

       = ∑(𝑆(𝜉𝑚) − 𝜉𝑚)
𝑇

𝑀

𝑚=1

𝑅𝜉𝑚 

= ∑∑∑(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) −  𝜉 𝑚,𝑙  )
𝑇
𝑟𝑘𝑙𝜉 𝑚,𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑀

𝑚=1

 

       = ∑∑((𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙   )
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑙=1,𝑙≠𝑘

))

𝑛

𝑙=1 

𝑀

𝑚=1

𝜉 𝑚,𝑙 

+ ∑ (𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙   )
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑙=1,𝑙≠𝑘

) 𝜉 𝑚,𝑙
(𝑚,𝑙)∈𝐻𝐶

 

∑ (𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙   )
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑙=1,𝑙≠𝑘

) 𝜉 𝑚,𝑙
(𝑚,𝑙)∈𝐻

 

= − ∑ (𝜉𝑚,𝑙)
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)𝜉 𝑚,𝑙 ≤ 0

(𝑚,𝑙)∈𝐻

 

 بنابراین

(𝑆(𝜉) − 𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 ≤ 0 
 

(𝟑) ∶
 

(𝑆(𝜉))
𝑇
(𝐼𝑀⊗𝑅)(𝑆(𝜉) − 𝜉) 

       = ∑ 𝑆(𝜉𝑚)
𝑇

𝑀

𝑚=1

𝑅(𝑆(𝜉𝑚) − 𝜉𝑚) 

= ∑∑∑𝑆(𝜉𝑚,𝑙)
𝑇
𝑟𝑘𝑙(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙  )

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑀

𝑚=1
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       = ∑∑(𝑆(𝜉𝑚,𝑙)
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

))

𝑛

𝑙=1 

𝑀

𝑚=1

(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙  ) 

 = ∑ 𝑆(𝜉𝑚,𝑙)
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝑆(𝜉 𝑚,𝑙  ) − 𝜉 𝑚,𝑙  )

(𝑚,𝑙)∈𝐻

 

 

       = − ∑ 𝑆(𝜉𝑚,𝑙)
𝑇
( 𝑟𝑙𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑘

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

)(𝜉 𝑚,𝑙  ) = 0

(𝑚,𝑙)∈𝐻

 

 در نتیجه:

(𝑆(𝜉))
𝑇
(𝐼𝑀⊗𝑅)(𝑆(𝜉) − 𝜉) ≤ 0 

 باشد.برقرار مي  (20)بنابراین رابطه 

عاملي سامانه چنداجماع  (9) ، پروتكل  2و  1های با توجه به فرض :1قضیه 

𝑧𝑚(0) برای تمام    (8)را تحت قید  (14) ∈ Ω𝑚 کند، اگر تضمین مي

𝑃های مثبت معین متقارن ماتریس = [𝑝𝑙𝑘]  ∈ ℝ
𝑛×𝑛   و𝑅 = [𝑟𝑙𝑘]  ∈

ℝ𝑛×𝑛 :به شكل زیر وجود داشته باشند 

𝑝𝑙𝑙 ≥ ∑ |𝑝𝑙𝑘| , 𝑙 ∈ I[1, N]

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

 

 

𝑟𝑙𝑙 ≥ ∑ |𝑟𝑙𝑘| , 𝑙 ∈ I[1, N]

𝑛

𝑘=1,𝑘≠𝑙

 

 و

 

[
𝐼𝑀⊗ (𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃) + 𝐷(𝐼𝑀⊗𝐴𝑇𝑅𝐴) −

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝑃𝐹)− 𝐷𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐴𝑇𝑅𝐵𝐹) +

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅)

−𝒦(𝐿̂𝑇⊗𝐹𝑇𝑃𝐵𝑇) − 𝐷𝒦(𝐿̂𝑇⊗𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐴 ) +
1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅) 𝐷𝒦2(𝐿̂𝑇𝐿̂  ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐵𝐹) −

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅)

] < 0 

 

به  (14)کراسوفسكي برای سامانه -یک تابعي لیاپانوف اثبات:

 [38]کنیم: صورت زیر معرفي مي

𝑉(𝑧𝑡 , 𝑧̇𝑡) = 𝑉1(𝑧𝑡) + 𝑉2(𝑧̇𝑡  ) (22)   

𝑉1(𝑧𝑡) = 𝑧
𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)𝑧(𝑡) (23)   

𝑉2(𝑧̇𝑡 ) = ∫ ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝐷

𝑑𝜃 

= ∫ (𝐷 + 𝑠 − 𝑡)𝑧̇𝑇(𝑠)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝐷

 

    (24) 

به  𝑧̇𝑡(𝑠)های نسبي و مشتق حالت 𝑧̇(𝑠) ،های نسبيحالت 𝑧(𝑡)که 

 شود:صورت زیر تعریف مي
𝑧̇𝑡: [−𝐷, 0] → ℝ     𝑧̇𝑡(𝑠) =𝑧̇(𝑡 + 𝑠),   𝑠 ∈ [−𝐷, 0] 

 به این صورت خواهد بود:  𝑉2(𝑧̇𝑡 )مشتق 

𝑉̇2(𝑧̇𝑡)    = 𝐷𝑧̇𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑡) − ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝐷

 

𝑉̇2(𝑧̇𝑡)    = 𝐷𝑧̇
𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑡) 

− ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡−𝐷

 

−∫ 𝑧𝑇(𝑠)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

≤ 𝐷𝑧̇𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑡) 

−∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

    (25) 

 با استفاده از نامساوی ینسن داریم:

𝑑(𝑡)∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

≥ ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

𝐷∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

≥ 𝑑(𝑡)∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

𝐷∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

≥ ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

−𝐷∫ 𝑧̇𝑇(𝑠) (𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

≤ −∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

    (26) 

𝑉(𝑧𝑡مشتق   ،بنابراین , 𝑧̇𝑡) ن به شكل زیر بازنویسي نمود:توارا مي 

𝑉̇(𝑧𝑡 , 𝑧̇𝑡) ≤ 2𝑧
𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)𝑧̇(𝑡) + 𝐷𝑧̇𝑇(𝑡)(𝐼𝑀

⊗𝑅)𝑧̇(𝑡) 

−
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗  𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

 

    (27) 

 داریم: (27)در  (18-1)با جایگذاری رابطه 
𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 2𝑧

𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)𝑧̇(𝑡) + 𝐷𝑧̇𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑅)𝑧̇(𝑡) 

−
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

                 = 2𝑧𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)𝜉 + 2𝑧𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)(𝑆(𝜉) − 𝜉)

+ 𝐷𝑆(𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 
 + 𝐷𝑆(𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)(𝑆(𝜉) − 𝜉) 

−
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠 

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

                 = 2𝑧𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)𝜉 + 2𝑧𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)(𝑆(𝜉) − 𝜉)

+ 𝐷(𝑆(𝜉) − 𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 

+ 𝐷𝜉𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 + 𝐷𝑆(𝜉)𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)(𝑆(𝜉) − 𝜉) 

−
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠 

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 
    (28) 

 داریم:، 1با استفاده از لم 
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𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 2𝑧
𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃) 𝜉 + 𝐷𝜉𝑇(𝐼𝑀⊗𝑅)𝜉 −  

1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 
    (29) 

 ، خواهیم داشت:(18-2)کارگیری با به

𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 2𝑧𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) 

−𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡))) 

+𝐷( (𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) − 𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡)) )𝑇 

(𝐼𝑀⊗𝑅)((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) 

−𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡)) ) 

− 
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

    (30) 

𝑧̃(𝑡)با تعریف متغیر  = 𝑧(𝑡 − 𝑑(𝑡)) به شكل زیر  (30)، رابطه

 ید:آدرمي

𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 2𝑧
𝑇(𝑡)(𝐼𝑀⊗𝑃)((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) 

−𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹) 𝑧̃(𝑡)) 
+𝐷 ((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧̃(𝑡))

𝑇

 

 (𝐼𝑀⊗𝑅)((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) − 𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹) 𝑧̃(𝑡)) 

− 
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 𝑧
𝑇(𝐼𝑀 ⊗ (𝑃𝐴+ 𝐴𝑇𝑃))𝑧 − 𝑧𝑇𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝑃𝐹)  𝑧̃

− 𝑧̃𝑇𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐴) 𝑧 

 

+𝐷 ((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹)𝑧̃(𝑡))
𝑇

(𝐼𝑀 

⊗𝑅)((𝐼𝑀⊗𝐴)𝑧(𝑡) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝐹) 𝑧̃(𝑡) 

− 
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

 

𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ 𝑧
𝑇(𝐼𝑀⊗ (𝑃𝐴+ 𝐴𝑇𝑃))𝑧 

−𝑧𝑇𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝑃𝐹)  𝑧̃ − 𝑧̃𝑇𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐴) 𝑧 

+𝐷[𝑧𝑇  (𝐼𝑀⊗𝐴𝑇𝑅𝐴)𝑧 − 𝑧𝑇𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐴𝑇𝑅𝐵𝐹) 𝑧̃ 

−𝑧̃𝑇 𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐴)  𝑧 

+𝑧̃𝑇𝒦2( 𝐿̂ 𝑇 𝐿̂ ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐵𝐹)   𝑧̃ ] 

−
1

𝐷
∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 (𝐼𝑀⊗𝑅)∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

    (31) 

 فوق را به صورت زیر بنویسیم:توانیم رابطه اکنون مي

𝑉̇(𝑧𝑡, 𝑧̇𝑡) ≤ [𝑧𝑇  𝑧̃𝑇    ∫ 𝑧̇𝑇(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

   ] 𝑉 [

𝑧
𝑧̃

∫ 𝑧̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

] (32)  

شرط پایداری  [22]کراسوفسكي -با توجه به قضیه پایداری لیاپانوف

 باشد:سي زیر ميبرقراری ناتساوی ماتری ،(15های )سامانه

 

 

𝑉 = [
𝐼𝑀⊗ (𝑃𝐴+ 𝐴𝑇𝑃) + 𝐷(𝐼𝑀⊗𝐴𝑇𝑅𝐴) −

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅) −𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐵𝑃𝐹) − 𝐷𝒦(𝐿̂ ⊗ 𝐴𝑇𝑅𝐵𝐹) +

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅)

−𝒦(𝐿̂𝑇⊗𝐹𝑇𝑃𝐵𝑇) − 𝐷𝒦(𝐿̂𝑇⊗𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐴 ) +
1

𝐷
(𝐼𝑀 ⊗𝑅) 𝐷𝒦2(𝐿̂𝑇𝐿̂  ⊗ 𝐹𝑇𝐵𝑇𝑅𝐵𝐹)−

1

𝐷
(𝐼𝑀⊗𝑅)

] < 0 

 

 

معادل هستند پایداری  (14)و  (4)به دلیل این که روابط  :1ملاحظه 

 نماید:را تضمین مي (4) هایسامانه پایداری و اجماع (14)

lim  اگر
𝑡→∞

‖𝑧𝑚(𝑡)‖ = lim گاهآن،باشد0
𝑡→∞

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑗(𝑡)‖ = 0 

limو 
𝑡→∞

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝐿(𝑡)‖ =  نیز برقرار خواهد بود. 0

حل  𝐷را به شرط ماکزیمم کردن  (21)ماتریسي  اکنون نامساوی

 کنیم.مي

پیدا کردن ماتریس  (21)هدف از حل ناتساوی ماتریسي : 2ملاحظه 

 .باشد( مي𝐷𝑚𝑎𝑥قابل قبول ) تأخیرو حداکثر مقدار  𝐹فیدبک 

 

 سازی شبیه -5

بخش قبل و  تئوریر این بخش ما برای نشان دادن درستي نتایج د

 ،ایم. برای این منظورسازی نمودهشبیه رایک مثال کاربردی  ،هاکاربرد آن

در نظر گرفته  ،یک گراف بدون جهت شامل چهار عامل پیرو و یک رهبر

  (1)شكل  باشند.ها برابر یک ميبههای اتصال و وزن لبهرهاند. شده

 

 : گراف ارتباطي1شكل

𝑥̇𝑖(𝑡) =  𝐴𝑥𝑖(𝑡) + 𝐵𝑢𝑖(𝑡)   𝑖 ∈ 𝐈[1, 𝑁] 

𝐴 = [ −1.175  0.9871; −8.458  − 0.8776] 

𝐵 = [ −0.194  − 0.03593; −19.29   − 3.803 

ند. دینامیک باشبه ترتیب زاویه حمله و نرخ فراز مي  𝑥𝑖,1و  𝑥𝑖,1که  

 اند: ارتباطي به شكل زیر انتخاب شده تأخیرعامل رهبر و 
𝑥̇𝐿(𝑡) =  𝐴𝑥𝐿(𝑡) + 𝐵𝑢𝐿(𝑡) 

𝑢𝐿(𝑡) = [1; 1] 

𝑑(𝑡) = 0.4 + 0.4 sin (10𝑡) 

ارتباطي سرعت تغییرات بالایي دارد. حداکثر  تأخیرواضح است که 

 باشد. ثانیه مي0,8( نیز 𝐷) تأخیرمقدار 

گیریم. همچنین با یک در نظر مي ،(10را با توجه به رابطه )  𝒦ر مقدا

 آوریم:را به دست مي 𝐷𝑚𝑎𝑥و  𝐹 ( مقادیر21حل نامعادله ماتریسي )
𝐷𝑚𝑎𝑥 = 1 𝑠 

 [
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𝐹 = [ 0.45    − 0.18 ;−0.18       9.51] 

𝜃مقادیر اولیه هر عامل پیرو در بازه  ∈ (−𝐷, (  8با توجه به قید ) (0

 شوند:ورت زیر انتخاب ميبه ص

𝑥1(0) =  [
0.5
−0.6

] 

𝑥2(0) =  [
−0.5
0.4

] 

𝑥3(0) =  [
−1.5
−0.5

] 

𝑥4(0) =  [
0.5
1.4
] 

ها( درون یک های لبههای نسبي )حالتهدف ما این است که حالت

=𝑚,𝑙∆ محدود باشند )  ،مربع به طول یک ≥ 1−طوری که  ( به1

𝑧𝑚,𝑙 ≤ کنیم گونه ای انتخاب ميهای اولیه را بهحالت ،همین دلیل. به 1 

 یعني: ،ها درون یا بر روی مرز مربع فوق واقع شوندهای لبهکه حالت

. ‖ 𝑧𝑚(0)‖ ∈ Ω𝑚 ≤ √2  
سازی و بدون قیود اشباع شبیه( 11)قانون کنترل  مثال با استفاده از، ابتدا

ها از مربع مورد نظر های لبهشود که منجر به خروج قسمتي از حالتمي

ارتباط بین عوامل همسایه قطع شده و اشباع در نتیجه  (.2)شكل  گرددمي

 قیود اشباع سازی با در نظر گرفتنسپس شبیهافتد. های نسبي اتفاق ميحالت

شود. با توجه به تكرار مي (15)و معادلات ( 11)کمک قانون کنترل به

های نسبي از محدوده مربع واحد التمشخص است که ح 4و  3های  شكل

شود )اشباع روی ارتباط بین عوامل همسایه قطع نميو  شوندخارج نمي

 ،های نسبي پس از مدت زماني صفرشده در نتیجه. همچنین حالتدهد(نمي

 (.4)شكل رسند های پیرو به اجماع ميعامل

 

 ها بدون قیود اشباعهای لبهصفحه فاز حالت :2شكل

 

 ها با قیود اشباعهای لبهصفحه فاز حالت :3 شكل

 

 

 ها (های لبهها ) حالتهای نسبي عامل: حالت4 شكل

به سرعت به اجماع  1های پیرو تحت شرایط قضیه عامل، به علاوه

  (.5)شكل شوند های رهبر پویا همگرا ميرسیده و به حالت

 

 

 هاهای عامل: حالت5 شكل
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 های همسابه()فاصله عاملها لبههای : نرم حالت6 شكل

 گیری نتیجه -6

ارتباطي متغیر با  ریبا تأخ يخط هعاملچند هایسامانهاجماع با رهبر 

مورد  مقاله نیدر ارا های نسبي حالتتحت قیود اشباع  ،زمان و رهبر پویا

با  رداریتأخ هعاملچند هایسامانهله اجماع امسابتدا  .دادیمقرار  يبررس

و ماتریس  برخورد سیماتر را به کمک ينسبهای حالتاع اشب وجود

مجموعه بسته  کیا که در هلبه کینامید یداریله پاا، به مسلاپلاسین لبه

کنترل  قانون کیبه کمک توابع اشباع سپس  .کردیم لیتبدنند، کيکار م

اشباع  ودیا را با وجود قهکه اجماع عامل نمودیم يطراح توزیع شده

-اپانوفیل يتابع کی ،در ادامهند. کيم نیتضم ينسبهای حالت

شرایط کافي برای اجماع  ،معرفي شد که با کمک آن مناسب يکراسوفسك

ا همگرا هنشان داد که نه تنها عامل یازسهیشب جینتادست آمد. بها هعامل

 ينسبهای حالتنند بلكه اشباع کيدنبال م يرا به خوبپویا رهبر  ریشده و مس

با زمان و  ریمتغ ارتباطي ریاست که تأخ يدر حال نیفتد. ااينماتفاق  زین

 ،يرنج ارتباط تیبا توجه به محدود يلاوه، شبكه ارتباطعاشد. بهبيم عیسر

های تحقیقاتي آینده مي توان به اضافه نمودن از زمینه. اندميم يمتصل باق

اجماع  ، وهلاعبهبین اشاره نمود. اشباع ورودی یا استفاده از کنترل پیش

باشند رویداد از مواردی مي_ زمان محدود یا طراحي کنترل کننده تحریک

 مورد توجه قرار دهیم. ریتأخهای نسبي و اشباع حالتتوانیم در کنار که مي

از جمله  هعاملچند هایسامانهامروزه اشكال دیگر کنترل همكارانه 

توان ن راستا ميپذیری مورد توجه محققان قرار گرفته است. در همیشكل

اشباع را با وجود  زماني ریتأخ هعاملچند هایسامانهپذیری( آرایش )شكل

 مورد مطالعه قرار داد.های نسبي حالت
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