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شود. ازطرفي کاربردهای از آن به عنوان منشاء ظهور حساب تغییرات یاد مي  است که يمیمسأله قد کیزمان  نیترسأله کوتاهم: چکیده

فعال  نهیزم کی این حوزه را به کیو ربات کیبرق، مكان يمهندس ک،یزیف ات،یاضیدر علوم مختلف از جمله ر مختلف حساب تغییرات

زمان  نیترحل مسأله کوتاه یبرا یروش ابتكار کیمقاله،  نی. در اتبدیل نموده است يو مهندس اتیاضیر یمحققان در حوزه یبرا يقاتیتحق

ترین زمان، به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل استوار است.  در استفاده این روش بر پایه تبدیل معادله دیفرانسیل مسأله کوتاه است. ارائه شده

ئه گردیده و شكل کلي جواب عمومي در هر حالت به دست آمده ابدیهي برای تشكیل دستگاه معادلات اراز روش پیشنهادی دو انتخاب غیر 

، مشخص گردید که تنها یكي از دو جواب به دست آمده حائز زمان نیترمختلف حل مسأله کوتاه است. در نهایت در بخش مقایسه مسیرهای

دست آمده در دست آمده در امتداد مسیر پیشنهادی دقیقاً با مقدار به، جواب بهینه بهترین زمان است. لازم به ذکر استشرایط مسأله کوتاه

های حاصل افزار میپل ارائه و خروجيکند. همچنین برای فهم بهتر موضوع دو رویه در نرمزاد  برابری ميامتداد مسیر بهینه یعني منحني چرخ

 از آن به نمایش در آمده است.

 .لاگرانژ-زاد ، معادله دیفرانسیل اویلر، حساب تغییرات، منحني چرخزمان نیترکوتاهمسأله کلمات کلیدی: 

An Innovative Solution for the Brachistochrone Problem as a Class 

of the Calculus of Variations 

Behzad Kafash 

 

Abstract: The problem of the shortest time is an old problem that is referred to as the origin of 

the calculus of variation. The various applications of calculus of variations in different fields, 

including mathematics, physics, electrical engineering, mechanics, and robotics, have transformed 

this area into an active research field for mathematicians and engineers. In this article, an innovative 

method for solving the Brachistochrone Problem is proposed. This method is based on transforming 

the differential equation of the Brachistochrone Problem into a system of differential equations. In 

the proposed approach, two non-trivial choices for forming the system of equations are presented, 

and the general form of the solution is obtained in each case. Finally, it is determined that only one 

of the two obtained solutions satisfies the proposed final condition of the problem. Additionally, the 

optimal solution obtained from the proposed path exactly matches the value obtained along the 

optimal path, namely the cycloid. Furthermore, two Maple procedures are presented, and the resulting 

outputs are displayed. 

 

Keywords: The Brachistochrone Problem, Calculus of variations, cycloid curve, Euler-Lagrange 

differential equation 
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 مقدمه -1

بعد از معرفي حساب دیفرانسیل در قرن هفدهم، حساب تغییرات و به 

. در حساب دیفرانسیل با یافتندمتولد و توسعه تبع آن مسائل کنترل بهینه 

ها دستیابي به مقادیری از متغیرهای مسائلي سروکار داریم که موضوع آن

ها را نتیجه دهد. توابع وابسته به آن نهیکم ای نهیشیبمقدار مستقل است که 

 حل مسائليي برای کارهایها و راهاما در حساب تغییرات شناسایي روش

یا چند مقدار بلكه یک یا چند تابع است.  که مجهول نه یک شودمطرح مي

است که  مجهولي ی بنیادی در حساب تغییرات یافتن تابع یا توابعيمسأله

 نیدر اعبارتي به  شود. نهیکم ای نهیشی، بهای آندربرگیرنده انتگرال معینِ

که  شونديم فیعرهدف ت کتابع کیحوزه، معمولًا مسائل به صورت 

صورت به عمدتاًهدف  کتابع نیشود. ا ها محاسبهنی آمقدار بهینه دیبا

در واقع حساب  .شوديم فیتعر مجهول،تابع یا چند  کیانتگرال از  کی

ی آن بسیاری از ها سروکار دارد وگسترهسازی تابعکتغییرات با بهینه

های علوم طبیعي و ریاضیات را فراگرفته است. ناگفته نماند که شاخه

مرور  دا برای بررسي مسائل فیزیكي معرفي و بهحساب تغییرات در ابت

گسترش پیدا کرد و از آن به عنوان عامل اصلي نگرش مدرن به مسائل 

شود. از طرفي پیشرفت حساب تغییرات خود عاملي جهت فیزیكي یاد مي

های دیگر علم ریاضي نظیر آنالیز و توپولوژی، معادلات پیشرفت شاخه

حوزه به صورت  نیاکنترل بهینه شده است. دیفرانسیل با مشتقات جزئي و 

 یهاحوزه ریو سا یزیراقتصاد، برنامه ،يمهندس ،يعیدر علوم طب یاگسترده

مسائل توسعه در  ينقش مهم راتییحساب تغهمچنین کاربرد دارد.  گرید

به  ستمینوع مسائل، هدف کنترل کردن س نی. در اداشته است نهیکنترل به

کند. از جمله  نهیکم ای نهیشیف خاص را بتابع هد کیاست که  ینحو

 دیکنترل تول ما،یبه کنترل پرواز هواپ توانيحوزه م نیمعروف ا یکاربردها

عنوان یک اگر چه حساب تغییرات به ها اشاره کرد.برق و کنترل ربات

های تاریخي جالبي است مهم از علم، سرشار از یادداشتپرکاربرد و شاخه 

های جدید در همچنان ادامه داشته و ظهور شگفتيولي فرایند توسعه آن 

 آن دور از انتظار نیست.

سازی سروکار داشته و برای دانان در طول تاریخ با مسائل بهینهریاضي

اند. ای ارائه نمودهکارهای هوشمندانهحل بسیاری از این دست مسائل راه

های بسته با نيبه عنوان نمونه یونیان باستان دریافته بودند که از بین منح

محیط معین، دایره بیشترین مساحت را دارد. به عبارتي تاریخچه حساب 

تغییرات مربوط به یونان باستان است ولي پیشرفت زیاد اروپای غربي در 

های توان گفت شعلهاین رشته تا قرن هفدهم میلادی به طول انجامید. مي

) ژان  1ان برنوليیوهحساب تغییرات از آن زمان مشتعل شد که  پیشرفت

زمان روی آورد  2ترینبه بررسي و حل مسأله کوتاه 1696اول( در سال 

پیش از یوهان برنولي در  3دهد که گالیلهشواهد تاریخي نشان مي. البته [1]

، روی این مسأله کار کرده «4گفتگوهای مربوط به دو علم جدید» کتاب

 
1 Johann Bernoulli(1667-1748)  
2 The Brachistochrone Problem 
3  Galileo Galilei (1636-1564) 
4 Dialogues Concerning Two New Sciences 

دانان اروپایي را برای ریاضي ترین زمانکوتاهمسأله با طرح . برنولي [2] بود

عنوان چالشي زورآزمایي فكری به مبارزه طلبید. در واقع او این مسأله را به

-دانان آلمانيدانان جهان مطرح تا برتری ریاضيبرای تیزترین ریاضي

 سوئیسي را به رخ جهانیان بكشد. هدف این مسأله پیدا کردن یک منحني

که طوری ای قائم متصل نماید بهصفحه را در  𝑩و  𝐴 است که دو نقطه

ترین زمان در کوتاه ،بین این نقاطواصل ای لغزان در طول منحني مهره

های متنوعي حلتحت تاثیر گرانش حرکت کند. پس از طرح این مسأله راه 

دانان سعي در طرح مسائل مشابه برای آن ارایه گردید و به مرور ریاضي

سائل مختلف از این دست، حساب تغییرات و مرور با طرح مداشتند. به

دهد که در آن مسائل کنترل بهینه گسترش یافت. شواهد تاریخي نشان مي

، یوهان و 6، نیوتن، هوپیتال5ترین زمان توسط لایبنیززمان مسأله کوتاه

، اگر چه نیوتن مسأله را با [. لازم به ذکر است3ژاکوب برنولي حل شد ]

نشان از  سریعاً نسبت به حل آن اقدام نمود که تاخیر دریافت نمود ولي

که یوهان برای حل این حال آن ،دان داردتوانائي بالای فكری این ریاضي

تر از حل یوهان برنولي ظریفمسأله دو هفته وقت گذاشته بود. البته راه

حل خود را بدون نام هرچند نیوتن راهحل دشوار و کلي ژاکوب بود. راه

یوهان هنگامي که راه حل مسأله را دید تشخیص داد د ولي منتشر کرده بو

اگر چه مؤلف "که مربوط به نیوتن است. او در این باره چنین اظهار داشت: 

توان بي هیچ شكي مطمئن بود که با فروتني نامش را آشكار نكرده، مي

حل آقای نیوتن است؛ چون حتي اگر هیچ اطلاع دیگری جز این نمونه راه

)منابع  7اششناختم، چنانكه شیر را از رد پنجه، او را از سبكش ميهم نداشتم

 .([5]و  [4]

های حل مسائل کنترل بهینه را اویلر گذار روششاید بتوان به نوعي پایه

ای تحت عنوان ی مقالهطي ارایه 1774قلمداد نمود. وی در سال 

نه یا ی خواص بیشیهای مسطح که نشان دهندههای یافتن منحنيروش"

. [6]روشي اساسي را برای حل مسائل کنترلي ارایه نمود  "باشندکمینه مي

ی باشد که منجر به تبدیل مسألهاین روش دارای یک مبنای تحلیلي مي

برخي محققان گردید.  8لاگرانژ-ی معروف اویلرحساب تغییرات به معادله

 راتییتغ توسعه حساب ترین زمان و بیاني مسأله کوتاهخیمرور تاربه 

 لر،یاو ی برنولي،هامشارکت قیاز طرها منشأ آن مطالعاتي که ،اندپرداخته

شده است )نظیر  يابیرد گرانیو د لبرتیه رشتراس،یوا ،يلاگرانژ، ژاکوب

ترین زمان و موضوع ی مسأله کوتاهبا توجه به قدمت دیرینه .([8]و  [7]منابع 

 هامختلف آن یهامیتعم و این موضوعاتکه  یيآنجا حساب تغییرات و از

 وقرار گرفته  نیمورد توجه محقق، همواره دارد يمتفاوت اریبس یکاربردها

. کوشنر و [10]و  [9]ها انجام شده است تحقیقات متعددی بر روی آن

[ به استفاده از زنجیره مارکوف برای حل مسائل 11همكاران در منبع ]

خته و این روش در مقاله مختلف و از جمله مسائل حساب تغییرات پردا

[ 13[  برای حل مسائل کنترل مورد استفاده قرار گرفت.  در مرجع ]12]

را به عنوان یک منحني پارامتری  ترین زماننویسندگان جواب مسأله کوتاه

5 Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716)  
6 Guillaume de l'Hôpital(1661-1704)  
7 “Ah! I recognize the lion by his paw.” 
8 Euler–Lagrange equation 
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در نظر گرفته و به تجزیه و تحلیل مبنای حاصل از بعدی در فضای سه

یک روش جدید [ 14ان مقاله ]اند. نویسندگکارگیری روش خود پرداختهبه

فیزیک  فرآینداز یک  نمودند کهارائه  ترین زمانمسأله کوتاهبرای حل 

با یک واحد سلول و عامل تبدیل استفاده  ایجامدات برای ساخت شبكه

[ با 15محققان در منبع ]که خطای کمي نسبت به جواب بهینه دارد. شده 

تا مسیر  ترین زمان، یک کاربرد عملي در نظر گرفتندگسترش مسأله کوتاه

در یک  متحرک( رابه عنوان یک ذره ) سوارای برای یک دوچرخهبهینه

 کاوش در[، به 16محققان در مقاله ]  .پیدا کندسواری پیست دوچرخه

پرداخته و آن را با  زمان نیکوتاه تر ریمسی در امتداد سوزترش آتشگس

ی آموزشي برای اند. ایجاد یک بستهسایر مسیرهای محتمل مقایسه نموده

[ بود که به بررسي 17ترین زمان، دستاورد محققان در منبع ]مسأله کوتاه

 اند.تجربي این مدل پرداخته

زاد  و رسم آن با یک رویه در در این مقاله پس از معرفي منحني چرخ

ترین زمان با چاشني حاشیه تاریخي آن معرفي افزار میپل، مسأله کوتاهنرم

گردیده است. در بخش چهارم پس از بیان شكل کلي مسأله حساب 

به عنوان شرط لازم برای  لاگرانژ-ی معروف اویلرمعادلهتغییرات، به معرفي 

جواب معادله دیفرانسیل  . یافتنحل این دسته مسائل پرداخته شده است

در بخش پنجم مورد بررسي قرار گرفت و علاوه بر روش ترین زمان کوتاه

مستقیم یک روش ابتكاری بر پایه تبدیل معادله دیفرانسیل حاصل به یک 

دستگاه معادلات ارائه و حل آن با دو انتخاب مختلف انجام گردیده است. 

مسیر مناسب گذرا از دو نقطه مفروض در بخش ششم این مقاله، به محاسبه 

ترین از صفحه دکارتي پرداخته شد و مقدار شاخص عملكرد مسأله کوتاه

طور جداگانه محاسبه شده است. نكته قابل توجه زمان در امتداد هر مسیر به

اینكه یكي از دو جواب به دست آمده در قالب روش پیشنهادی، دارای 

زاد  حاصل ست که در امتداد مسیر چرخای اجوابي منطبق بر جواب بهینه

شود. این بخش با گزارش مقادیر شاخص عملكرد و خطای نسبي هر مي

سازی فرآیند به پایان رسید. لازم به حاصل از پیاده مسیر به همراه منحني

تاکید است که منطبق بودن جواب به دست آمده در امتداد مسیر پیشنهادی 

ه مقدار شاخص عملكرد و هم مسر پیموده شده و مسیر بهینه هم با استناد ب

گیری بخش پایاني بین دو نقطه، مورد تائید قرار گرفت. و در نهایت، نتیجه

مقاله است که به ارائه گزارش مختصری از کل مراحل مقاله پرداخته شده 

  است.

 زادمنحنی چرخ -2

چه یا سیكلوئید را چه از نظر زیبایي شكل ظاهری،  1زاد منحني چرخ

واسطه خواص ساده، جذاب و درخور توجه و چه از لحاظ مبارزات به

دانان بر پا کرد )تا یكدیگر را برای حل ناپذیری که بین ریاضيخستگي

 اندنامیده 2کردند به مبارزه بطلبند(، هلن هندسههایي که کشف ميویژگي

است که [. وجه تسمیه آن نیز یكي از مشاهیر یوناني به نام هلن 18]و  [4]

های فراواني گردید. شواهد علاوه بر زیبایي، موجب منازعات و جنگ

 
1 Cycloid 
2 Helen of Geometry 

 در این منحني برای زاد چرخ دهد که برای اولین بار نامتاریخي نشان مي

مطرح  3تربیع دایره توسط شارل بوول با موضوعای در مقاله 1501سال 

از  د زاگذاری آن است که منحني چرخدلیل این نام [.4]ه است گردید

آید. باید توجه داشت که نمودار دست ميبه ،حرکت یک چرخ یا دایره

ی تصور کرد که به شیار اریزهتوان مسیر حرکت سنگاین منحني را مي

زاد  با معمولاً چرخ لاستیک یک اتومبیل در حال حرکت، چسبیده است.

 .شودیک سری معادلات پارامتری نمایش داده مي

 مكان هندسي نقاطي از صفحهبه عنوان  زاد خچرمنحني  :1گزاره 

دارای  ،آیددست ميبه ،𝑎به شعاع  از حرکت یک چرخ یا دایرهکه 

 ت:ی پارامتری به شكل زیر اسمعادله

(1) {
𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡),
0 ≤ 𝑡 ≤ 2 𝜋𝑎. 

( در امتداد خط 1مطابق شكل ) 𝑎ای به شعاع کنیم دایرهفرض  اثبات:

ای بر غلتد. منحني پیموده شده توسط نقطهمستقیم افقي بدون لغزش مي

,𝑃(𝑥روی محیط دایره، نظیر 𝑦)   زاد  منحني چرخمكان هندسي به عنوان

را  𝑡در نظر گرفته و  𝑥شود. خط مستقیم افقي را محور به دست آورده مي

یافته از موضع روی دایره انتقال 𝑃در نظر گرفته که نقطه  ̂′𝑃𝐴′𝑂ی زاویه

(، رسیده 1به موقعیت جدیدِ نمایش داده شده در شكل ) 𝑂منطبق بر مبدا 

 دست آورد:را به ترتیب زیر به 𝑃توان طول نقطه است. بدین ترتیب مي

(2) 𝑥 = |𝑂𝑄| = |𝑂𝑂′| − |𝑄𝑂′| = |𝑂𝑂′| − |𝑃𝑃′| 

|′𝑃𝑃|( تساوی 1با توجه به شكل ) = 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑡  برقرار و با توجه به

برابر با طول قوس کمان  |′𝑂𝑂|اینكه دایره بدون لغزش غلتیده است، اندازه 

𝑂′𝑃  یعني|𝑂𝑂́| = 𝑎𝑡  است. حال با جایگذاری مقدار|𝑂𝑂́|  و|𝑃𝑃′| 

دست توان به ترتیب زیر بهرا مي 𝑃(، مختصات طول نقطه 2در رابطه )

 آورد:

(3) 𝑥 = 𝑎𝑡 − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡 = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡), 

 شود:صورت زیر حاصل ميبه 𝑃به طور مشابه مختصات عرض نقطه 

(4) 𝑦 = |𝐴′𝑂′| − |𝐴′𝑃′| = 𝑎 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝑡
= 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡) 

( در 1زاد  )( همان معادله پارامتری منحني چرخ4( و )3که روابط )

 طول یک دوره تناوب است. 

در  𝑥محور  دایره غلتان در امتداد خط شعاعاینكه  فرض در ادامه با

زاد  با استفاده از قابلیت حرکت است به رسم نمودار منحني چرخ

صورت گرفته  (1افزار میپل پرداخته شده که تحت رویه )سازی نرممتحرک

کارگیری دایره ( با به1رویه ) Cycloid(3, 4 Pi, 12)با اجرای است. 

aمولدی به شعاع  = tدر بازه   3 ∈ [0, 4 π]   نقطه از منحني  12به ایجاد

نقطه  کیبا  یارهیداپردازد. در واقع در اجرای این رویه زاد  ميچرخ

موقعیت آن  حرکت و xمحور محیط خود در امتداد  یانتخاب شده رو

در این صورت مكان هندسي شكل حاصل،  .شده است يابیرد نقطه

 زاد  است.نحني یک چرخ( قابل مشاهده است، م2همانطور که در شكل )

 

3 Carolus Bovillus(1475-1566)  
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 زادبرای تشكیل منحني چرخ 𝑃(. مكان هندسي نقطه نقطه 1شكل )

 

 :(1)ویه ر

restart; 
with(plots); 
with(plottools); 
Procedures1:=proc(a, b, N) 

local x, y, t, Δt, Point, Cycloid, RollingCircle; 

    x:= t -> a*(t - sin(t)); 

    y:= t -> a*(1 - cos(t)); 

    Δt:=b/N;    
Point:=display(seq(pointplot([x(Δt*i),y(Δt*i)

],color=red),i=0..N),insequence= true);    
Cycloid:=animatecurve([x(t),y(t),t=0..b],fra

mes=N+1,color=blue);    
RollingCircle:=display(seq(circle([r*Δt*i,r],r

),i=0..N),insequence= true); 

    display(Point, Cycloid, RollingCircle); 
end proc; 

 

 زاد( برای تشكیل منحني چرخ1(. اجرای رویه )2شكل )

 ترین زمانکوتاه مسأله -3

ترین زمان گذشته از این که به خودی خود مسأله جالبي کوتاه مسأله

وده است بیشتر از این نظر اهمیت دارد که منشاء تاریخي حساب تغییرات ب

ای از آنالیز ریاضي است و در زمان حاضر است. موضوعي که خود شاخه

های پنهان در قلب جهان فیزیكي نفوذ کرده است. عمیقاً به درون سادگي

وسیله دو مسیر یكي در به 𝐴فرض شده است که نقطه  (3)  مطابق شكل

تصل م 𝐵تر ای به نقطه پایینامتداد خط مستقیم و دیگری روی قوس دایره

روی این دو مسیر بلغزد.  𝐵تا  𝐴ای بتواند بدون اصطكاک از باشد و مهره

شود در این نمودار، جهت مثبت ( ملاحظه مي3همانطور که در شكل )

ها در امتداد نیروی جاذبه و به سمت پائین در نظر گرفته شده است.  𝑦محور 

میک از این شود به این صورت است که در امتداد کداسوالي که مطرح مي

لازم  طي نمودن مسیر بین این دو نقطهترین زمان را برای دو مسیر، مهره کم

نظر برسد که خط مستقیم واصل بین این دارد؟ در نگاه اول، شاید اینگونه به

ترین زمان مسیر کوتاه (که فاصله کمتری بین این دو نقطه دارد)دو نقطه 

یک رویكرد دیگر این است که  شدن بین نقاط ابتدایي و انتهایي است.طي

صورت عمودی سقوط کند تا سرعت گرفته و ابتدا مهره بهباشد شاید بهتر 

تری را در زمان کمتری بپیماید و زودتر با این سرعت بیشتر مسیر طولاني

دهد که گالیله به این [. شواهد تاریخي نشان مي19به نقطه پایاني برسد ]

یعني  تر پایین خواهد آمدای سریعمسیر دایرهاعتقاد بود که مهره در امتداد 

ترین زمان، در امتداد مسیر دایره گذرا از نقاط مسیر بهینه در مسأله کوتاه

شده انجام  در این مقالهمورد نظر است. لازم به ذکر است، با محاسباتي که 

نسبت به جواب اختلاف اندکي جواب گالیله  شود کهنشان داده مي است

 [.20]دارد  بهینه

 
 𝐵 و 𝐴بین نقاط  ایدو مسیر در امتداد خط مستقیم و روی دایره(. 3شكل )

 

 گردید و از آن به عنوانمطرح ی که توسط برنولي تری عموميمسأله

 :[21]و  [3]، به شرح زیر است شودمي یادترین زمان مسأله کوتاه

 ،(4مطابق شكل ) مهرهیک فرض کنید  :ترین زمانمسأله کوتاه

از نقطه در امتداد مسیر یک منحني دلخواه  gبا شتاب  حت نیروی جاذبهت

𝐴(𝑎, 𝛼)  با سرعت𝑣𝑎 به نقطه𝐵(𝑏, 𝛽)   منتقل شود. سوال این است که

ترین زمان صورت گیرد. معادله مسیر چگونه باشد تا انتقال مهره در کوتاه

ه و به سمت ها در امتداد نیروی جاذب 𝑦با فرض اینكه جهت مثبت محور 

𝑎باید  𝐵به نقطه  𝐴پائین باشد، برای حرکت گلوله از نقطه  < 𝑏  و𝛼 <

𝛽 ترین زمان، معادله مسیر حرکت مهره سازی مسأله کوتاهباشند. برای مدل

 در نظر گرفته شده است.  𝑦(𝑥)به صورت 
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 𝐵 و 𝐴بین نقاط   𝑦(𝑥)منحني دلخواه در امتداد ی مسیر(. 4شكل )

های جنبشي و پتانسیل از ابتدائي، انرژی کل از مجموع انرژی در نقطه

 آید:ی زیر به دست ميرابطه

(5) 𝐸𝑎 =
1

2
𝑚𝑣𝑎

2 −𝑚𝑔𝑦(𝑎), 

𝑎همچنین انرژی کل در یک نقطه دلخواه به طول  < 𝑥 < 𝑏   از

 منحني، به صورت زیر قابل محاسبه است:

(6) 𝐸𝑥 =
1

2
𝑚𝑣2(𝑥) − 𝑚𝑔𝑦(𝑥), 

توان از طرفي با توجه به قانون بقای انرژی و ثابت ماندن انرژی کل مي

 ( نتیجه زیر را به دست آورد:6( و )5با برقراری تساوی روابط )

(7) 1

2
𝑚𝑣𝑎

2 −𝑚𝑔𝑦(𝑎) =
1

2
𝑚𝑣2(𝑥) −𝑚𝑔𝑦(𝑥), 

ای مهره در ( رابطه مربوط به سرعت لحظه7توان از تساوی )حال مي

 دست آورد:صورت زیر بهرا به 𝑥ای به طول نقطه

(8) 
𝑣(𝑥) = √𝑣𝑎

2 + 2𝑔(𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑎)), 

این رابطه که سرعت در طول یک منحني برابر  از طرفي با توجه به

𝑣 =  
𝑑𝑠

𝑑𝑡
توان کل زمان طي شده روی این منحني را با استفاده از است مي 

 :صورت زیر بازنویسي نمود( به8رابطه )

(9) 
𝑇[𝑦] =  ∫

𝑑𝑠

𝑣

𝐵

𝐴

= ∫
√1+ (𝑦′)2

√𝑣𝑎
2 + 2𝑔(𝑦(𝑥) − 𝛼)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

=
1

√2𝑔
 ∫

√1+ (𝑦′)2

√𝑦(𝑥) − (𝛼 −
𝑣𝑎
2

2𝑔
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥, 

ای انتخاب شود که به غیر از اینكه گونهباید به 𝑦(𝑥)در نهایت، منحني 

( را نیز کمینه نماید. به عبارتي مسأله 9گذرد، تابعک )مي 𝐵و  𝐴از نقاط 

 :[21]گردد ترین زمان به شكل زیر بیان ميکوتاه

(10) 
𝑚𝑖𝑛
𝑦
𝑇[𝑦] =

1

√2𝑔
 ∫

√1+ (𝑦′)2

√𝑦(𝑥) − (𝛼 −
𝑣𝑎
2

2𝑔
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥,

𝑦(𝑎) = 𝛼,   𝑦(𝑏) = 𝛽.                                          

 

در حالت خاص اگر گلوله از حالت سكون و از مبداء به مقصد 

(𝑏, 𝛽) دست خواهد آمد:رها شود، مدل زیر به 

(11) 𝑚𝑖𝑛
𝑦
𝑇[𝑦] =

1

√2𝑔
 ∫

√1+ (𝑦′)2

√𝑦(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥,

𝑦(0) = 0,   𝑦(𝑏) = 𝛽.                          

 

 

 تحساب تغییرا -4

 
1 Euler–Lagrange equation 

گره خورده  ترین زمانتاریخچه حساب تغییرات با بیان مسأله کوتاه

شود عنوان یكي از اولین مسائل حساب تغییرات یاد مياست. از این مسأله به

 ی تاریخي جالبي دارد.کردن یک انتگرال است و حاشیه که شامل کمینه

شود که متغیر مستقل ی توابعي پرداخته ميبه مطالعه حساب دیفرانسیلدر 

سازی ها متغیر عددی است در حالي که حساب تغییرات شامل مینیممدرآن

ها یا به نوعي توابعي بر حسب تابع یا توابعي به عنوان متغیر مستقل تابعک

توان های ابداع و گسترش حساب تغییرات را ميانگیزهترین هستند. از عمده

ی به رفع مشكلات محاسباتي از حوزه مكانیک کلاسیکنیازهای تدریجي 

ذکر نمود.  سازیبهینهبه حوزه انتگرال و  معادلات دیفرانسیلحل مشتق و 

توان به صورت زیر بیان در حالت کلي، یک مسأله حساب تغییرات را مي

 :[22]نمود 

.)𝑦ی منحني مطلوب است محاسبه که تحت شرایط خاصي روی  (

𝑦(𝑥0)  و𝑦(𝑥1) ( کمترین مقدار را نسبت دهد:12ابطه )به تابعک ر 

(12) 
𝐽[𝑦]

= 𝜙(𝑦(𝑥1)) + ∫ 𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝑑𝑥,
𝑥1

𝑥0

 

𝑦و  𝑥0 ،𝑥1فرض کنید  ∈ ℝ𝑛  دارای مقادیر ثابت وℳ  یک زیر

𝑦(𝑥0)باشد که مي ℝ𝑛مجموعه بسته از فضای  = 𝑦0  و𝑦(𝑥1) ∈ ℳ .

ℳحال اگر  = {𝑦1}ی ثابت ، نقطه انتهایي نیز به صورت نقطه(𝑥1, 𝑦1) 

شود. ترین مسأله در حساب تغییرات نامیده ميظاهر خواهد شد، که ساده

ℳ در مقابل اگر  = ℝ𝑛  یعني هیچ شرطي روی𝑦(𝑥1)   وجود نداشته

 .[23] باشد، با یک مسأله بسیار کلي سروکار داریم

(، به شكل یک مسأله 11( و )10ترین زمان )اهمسأله کوت :1نتیجه 

مسأله تابع انتگرالده تغییراتي مرزی ثابت هستند و   اطنق حساب تغییرات با

,𝐿(𝑦به صورت و  𝑥( مستقل از 11) 𝑦′) =
√1+(𝑦′(𝑥))2

√2𝑔𝑦(𝑥)
 است. 

𝑦برای اینكه  = 𝑦∗(𝑥) ترین مسأله در حساب جوابي از ساده

ت باشد، لازم است که در هر نقطه از این منحني شرط زیر برقرار تغییرا

 :[21]و  [3]باشد 

(13) 𝜕𝐿

𝜕𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦′
) = 0, 

شود که شرطي نامیده مي 1لاگرانژ-این معادله دیفرانسیل، معادله اویلر

 نامیده 2های این معادله، اکسترماللازم برای اکسترمم نسبي است و جواب

های دیگری که با شكل اصلي توان به صورتاین معادله را ميشود. مي

به یكي از این انواع اشاره شده  2در گزاره  .معادل هستند، بازنویسي نمود

 . است

 متغیر مستقل از( 12در رابطه ) 𝐿 اگر تابع انتگرالده تغییراتي :2گزاره 

𝑥  و به شكل𝐿(𝑦, 𝑦′) نحني زیر است:باشد، شرط اکسترمال بودن م 

(14) 𝐿 − 𝑦′
𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= 𝐶 مقدار ثابت  

توان ( را مي13لاگرانژ )-ی اویلردر حالت کلي معادله اثبات:

 :[3]صورت زیر بازنویسي نمود به

(15) 𝑑

𝑑𝑥
(𝐿 − 𝑦′

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0, 

2 Extermal 
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http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D9%87%DB%8C%D9%86%D9%87%E2%80%8C%D8%B3%D8%A7%D8%B2%DB%8C
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,𝐿(𝑦و به شكل  𝑥 متغیر مستقل از 𝐿اگر تابع انتگرالده حال  𝑦′) باشد ،

 صورت زیر قابل نمایش است:( به15رابطه )

(16) 𝑑

𝑑𝑥
(𝐿 − 𝑦′

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
) = 0, 

-( به عنوان یک شكل خاص از معادله اویلر14که معادل با رابطه )

 لاگرانژ است.

 ترین زمان جواب معادله دیفرانسیل کوتاه -5

مختلفي برای حل  همانطور که پیش از این نیز اشاره گردید، افراد

های متعددی برای این مسأله وجود زمان پرداختند و روش ترینکوتاهمسأله 

زمان  ترینکوتاهلاگرانژ برای مسأله -دارد. در این بخش ابتدا معادله اویلر

های معمول به دست آمده است. در ادامه علاوه بر حل این معادله به روش

این روش بر  رائه گردیده است.این معادله احل  یبرا یروش ابتكاریک 

ترین زمان، به یک دستگاه پایه تبدیل معادله دیفرانسیل مسأله کوتاه

معادلات دیفرانسیل استوار است.  در استفاده از روش پیشنهادی دو انتخاب 

غیر بدیهي برای تشكیل دستگاه معادلات ارئه گردیده و شكل کلي جواب 

در نهایت در بخش مقایسه  عمومي در هر حالت به دست آمده است.

، مشخص گردید که تنها یكي زمان نیترمختلف حل مسأله کوتاه مسیرهای

ترین تواند حائز شرط پایاني مسأله کوتاهاز دو جواب به دست آمده مي

شود که جواب نشان داده مي 6زمان باشد. لازم به ذکر است که در قسمت 

دست آمده در دی دقیقاً با مقدار بهدست آمده در امتداد مسیر پیشنهابهینه به

 کند. زاد  برابری ميامتداد مسیر بهینه یعني منحني چرخ

 ترین زمانمسأله کوتاه لاگرانژ-معادله اویلرجواب  -5-1

ترین زمان مربوط به مسأله کوتاهتابع انتگرالده تغییراتي  (1طبق نتیجه )

,𝐿(𝑦صورت به 𝑦′)  به شكل  2طبق گزاره انژ لاگر-معادله اویلراست و

 :قابل بازنویسي استتساوی زیر 

(17) 𝐿 − 𝑦′
𝜕𝐿

𝜕𝑦′
=

1

√2𝑔
(
√1+ (𝑦′)2

√𝑦
−

(𝑦′)2

√𝑦(1+ (𝑦′)2)
)

= 𝐶 مقدار ثابت , 

 آید:دست مي، معادله دیفرانسیل زیر بهفوق با ساده کردن رابطه

(18) 𝑦(1+ (𝑦′)2) = 𝑐, 

𝑐   که در آن =
1

2𝑔𝐶2
ترین معادله دیفرانسیل مسأله کوتاهبه آن و 

در ادامه با حل این معادله، مشخص خواهد شد که  شود.ه ميگفت زمان

با استفاده از بدین منظور ترین زمان دارای چه شكلي است. منحني کوتاه

′𝑦تعویض متغیر  = 𝑐𝑜𝑡 𝜃 ( نتیجه 18و جایگذاری در ) زیر حاصل

 شود:مي

(19) 𝑦 =
𝑐

1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝜃
= 𝑐 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 =

𝑐

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝜃), 

′𝑦حال با توجه به تساوی  =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
را با استفاده از رابطه  𝑑𝑥توان مي 

 دست آورد:صورت زیر به( به19)

(20) 𝑑𝑥 =
𝑑𝑦

𝑦′
=
2𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

𝑐𝑜𝑡 𝜃
= 2𝑐 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜃

= 𝑐(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝜃)𝑑𝜃, 

( و با توجه به شرط اولیه 20) گیری از طرفین رابطهبنابراین با انتگرال

𝑥(0) =  داریم: 0

(21) 𝑥 =
𝑐

2
(2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 2𝜃), 

𝑡( با تعویض متغیرهای 21( و )19در نتیجه با توجه به روابط ) = 2𝜃 

𝑎و  =
𝑐

2
شود. در واقع ( حاصل مي1شده در رابطه )ه پارامتری معرفيمعادل 

زاد  است، به عبارتي بهترین معادله حاصل، نمایش پارامتری منحني چرخ

ترین زمان ممكن، پیمودن در کوتاه 𝐵به نقطه  𝐴مسیر جهت رسیدن از نقطه 

های قبل مجدداً زاد  است. با تبعیت از قسمتمسیر در امتداد منحني چرخ

(، در 2را امتداد نیروی جاذبه و با استفاده از رویه ) 𝑦 جهت مثبت محور

 شده است.رسم  های مختلف با شروع از مبداءزاد چرخ (5) شكل

 

به  های مختلف با شروع از مبداءزادچرخ( و رسم 2(. اجرای رویه )5شكل )

 𝐵نقطه زاد  گذرا از منظور یافتن چرخ

 
 :(2رویه )

restart; 

with(plots); 
with(plottools); 
Procedures2:=proc(N) 

   local  x, y, t, r, P; 

   x:=t->r*(t-sin(t)); 

   y:=t->r*(1-cos(t)); 

       for r from 1 to N do 

          P[r]:=plot([r*(t-sin(t)),r*(1-cos(t)), 
t=0..2*Pi],scaling=constrained); 

       od: 

  display({seq(P[i],i=1..N)}); 
end proc: 

وجود دارد که اولین کمان  𝑎لازم به ذکر است که مقدار واحدی از  

نماید. باید توجه نمود مي 𝐵زاد را وادار به عبور از نقطه انتهایي این چرخ

بتواند از صفر تا بینهایت تغییر نماید، یک قوس از کمان  𝑎که اگر مقدار 

 (5) و سراسر ربع اول را مطابق شكلشده تر زاد  بزرگ و بزرگچرخ

𝑁و فرض  2که با اجرای رویه پوشاند. همچنین از این نمودار مي = 15 

منحني را تعیین نمود که  𝑎مقدار مناسب برای توان رسم شده است، مي

 .بگذرد 𝐵نقطه  از زاد چرخ

ی که از مبدا کشد تا مهرهمدت زماني که طول مي :3گزاره 

زاد  به و بدون اصطكاک بر روی مسیری به شكل چرخمختصات رها شده 

,𝜋𝑎) لغزد به نقطه زیرینطرف پایین مي 2𝑎) برسد برابر با 𝜋√
𝑎

𝑔
 است.  

به عنوان تابعكي که ( 11)در رابطه  (1)با جایگذاری حل را  اثبات:

𝑦(0) بایست تحت شرایط مرزیمي = 𝑦(𝜋𝑎) و  0 = 2𝑎 ،کمینه شود 

 توجه به اینكه از تقسیمبا  کنیم.آغاز مي
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 بر 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 حاصل 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑠𝑖𝑛𝑡

1−𝑐𝑜𝑠𝑡
  

 :آید، داریمدست ميبه

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-0
7-

05
 ]

 

                             6 / 10

https://joc.kntu.ac.ir/article-1-1031-fa.html


 اب تغییراتترین زمان به عنوان کلاسي از مسائل حسمسأله کوتاهابتكاری برای حل کار یک راه

 بهزاد کفاش

55 
 

 

Journal of Control, Vol. 18, No. 3, Fall 2024  1403 پاییز، 3، شماره18مجله کنترل، جلد 

 

 

 𝑇 [ چرخزاد] = 1
√2𝑔

∫
𝑎𝜋

0

√1+(𝑦′)2

√𝑦
𝑑𝑥 =

1

√2𝑔
∫
𝜋

0

√
2

1−𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝑎(1−𝑐𝑜𝑠𝑡)
  𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜋√

𝑎

𝑔
. 

و  ترین زمان بین دو نقطه استزاد ، خم کوتاهمنحني چرخ :2نتیجه  

√𝜋زمان مورد نیاز برای طي نمودن مهره مورد بحث برابر با 
𝑎

𝑔
 است. 

 زمان با روش پیشنهادیترین کوتاهجواب معادله دیفرانسیل  -5-2

 در این روش ابتدا فرمول مشتق 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
گیری ول مشتقبر اساس فرم 

  شود:ميبازنویسي صورت زیر بهای زنجیره

(22) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡
⋅
1

𝑑𝑥
𝑑𝑡

, 

 ترین زمان( در معادله دیفرانسیل مسأله کوتاه22سپس با جایگذاری )

𝑐 آید که در آنصورت زیر به دست ميای به( رابطه18) = 𝛼2  فرض

 ت:سشده ا

(23) 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
⋅
1

𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
√𝛼2 − 𝑦

√𝑦
, 

را به یک ( 23ی )، رابطهو محتمل انتخاب دلخواه دودر ادامه با 

  .پردازیمها ميدستگاه معادلات دیفرانسیل تبدیل نموده و به حل آن

با انتخاب جملات نظیر در صورت و مخرج روش اول:  -5-2-1

دست خواهد صورت زیر بهستگاه معادلات به( یک د23تساوی )طرفین 

 :آمد

 آ(-24)
{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= √𝑦, 𝑥(0) = 0,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= √𝛼2 − 𝑦, 𝑦(0) = 0.

 

 ب(-24)

جواب مربوط عنوان یک مسأله مقدار اولیه، ب( به-24)از حل معادله 

 :آیددست ميصورت زیر بهبه 𝑦(𝑡) منحني به

(25) 𝑦(𝑡) = −
1

4
𝑡2 + 𝛼𝑡, 

توان مسأله مقدار ميآ( -24) ( در معادله25در ادامه با جایگذاری )

 :اولیه زیر را نتیجه گرفت

(26) {
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= √−

1

4
𝑡2 + 𝛼𝑡,

𝑥(0) = 0,

 

  دست آورد:بهترتیب زیر بهتوان ميرا  𝑥(𝑡) که جواب مربوط به

(27) 
𝑥(𝑡) = −

4 𝛼 − 2 𝑡

8
√4𝛼𝑡 − 𝑡2 − 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (1 −

𝑡

2𝛼
)

+
𝛼2𝜋

2
, 

توان معادله مي (24)کار رفته در رابطه های بهبا این روش و با انتخاب 

  آورد:دست صورت زیر بهبهرا ترین زمان مسیر مربوط به مسأله کوتاه

{
 
 

 
 𝑥(𝑡) = −

4 𝛼 − 2 𝑡

8
√4𝛼𝑡 − 𝑡2 − 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (1 −

𝑡

2𝛼
) +

𝛼2𝜋

2
,

𝑦(𝑡) = −
1

4
𝑡2 + 𝛼𝑡,             0 < 𝑡 < 𝑡1.  

 

(28)   

 تواندیگری به شرح زیر ميبا انتخاب روش دوم:  -5-2-2

 به شكل زیر نتیجه گرفت: يدستگاه معادلات

 آ(-29)

{
 
 

 
 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

√𝛼2 − 𝑦
, 𝑥(0) = 0,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

1

√𝑦
, 𝑦(0) = 0,

 

 ب(-29)

 𝑦(𝑡) منحني جواب مربوط بهب(، -29مسأله مقدار اولیه )ز حل ا

 :آیددست ميصورت زیر بهبه

(30) 𝑦(𝑡) = √
9𝑡2

4

3

, 

توان مسأله مقدار ميآ( -29)( در معادله 30در ادامه با جایگذاری )

 :اولیه زیر را نتیجه گرفت

(31) 

{
 
 

 
 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

√𝛼2 − √9𝑡
2

4

3

,

𝑥(0) = 0,

 

 دست آورد:بهترتیب زیر بهتوان ميرا  𝑥(𝑡) که جواب مربوط به

𝑥(𝑡) = −
√12𝑡
3

4
√4𝛼2 − 2√18𝑡2

3
+ 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√3√2𝑡
3

2𝛼2 − √18𝑡2
3 ) , 

(32) 

توان معادله مي (29)کار رفته در رابطه به با انتخاب پیشنهادی روش

در صورت زیر بهرا در این حالت ترین زمان سأله کوتاهمسیر مربوط به م

  نظر گرفت:

{
  
 

  
 𝑥(𝑡) = −

√12𝑡
3

4
√4𝛼2 − 2√18𝑡2

3
+ 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(

√3√2𝑡
3

2𝛼2 − √18𝑡2
3 ),

𝑦(𝑡) = √
9𝑡2

4

3

,              0 < 𝑡 < 𝑡1.                   

 

(33) 

 

ترین زمان در امتداد سأله کوتاهبررسی م -6

  مسیرهای مختلف

ترین زمان، شرایطي کوتاه مسألهسازی و مقایسه زمان در برای پیاده 

و مقصد گلوله  𝑂(0,0) مبداء مختصات یعني ،ی ابتدائيکه در آن نقطه

های منظور مسیر ناست، در نظر گرفته شده است. بدی  𝐴(3,1) نقطه

شامل خط مستقیم، مسیر در امتداد کمان نقطه دو  واصل بین این مختلف

(، 33( و )28پیشنهادی ) های پارامتریگذرا از این نقاط، مسیر بیضيو  دایره

 .مورد مطالعه قرار گرفته است زاد چرخمسیر همچنین 

 𝑨و  𝑶 مسیر خط گذرا از نقاطامتداد حرکت در  -6-1

صورت زیر در نظر به 𝐴 و 𝑂 ی پارامتری خط گذرا از نقاطمعادله 

 :شودگرفته مي
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(34) {

𝑥(𝑡) = 𝑡,

0 ≤ 𝑡 ≤ 3.

𝑦(𝑡) =
𝑡

3
,

 

است که مقدار  𝐴 و 𝑂 واصل بین نقاطخط  (34) رابطه عبارتيبه

 :آید( در امتداد این مسیر به ترتیب زیر به دست مي11شاخص عملكرد )

(35) 

𝑇[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]

=
1

√2𝑔
∫
𝑡1

𝑡0

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2

√𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

= √
5

3𝑔
∫
3

0

1

√𝑡
𝑑𝑡 = √

20

𝑔
≈ 1.428571428. 

 𝑨و  𝑶 مسیر دایره گذرا از نقاطامتداد حرکت در  -6-2

 ای به مرکزرا دایره 𝑂 منحني گذرا از مبداء مختصات در این قسمت 

(𝛼,  :مگیریصورت زیر در نظر ميبه 𝛼 و شعاع  (0

(36) {

𝑥(𝑡) = 𝛼(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)),

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1,

𝑦(𝑡) = 𝛼𝑠𝑖𝑛(𝑡),

 

𝑡 بایست متناظر بامي( 36)با توجه به اینكه دایره  = 𝑡1 از نقطه 

𝐴(3,1)  شودميگرفته بگذرد دستگاه معادلاتي به صورت زیر در نظر:  

(37) {
𝑥(𝑡1) = 𝛼(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡1)) = 3,

𝑦(𝑡1) = 𝛼(𝑠𝑖𝑛(𝑡1)) = 1,
 

 :قابل محاسبه استصورت زیر به (37دستگاه معادلات ) جواب

(38) {
𝛼 =

5

3
,

𝑡1 = 𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(
4

5
),

 

 ای واصل بین نقاط( مسیر دایره36( در )38عبارتي با جایگذاری )به

𝑂 و 𝐴 این مسیر  ( در امتداد11آید که مقدار شاخص عملكرد )به دست مي

 :به ترتیب زیر قابل محاسبه است

(39) 

𝑇[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]

=
1

√2𝑔
∫
𝑡1

𝑡0

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2

√𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

=
1

√2𝑔
∫
𝜋−𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(

4
5
)

0

√2𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡))

√𝑎𝑠𝑖𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

≈ 1.058085217. 
 

 𝑨و  𝑶 گذرا از نقاط بیضيسیر مامتداد حرکت در  -6-3

,𝜋𝛼) مرکز به 𝑂 گذرا از مبداء مختصات معادله بیضي و  (0

قابل صورت زیر به 𝑦و  𝑥به ترتیب در امتداد محور  2𝛼و  𝜋𝛼 های شعاع

  نمایش است:

(40) {

𝑥(𝑡) = 𝜋𝛼(1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡)),

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1.

𝑦(𝑡) = 2𝛼𝑠𝑖𝑛(𝑡),

 

𝑡 بایست متناظر بامي( 40) بیضيكه با توجه به این = 𝑡1 از نقطه 

𝐴(3,1) گیریمبگذرد دستگاه معادلاتي را به صورت زیر در نظر مي: 

(41) {
𝑥(𝑡1) = 𝜋𝛼(1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡1)) = 3,

𝑦(𝑡1) = 2𝛼(𝑠𝑖𝑛(𝑡1)) = 1,
 

 را 𝑡1و  𝛼توان مقادیر مجهول مي (41با حل دستگاه معادلات )

 صورت زیر محاسبه نمود:به

(42) {
𝛼 =

13979

22978
,

𝑡1 =
138492

63619
,

 

واصل بین  بیضي ی در امتداد( مسیر40( در )42با جایگذاری ) حال

 آن( در امتداد 11آید که مقدار شاخص عملكرد )به دست مي 𝐴 و 𝑂 نقاط

 :به ترتیب زیر قابل محاسبه است

(43) 

𝑇[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)] =
1

√2𝑔
∫
𝑡1

𝑡0

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2

√𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

=
1

√2𝑔
∫

138492
63619

0

√𝛼2(𝜋2 𝑠𝑖𝑛2(𝑡) + 4 𝑐𝑜𝑠2(𝑡))

√2𝛼𝑠𝑖𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

≈ 1.021892992. 

 پیشنهادی هایمسیرامتداد حرکت در   -6-4

 حالت اول -6-4-1

( گذرا از مبداء مختصات که 28ن قسمت منحني پارامتری )در ای 

𝑡 بایست متناظر بامي = 𝑡1 از نقطه 𝐴(3,1) با  بگذرد را در نظر گرفته که

,𝑥(𝑡1))توجه به  𝑦(𝑡1)) = زیر را نتیجه  دستگاه معادلات (3,1)

 :دهدمي

{
−
4𝛼 − 2𝑡1

8
√4𝛼𝑡 + 1 − 𝛼2 − 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(1 −

𝑡1
2𝛼
) +

𝛼2𝜋

2
= 3,

−
1

4
𝑡1
2 + 𝛼𝑡1 = 1.                                                                       (44)

 

 :قابل محاسبه استصورت زیر به (44دستگاه معادلات ) جواب

(45) {
𝑐1 =

23873

21444
,

𝑡1 =
81822

25529
,

 

 واصل بین نقاط پیشنهادیمسیر  ،(28( در )45ایگذاری )عبارتي با جبه

𝑂  و 𝐴 ( در امتداد این 11آید که مقدار شاخص عملكرد )به دست مي

 آید:دست ميبهمسیر به ترتیب زیر 

(46) 

𝑇[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]

=
1

√2𝑔
∫

81822
25529

0

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2

√𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

≈ 1.018832360. 

 حالت دوم -6-4-2

( گذرا از مبداء مختصات که 33در این قسمت منحني پارامتری ) 

𝑡 بایست متناظر بامي = 𝑡1 از نقطه 𝐴  با  کهنیز بگذرد را در نظر گرفته

,𝑥(𝑡1))توجه به  𝑦(𝑡1)) = زیر را نتیجه  دستگاه معادلات (3,1)

 :دهدمي

{
 
 
 
 

 
 
 
 

−
√12𝑡1
3

4
√4𝛼2 − 2√18𝑡1

23
+ 𝛼2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

(

 
√3√2𝑡1
3

2𝛼2 − √18𝑡1
23

)

 = 3,

−آ) 47)

 

√
9𝑡1

2

4

3

= 1, −ب) 47)                                                                                                   

 

𝑡1 جواب ،ب(-47)با حل معادله  =
2

3
با  آید کهميدست به 

 :حاصل خواهد شد، معادله جبری زیر آ(-47)جایگذاری در معادله 

(48)  √𝛼2 − 1 + 𝛼2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

√𝛼2 − 1
) = 3,  
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𝑓(𝛼)  تابعبا بررسي  =  √𝛼2 − 1 + 𝛼2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

√𝛼2−1
)  

𝐷𝑓صورت دامنه این تابع به = (−∞,−1) ∪ و برد آن  (∞,1)

𝑅𝑓صورت به = (0,
𝜋

2
مشخص است،  (6)و همانطور که شكل  بوده [

فاقد جواب است. بدین ترتیب، این انتخاب برای تشكیل  (48)معادله 

دستگاه معادلات دیفرانسیل، بر خلاف حالت قبل فاقد جواب است. 

را  𝐴 و 𝑂 واصل بین نقاط منحني تری در این حالت،پارام عبارتي مسیربه

فراهم مقدار شاخص عملكرد  دهد و در نتیجه امكان تخمینتشكیل نمي

 نیست.

 
( 48) به منظور نمایش عدم وجود جواب در معادله 𝑓(𝛼)(. منحني 6شكل )

𝑓(𝛼) به صورت = 0 

 𝑶 گذرا از نقاط زاد چرخ منحنيامتداد حرکت در  -6-5

 𝑨و 

ی با دایره 𝑂 گذرا از مبداء مختصات زاد چرخ منحني در این قسمت 

 :گیریمصورت زیر در نظر ميبهرا  𝛼 شعاع مولدی به

(49) {

𝑥(𝑡) = 𝛼(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛(𝑡)),

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1.

𝑦(𝑡) = 𝛼(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)),

 

( گذرا از مبداء مختصات که 49در این قسمت منحني پارامتری )

𝑡 ناظر بابایست متمي = 𝑡1 از نقطه 𝐴(3,1)  بگذرد را در نظر گرفته که

 :دهددستگاه معادلاتي را به صورت زیر را نتیجه مي

(50) {
𝑥(𝑡1) = 𝛼(𝑡1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑡1)) = 3,

𝑦(𝑡1) = 𝛼(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡1)) = 1,
 

را  𝑡1و  𝛼توان مقادیر مجهول مي (50با حل دستگاه معادلات )

 صورت زیر محاسبه نمود:به

(51) {
𝛼 =

6138

9905
,

𝑡1 =
63959

15786
,

 

واصل  زاد ی در امتداد چرخ( مسیر49( در )51با جایگذاری ) حال

( در امتداد 11آید که مقدار شاخص عملكرد )به دست مي 𝐴 و 𝑂 بین نقاط

 :این مسیر به ترتیب زیر قابل محاسبه است

(52) 

𝑇[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]

=
1

√2𝑔
∫

63959
15786

0

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2

√𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

≈ 1.018832360. 

( و برابر 3) گزارهاین مقدار، همان مقدار مورد انتظار به دست آمده در 

√𝑡1  با
𝑎

𝑔
≈  است.   1.018832360

دست آمده در امتداد مسیرهای های بهمقایسه جواب -6-6

 ترین زمانختلف برای مسأله کوتاهم
به دست آمده در امتداد مسیرهای مختلف در جدول  مقایسه جواب

 .آمده است و در هر مورد خطای نسبي تقریب نیز محاسبه گردیده است (1)

 
 ترین زمان امتداد مسیرهای مختلف(: شاخص عملكرد مسأله کوتاه1)جدول 

 مسیر
مقدار شاخص 

 عملكرد
 خطای نسبي

4.0𝐸 1.428571428 مستقیمخط  − 1 

3.9𝐸 1.058085217 دایره − 2 

3.0𝐸 1.021892992 بیضي − 3 

 0 1.018832360 پیشنهادیمسیر 

 0 1.018832360 (زاد چرخمسیر بهینه )

 

همچنین مسیرهای مختلف پیموده شده بین نقاط ابتدائي و انتهایي    

شده که نشان از منطبق  سم( ر7)در شكل  زاد چرخدر مقایسه با مسیر دقیق 

 .دارد زاد چرخبودن مسیر پیشنهادی با مسیر بهینه در امتداد منحني 

 
ترین زمان در مقایسه با (: مسیرهای مختلف در حل مسأله کوتاه7) شكل

 زادمسیر بهینه چرخ

 گیری نتیجه -7

 زمان نیترکوتاه مسألهبعد از بیان مختصری از تاریخچه مقاله،  نیدر ا

 معرفي. در ادامه پس از شدپرداخته  زاد چرخهای منحني بررسي ویژگيبه 

لاگرانژ به عنوان -معادله دیفرانسیل اویلر بررسيحساب تغییرات به  مسأله

شرط لازم برای حل مسائل حساب تغییرات پرداخته شد. همچنین معادله 

جواب و  ترین زمان تشكیلکوتاه مسألهمتناظر با  لاگرانژِ-دیفرانسیل اویلر

، منحني مسألهکه جواب بهینه این  استحاکي از این دست آمد که آن به

معادله دیفرانسیل حل  یبرا یروش ابتكار کی همچنین است. زاد چرخ

لاگرانژ بر پایه تبدیل آن به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل ارائه -اویلر

 نیتروتاهک مسألهمختلف حل  گردید.  در نهایت در بخش مقایسه مسیرهای

، مشخص گردید که جواب به دست آمده در قالب روش پیشنهادی زمان

برابری  زاد چرخدست آمده در امتداد مسیر بهینه یعني منحني با مقدار به

 کند. مي
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