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گيرد. سازي دو شمول ديفرانسيلی لور با در نظر گرفتن سه فرض عملی مهم مورد بررسی قرار میدر اين مقاله، مسئله سنكرون: چكيده

هاي لور پيرو و مرجع استفاده سازي شمولهاي کنترلی به منظور سنكرونياپانوف براي طراحی وروديدر اين راستا، از تئوري پايداري ل

شود که اين نكته ي محدب در نظر گرفته میهاي لور به صورت يك مجموعهشود. به عنوان فرض اول، بخش معادله ديفرانسيلی شمولمی

لی يصيف شده با شمول لور را پوشش دهد. ناشناخته بودن پارامترهاي شمول ديفرانسهاي سيستم ديناميكی توقطعيتتواند بخشی از عدممی

هاي کنترلی به ساز شعاعی در مسير اعمال وروديدهد. با توجه به فرض سوم، عملگرهاي غيرخطیلور، فرض دوم اين مقاله را تشكيل می

سازي عملی را به علت وجود عملگرها نشان هاي پيادهدي محدويتشوند. در واقع اين فرض آخر، تا حدوهاي لور در نظر گرفته میشمول

دهد و چنانچه اين موضوع در حين فرآيند طراحی، ناديده انگاشته شود، مشكلاتی را به وجود خواهد آورد. براي ارزيابی کارايی و موثر می

و شمول ديفرانسيلی لور و يك مثال عملی آن ارائه سازي دسازي کامپيوتري شامل سنكرونهاي کنترلی پيشنهادي، دو شبيهبودن ورودي

 .شده است

 .سازيسنكرون، هاي لور مرجع و پيروشمول، ساز شعاعی غيرخطی، شمول ديفرانسيلی لور کلمات کليدي: 

Synchronization of Two Lur’e Differential Inclusions with Sector 

Input Nonlinearity and Unknown Parameters 

Ali Abooee, Mohammad Haeri 

Abstract: This paper deals with the synchronization of two Lur’e differential inclusions 

containing sector nonlinearity. Lyapunov stability theorem is employed to design the control inputs. 

The controllers are designed considering three important practical features in physical systems. 

First, differential equation part of the Lur’e differential inclusion is assumed to be convex. Second, 

it is presumed that parameters of the Lur’e differential inclusion are not completely known. Third, 

sector nonlinearities are considered on control inputs applied to the Lur’e differential inclusions. To 

assess performance and effectiveness of the proposed controllers a numerical example and a rotor 

dynamic system are simulated. 

Keywords: Lur'e differential inclusion, Sector nonlinearity, Master and slave Lur'e systems, 

Synchronization. 

 مقدمه -1

ايی در کاربردهاي گسترده 9هاي ديفرانسيلیامروزه، شمول

 
1 Differential inclusions 

هاي فيزيكی دارند. در هاي عملی و پديدهسازي دقيق و جامع سيستممدل

هاي سازي سيستمتوان به کاربرد شمول ديفرانسيلی در مدلاين راستا می

، مدارهاي [3-9]طرفه و اصطكاک هاي يكمكانيكی با محدوديت

هاي ، سيستم[7و  4]شونده هاي غيرخطی و سوئيچراي المانالكتريكی دا



7 
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هاي هايبريد ، سيستم[8-9]قطعيت متغير با زمان متغير با زمان يا داراي عدم

و  94]هاي ناپيوسته و ناهموار ، سيستم[93-1]شونده هاي سوئيچو سيستم

و  [97 و 99]بندي مسائل کنترل بهينه و ... اشاره کرد. تحليل و فرمول [97

، دو کاربرد مهم و [91و  98]هاي تصادفی همچنين توصيف سيستم

هاي ديفرانسيلی، باشند. شمولهاي ديفرانسيلی میي ديگر از شمولعمده

هاي گوناگونی هستند که شمول ديفرانسيلی لور يكی از بنديداري دسته

انسيلی ي ديفرباشد و از ترکيب يك معادلهها میانواع پرکاربرد و مهم آن

. [27-23و 94، 9]تشكيل شده است  9و يك نگاشت غيرخطی يكنوا

ي شمول لور باعث شده است تا معادلات ديناميكی ژههمين ساختار وي

هاي عملی در قالب ساختار اين نوع شمول قرار گيرند بسياري از سيستم

 .[27-23و  9-3]

هاي هشبا توجه به نكات و مطالب ذکر شده، امروزه مطالعات و پژو

هاي مختلف علوم هاي ديفرانسيلی لور در زمينهفراوانی بر روي شمول

اند که تمرکز اغلب اين مهندسی از جمله مهندسی کنترل انجام شده

باشد. موضوع بر روي دو موضوع می [28-23]ها تحقيقات و پژوهش

هاي ديفرانسيلی لور با طراحی اول، تحليل پايداري و پايدارسازي شمول

. موضوع دوم، [28و  22، 23، 9]هاي کنترلی است سب وروديمنا

باشد که اهميت بسزايی در هاي لور میطراحی رويتگر براي شمول

. در برخی از [27-23 و 29]هاي مكانيكی با وجود اصطكاک دارد سيستم

کاربردهاي عملی لازم است که دو سيستم مكانيكی يا الكتريكی که 

شوند، به صورت انسيلی لور توصيف میمعادلاتشان با شمول ديفر

. با توجه به اين نكته، مسئله [4-9]هماهنگ و سنكرون با هم کار کنند 

کند که اين موضوع دو سيستم شمول لور اهميت پيدا می 2سازيسنكرون

ي حاضر مورد بررسی قرار خواهد گرفت. در اغلب تحقيقات و در مقاله

، سه [28-23و  9]انجام شده است  مطالعاتی که در ارتباط با شمول لور

ي غيرعملی و غيرواقعی وجود دارند. در فرض اول، کنندهفرض محدود

ي ديفرانسيلی و يك شمول ديفرانسيلی لور به صورت ترکيب يك معادله

، اما در اين [29-23و  23، 9]شود نگاشت غيرخطی يكنوا نمايش داده می

و يك نگاشت غيرخطی  3مقاله، ترکيب يك شمول ديفرانسيلی محدب

گردد که حالت يكنوا به عنوان نمايش شمول ديفرانسيلی لور ارائه می

تري از ي وسيعتري نسبت به نمايش قبلی دارد و محدودهتر و کلیجامع

ها را پوشش خواهد داد. فرض هاي آنقطعيتهاي عملی و عدمسيستم

باشد لور می دوم، معلوم و مشخص بودن پارامترهاي شمول ديفرانسيلی

 هاي جهان واقعی، فرضی غيرمعقول است.که با توجه به محدوديت

نابراين در اين مقاله، پارامترهاي شمول ديفرانسيلی لور را نامعلوم و ب

کننده را حذف کرده گيريم تا اين فرض محدودناشناخته در نظر می

ن عملی هاي جهاباشيم و مدل شمول ديفرانسيلی لور را به واقعيت سيستم

کنند که نزديك سازيم. به عنوان فرض سوم، اکثر مراجع فرض می

 
1 Monotonic set-valued mapping 
2 Synchronization 
3 Convex differential inclusion 

هاي کنترلی طراحی شده به صورت مستقيم به سيستم اعمال ورودي

هاي ساز در مسير اعمال وروديشوند و هيچ عملگر يا عنصر غيرخطیمی

دانيم در . اما همانطوري که می[28-23]کنترلی به سيستم وجود ندارد 

هاي فيزيكی عملگرها از جمله ، به علت محدوديتزي عملیساپياده

و ....، همواره  7، هيسترزيس9، لقی[33و  21] 7، ناحيه مرده[28] 4اشباع

-28]شوند هاي کنترلی به سيستم اعمال میتوابعی غيرخطی از ورودي

هاي کنترلی به اين عناصر . چنانچه در حين فرآيند طراحی سيگنال[39

سازي عملی جه نشود و ناديده انگاشته شوند، هنگام پيادهساز توغيرخطی

ايی از جمله کاهش کارايی، کاهش سرعت پاسخ با مشكلات عديده

سيستم و در مواقعی حتی ناپايداري سيستم حلقه بسته روبرو خواهيم شد 

ي ذکر شده، در اين مقاله، . با توجه به اهميت نكته[39-33و  39، 21]

هاي ديفرانسيلی لور با فرض وجود ي شمولسازي سنكرونمسئله

هاي کنترلی مورد بررسی و در مسير ورودي 8سازهاي شعاعیغيرخطی

ي مستقيم از تئوري هاي کنترلی با استفادهگيرد و وروديتحليل قرار می

ي حاضر به صورت هاي مقالهشوند. نوآوريپايداري لياپانوف طراحی می

 .باشدزير قابل بيان می

و کامل از شمول ديفرانسيلی لور  ائه و معرفی يك نمايش جامعار -9

هاي عملی را همراه با تري از سيستمي وسيعکه در واقع دسته

دهد. در نمايش جديد، شمول ديفرانسيلی هايشان پوشش میقطعيتعدم

لور به صورت ترکيب يك شمول ديفرانسيلی محدب و يك نگاشت 

 شود.غيرخطی يكنوا در نظر گرفته می

سازي دو شمول ديفرانسيلی لور که در تعريف مسئله سنكرون -2

هاي اين مقاله سازيبرخی مسائل عملی داراي کاربرد است و يكی از شبيه

 به کاربرد عملی اين موضوع پرداخته است.

ساز با فرض نامعلوم بودن هاي کنترلی سنكرونطراحی ورودي -3

ساز شعاعی ن فرض وجود غيرخطیپارامترهاي سيستم شمول لور و همچني

ها تا حدود زيادي با ها به سيستم که اين فرضدر مسير اعمال ورودي

 هاي عملی تطابق دارند.هاي سيستممحدوديت

ساز که هاي کنترلی سنكروني جداگانه وروديارائه دو دسته -4

ه اول به علت استفاده از تابع ناپيوستيهاي کنترلی متعلق به دستهورودي

فرکانس بالاي شديدي هستند که  هاي، داراي سوئيچينگ1علامت

و کاهش عمر مفيد  93مشكلاتی از جمله پديده وزوز )پديده چترينگ(

هاي کنترلی دسته دوم، عملگرها را به همراه خواهند داشت. براي ورودي

با جايگزينی تابع ناپيوسته علامت با يك تابع جديد پيشنهادي، اين عيب 

هاي کنترلی صاف و هموار زيادي برطرف شده است و سيگنالتا حدود 

هاي کنترلی ي وروديهستند. لازم به ذکر است که براي هر دو دسته

 
4 Saturation 
5 Dead-zone 
6 Backlash 
7 Hysteresis 
8 Sector input nonlinearities 
9 Sign function 
11 Chattering phenomenon 
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هاي سازي شمولپيشنهادي در اين مقاله، پايداري سيستم خطاي سنكرون

لور با استفاده از تئوري پايداري لياپانوف به صورت تحليلی به اثبات 

 .رسيده است

ار کلی مقاله بدين صورت است که در بخش دوم، معادلات ساخت

شوند. همچنين ارائه و معرفی می 9هاي ديفرانسيلی لور مرجع و پيروشمول

هاي انجام شده در همين بخش سازي و بيان فرضتعريف مسئله سنكرون

ساز و هاي کنترلی سنكروني وروديشوند. طراحی دو دستهگنجانده می

سازي با وجود هر دسته از يستم ديناميك خطاي سنكروناثبات پايداري س

هاي کنترلی، بخش سوم مقاله را تشكيل خواهد داد. بخش اين ورودي

سازي اختصاص يافته و در اين بخش دو چهارم به ارائه و بيان نتايج شبيه

سازي اول مربوط به شوند که شبيهسازي جداگانه آورده میشبيه

سازي دوم در ارتباط با ر عددي است و شبيهسازي دو شمول لوسنكرون

است که معادلات  drill stringسازي دو سيستم ديناميكی سنكرون

شود. نتايج حاصل از ديناميكی هر کدام با شمول ديفرانسيلی لور بيان می

بندي شده در بخش پنجم بيان اين مقاله به صورت خلاصه و جمع

 .شودمی

 بيانگر قدرمطلق Aاين مقاله، در  معرفي علائم و اختصارات:

ي متناظر در است به طوري که هر درايه آن قدرمطلق درايه Aماتريس 

)باشد. می Aماتريس  )tx بردار  2ي نرم اقليدسیدهندهنشان( )tx 

به ترتيب بيانگر فضاهاي توابع انتگرالی  Lو  2Lاست.  tي در لحظه

 هستند. 4و توابع کراندار 3مربعی

توصيف معادلات شمول ديفرانسيلي لور و  -2

 سازيي سنكرونتعريف مسئله

ديفرانسيلی لور با فرض پارامترهاي نامعلوم و وجود سيستم شمول 

شود که در ادامه، ( بيان می9سازهاي شعاعی به صورت رابطه )غيرخطی

 .شوداين شمول به عنوان شمول لور پيرو در نظرگرفته می

(9) 
( ) co{ ( )} co{ ( ( )) } ( ) ( ( ))

( ) ( ( )), 1, , , 1, ,

i j x x x

x

t t t t t

t t i N j M

  

  

+x A x F x θ Gω u

ω ρ Hx

 

بردار متغيرهاي  nx ،7بيانگر مجموعه محدب co(، 9در رابطه )

nحالت،  mG  وm nH باشند. هاي ثابت و معلوم میماتريس

nهاي ثابت و معلوم ماتريس n
i

A فضاي ماتريسی محدبی  9رئوس

بردار  lθبه آن فضا تعلق دارد.  Aهستند که ماتريس نامعلوم 

:پارامترهاي کراندار ناشناخته و  n n l
j

 F  توابع ماتريسی هموار

هستند که به عنوان رئوس فضاي توابع ماتريسی محدبی در  ايیو معلوم

)شوند که تابع ماتريسی نامعلوم نظرگرفته می )F x  در اين فضا قرار

 
9 Master and slave Lur’e differential inclusions 
2 Euclidean norm 
3 Space of square integral functions 
4 Bounded functions 
7 Convex hull 
9 Vertices 

:دارد.  m m ρهاي ، يك نگاشت غيرخطی يكنوا با ويژگی

ها در ادامه بيان خواهد شد( است خاص و منحصر به فردي )اين ويژگی

mکه 
x ω باشد. ي خروجی اين نگاشت میدهندهنشانn

x u 

:هاي کنترلی است و بيانگر بردار ورودي n n
x   به عنوان بردار 

هاي کنترلی در نظر گرفته ساز شعاعی از اين وروديتوابع غيرخطی

 .شود که در ادامه به صورت کامل معرفی خواهد شدمی

راف اين نگاشت را در نظر بگيريد، گ ρ(.)نگاشت غيرخطی  :1تعريف 

)Graphبه صورت  ρ(.)غيرخطی  )ρ شود که به صورت نشان داده می

 .[27-23 و 29] (، قابل بيان است2رابطه )

(2)  * *Graph( ) ( , ) ( ) ρ x x x ρ x 

راف آن شود اگر گيكنوا ناميده می ρ(.)نگاشت غيرخطی : 2 عريفت

)Graphيعنی  )ρ ي يكنوا باشد. اين بدان معنی است که براي همه
nx، ny، * ( )x ρ x  و* ( )y ρ y  همواره نامساوي

( ) ( ) 0T  * *x y x y [27و  27-23] برقراراست. 

پارامترهاي سيستم شمول ديفرانسيلی لور ثابت، نامعلوم و : 1فرض 

همواره برقرار  θشوند. در واقع نامساوي کراندار در نظر گرفته می

به عنوان  بردار پارامترهاي شمول لور و  θباشد که در اين رابطه، می

 .کران بالاي اين بردار، ثابت و نامعلوم است

)براي توابع ماتريسی  7شيتزشرط ليپ: 2فرض  )jF x باشد برقرار می

(، قابل بيان است. بايد توجه داشت که 3که اين شرط به صورت رابطه )

 .[29-23 و 29] معلوم هستندهاي مثبت و ثابت j(، 3در رابطه )

(3) 

1

( ) ( )

( ) , 1, , ,

j j j

M

j j t
j

j M



 


  

  0 0

F x F y x y

F
 

، کراندار، 8يكنوا، محدب، بسته ρ(.)نگاشت غيرخطی  :3فرض 

 .[29]باشد می 93و نيمه پيوسته از بالا 1غيرتهی

ساز شعاعی هاي متعلق به بردار غيرخطیدرايه: 4فرض 

: n n
x   ،سازند که سازي شعاعی را برآورده میشرايط غيرخطی

دهد. لازم به ذکر (، اين شرايط را به صورت نامساوي نشان می4رابطه )

است که ضرايب 
xk و 

xk  [24و  23]ثابت و معلوم هستند. 

(4) 
1 1

2 2

( ) [ ( ) ( )]

( ) , , 0, 1, ,

x x x x

x x x x x x x x x

T
x x n n

k k k k k k k k k

u u

u u u u k n

 

    



   

u
 

شمول  اب براي شمول ديفرانسيلي لور(:)وجود جو 1لم 

را  3که فرض  ρ(.)( را با نگاشت غيرخطی 9ي )ديفرانسيلی لور رابطه

ي ، تابع پيوستهn0xسازد، در نظر بگيريد. براي هر برآورده می

) 99مطلق ) nt x  از شمول ديفرانسيلی لور وجود دارد که يك جواب

(0)( با فرض شرايط اوليه 9) يرابطه  0x x  است. لازم به ذکر است

 
7 Lipschitz 
8 Closed 
9 Non-empty 
01Upper semi-continuous 
00Absolutely continuous 



7 
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)ي مطلق که تابع پيوسته ) nt x 0]ي بر روي بازه, )  تعريف شده

 .[27-23]است 

، شمول ديفرانسيلی [31-37]هاي محدب با توجه به تئوري آناليز مجموعه

تواند به صورت يك سيستم داراي عدم قطعيت، بازنويسی و ( می9لور )

معادل شود. سيستم داراي عدم قطعيت معادل با شمول ديفرانسيلی لور 

 .( نشان داده شده است7(، به صورت رابطه )9رابطه )

(7)1 1

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )),

N M

i i x j j x x

i j

x

t t t t t

t t

 
 

 



 + +x A x Gω F x θ u

ω ρ Hx


 

هاي نامعلومی هستند که داراي ويژگی زير ثابت jو  i(، 7در رابطه )

 .باشندمی

 
1 1

0 1, 1, 0 1, 1
N M

i i j j

i j

   
 

       

سازي به دو سيستم مرجع و پيرو ي سنكروندر حالت کلی، براي مسئله

سازي، شمول ي سنكروننياز است. در اين مقاله براي تعريف مسئله

( به عنوان سيستم پيرو و سيستم شمول ديفرانسيلی 7ی لور رابطه )ديفرانسيل

 .شوند( به عنوان سيستم مرجع در نظر گرفته می9رابطه )

(9) 
( ) co{ ( )} co{ ( ( )) } ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

i j y y y

y

t t t t t

t t

 



+ +y A y F y θ Gω u

ω ρ Hy


 

بردار متغيرهاي حالت شمول ديفرانسيلی لور  ny(، 9در رابطه )

nباشد. مرجع می

y u هاي کنترلی و بيانگر بردار ورودي

( ) : n n

y y  u هاي ي بردار توابع غيرخطی از وروديدهندهنشان

شوند. از آنجايی که رابطه کنترلی است که به سيستم لور مرجع اعمال می

، منطقی و معقول است کند( سيستم شمول لور مرجع را توصيف می9)

)ر که فرض کنيم بردا )y yu  ناشناخته و کراندار است به طوري که

نامساوي 
y  شود و همواره برآورده می  .ثابتی نامعلوم است

(، معادل با سيستم 9مشابه با نكته ذکر شده در بالا، شمول لور رابطه )

 .باشد( می7)قطعيت رابطه داراي عدم

(7)1 1

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( ))

N M

i i y j j y y
i j

y

t t t t t

t t

 
 





 + + +y A y Gω F y θ u

ω ρ Hy


 

هاي نامعلومی هستند که داراي ويژگی زير ثابت jو  i(، 7در رابطه )

 .باشندمی

 
1 1

0 1, 1, 0 1, 1
N M

i i j j
i j

   
 

       

 يسازهاي کنترلي سنكرونطراحي ورودي -3

nکنترلی  هايدر اين بخش، ورودي

x u  که به سيستم شمول لور(

براي دو کران  9رسانیروزشوند( و همچنين دو قانون بهپيرو اعمال می

هاي زمانی شوند که پاسخايی طراحی میبه گونه و  بالاي نامعلوم 

 
1 Adaptation law 

هاي زمانی متغيرهاي حالت متناظر ور پيرو، پاسخمتغيرهاي حالت شمول ل

در شمول لور مرجع را به خوبی دنبال و رديابی کنند يا به عبارت ديگر 

limيرابطه 0i i
t

x y


   برقرار شود. بدين منظور، بردار خطاي

,سازي را به صورت سنكرون n= -e x y e کنيم. با در تعريف می

سازي ميان دو شمول فتن اين بردار خطا، ديناميك خطاي سنكروننظر گر

 .آيدلور مرجع و پيرو به صورت رابطه زير در می

(8) 

 

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( ))

N N

i i i i i
i i

x y y y x x

M M

j j j j j j
j j

t t t

t t t t

t

  

  

 

 



   

  

 

 

= +

+

e Ae A x

G ω ω u u

F x F y θ F x θ

  

ي سازي به صورت بالا، مسئلهبا تعريف بردار خطاي سنكرون

ي پايدارسازي ديناميك سازي دو شمول ديفرانسيلی لور به مسئلهسنكرون

توان گفت شود. در واقع می( تبديل می8سازي رابطه )ي سنكرونخطا

ايی طراحی هاي کنترلی اعمالی به شمول لور پيرو، بايد به گونهورودي

( پايدار شود و 8شده توسط رابطه ) شوند که ديناميك خطاي توصيف

سازي با گذشت زمان به صفر همگرا گردد يا به عبارتی خطاي سنكرون

limديگر رابطه  0
t

e سازي برقرار شود. براي بردار خطاي سنكرون

nهاي کنترلی ، ورودي9بدين منظور تئوري 

x u  و دو قانون

د دهرا پيشنهاد می و  روزرسانی مرتبط با تخمين دو ثابت نامعلوم به

( حاصل شود. 9( و )9سازي ميان دو شمول ديفرانسيلی لور )تا سنكرون

هاي کنترلی اعمالی به شمول لور پيرو، لازم به ذکر است که ورودي

 .گيرندهاي شعاعی قرار میسازتحت غيرخطی

( را همراه با 8سازي رابطه )ديناميك خطاي سنكرون: 1تئوري 

 2نچه ماتريس مثبت معين متقارندر نظر بگيريد. چنا 4الی  9هاي فرض

P  وجود داشته باشد که تساوي ماتريسیT
=G P H  ،را برقرار سازد

هاي ( با در نظر گرفتن بردار ورودي8سازي رابطه )آنگاه خطاي سنكرون

nکنترلی 

x u ( 1هاي )ه به ترتيب در رابطهرسانی کروزو دو قانون به

سازي شود و سنكروناند، به سمت صفر همگرا می( آورده شده93و )

 .شود( حاصل می9( و )9ميان دو شمول ديفرانسيلی لور )

(1) 
     

1 1

min

1
sgn( ), 1

ˆ ˆ

for 1, ,

1
ˆ ˆ(0) 0, (0) 0

( )min( 1)

x

x

k k k k k

k

N N

k i i ti i
k k

t k
k

u

k n

  


  

 
  

 

   

    



  


 Ae A x x e

P

 

(، 1در رابطه )
1

( )
N

i ki Ae  و
1

( )
N

i ki A x هاي به ترتيب درايه

k ام از بردارهاي
1

N

ii Ae  و
1

N

ii A x  .هستندk  ضريب

min)ثابت( دلخواه بزرگتر از يك و  ( ) P  کوچكترين مقدار ويژه

 .دباشمی Pماتريس 

 
2 Symmetric positive definite matrix 
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(93) 
 

 

1

1

1

ˆ ˆ and ,

,

n

t k

k

n

n k d dk

d

e p

  




   

    





x e 



 

(، 93در رابطه )
dkp ي سطر درايهd ام و ستونk ام از ماتريسP  و

de ي درايهdم از بردار اe باشندمی. 

در اينجا، از تئوري پايداري لياپانوف براي اثبات پايداري  اثبات:

هاي کنترلی ( با وجود ورودي8سازي رابطه )ديناميك خطاي سنكرون

(، استفاده خواهد شد. تابع 93رسانی رابطه )روز( و قوانين به1رابطه )

 .شود( در نظر گرفته می99صورت رابطه )کانديد لياپانوف به 

(99) 2 21
( )

2

TV    e Pe 

در اين رابطه،   و  ~ˆ  به عنوان خطاهاي تخمين  ~ˆ

گيري از تابع ا مشتقاند. در ادامه بتعريف شده و  دو کران ثابت 

 شود.( نتيجه می92کانديد لياپانوف تعريف شده، رابطه )

(92)  

1 1

1 1

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N N
T T

i i i i i
i i

M M
T

j j j j j j
j j

T T T
x x y y x y

V     

  

 

 

 

 
      

 

 
    

 

     

 

 

e Pe e P Ae A x

e P F x F y F x θ

e P u e P u e PG ω ω 

 

Tبا توجه به فرض 
=G P H تساوي ،

( ) ( )T T T

x y x y  e PG ω ω e H ω ω شود. به راحتی حاصل می

)همچنين از آنجايی که  )y ω ρ Hy ،( )x ω ρ Hx  و نگاشت

(.)ρ ( را نتيجه گرفت93توان نامساوي رابطه )يكنواست، می. 

(93) 
( ) ( )

( )( ( )) 0

T T T
x y x y

x y

  

      

e PG ω ω e H ω ω

Hx Hy ω ω
 

( و در نظر گرفتن شرايط مرتبط 93در رابطه ) با توجه به تعريف بردار 

هاي نامعلوم با ثابت
i  و

i عبارت ،

1 1
( ( ) )

N NT

i i i i ii i
  

 
  e P Ae A x  که در سمت راست

( بازنويسی و در 94تواند به صورت رابطه )( وجود دارد، می92ي )معادله

 جايگزين شود.ادامه 

(94) 

   

1 1

1 1 1

1

( )

ˆ ˆ

N N
T

i i i i i
i i

n N N

k i i
k i ik k

n

k k t
k

  

  

 

  



 
  

 

     
       

     

    

 

  



e P Ae A x

Ae A x

x e

 

( براي عبارت 97وي رابطه )، نامسا2حال در ادامه با توجه به فرض 

 
1 1

( ( ) ( ) ( ) ( ))
M MT

j j j j j jj j
  

 
   e P F x F y F x θ  حاصل

 .شودمی

(97) 

 

   

 

1 1

1 1

1

( )
M M

T
j j j j j j

j j

M M
T

j j j

j j

T T
t t

n

t k

k

  

  

 

 

 



 
  

 

 
  

 

   

  

 

 



( )- ( ) ( )

( )- ( ) ( )

e P F x F y F x θ

e P F x F y F x θ

e P θ e x e P e x

e x

 

ا در نظر گرفتن تعريف ب
k دو عبارت ،( )T

x xe P u  و

( )T

y ye P u شوندبه صورت زير بازنويسی می. 

(99) 1

( ) ( )

( ) ( )

x x

n
T

x x k k k

k

T T

y y y y

u





 

 

e P u

e P u e P u



  

 

( در نامساوي 1هاي کنترلی پيشنهادي رابطه )با جايگذاري ورودي

( به راحتی نتيجه 97، رابطه )4ساز شعاعی مرتبط با فرض غيرخطی

 .شودمی

(97) 2sgn ( ) ( )sgn( )
x xk k k k k ku      

فين باشد. چنانچه طربيانگر تابع علامت می (.)sgnدر اين رابطه، 

2( را در عبارت 97نامساوي رابطه )

k  ضرب کرده و

sgn( )k k k     را در نظر بگيريم، با جايگذاري نامساوي حاصله

)( براي عبارت 98(، نامساوي رابطه )99در رابطه ) )T

x xe P u  استخراج

 .شودمی

(98) 
1 1

( ) ( )
x x

n n
T

x x k k k k k k

k k

u  
 

     e P u 

( در 98( و نامساوي )99( الی )93هاي )(، نامساوي93با جايگذاري )

 .گردد(، نامساوي زير حاصل می92طرف دوم )

(91) 

   

   

1 1

1 1

ˆ ˆ
n n

k k t k k k

k k

n n

t k t k

k k

V     

  

 

 

 

      

     

 

 

 

x e

x e x e

 

 

با توجه به نامساوي 
1

n

kk
      و تعاريفˆ     و

ˆ    ،( ساده و 23( به صورت نامساوي رابطه )91نامساوي رابطه )

 .شودبازنويسی می

(23) 
1

( 1) 0
n

k k k

k

V  


     

k(0)ˆنامساوي  t   e  به راحتی از روي تعريفk ( 1در رابطه )

نامساوي  (،23قابل دستيابی است. با جايگذاري اين نامساوي در رابطه )

 .شودرابطه زير استخراج می

(29) 

1 1

2 2

min

ˆ( 1) (0) min( 1)

ˆ(0) min( 1)

ˆ(0) min( 1)

ˆ(0) ( ) min( 1)

n n

k k k t k k

k k
k

t k
k

T
t k

k

t k
k

V     

  

  

   

 

       

  

  

    

 e

e

e Pe

P e e

 

ي ي صفر تا لحظه( از لحظه29گيري از طرفين نامساوي رابطه )با انتگرال
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t ( خواهيم رسيد22به رابطه ). 

(22) 2

0

( ) ( ) (0)

t

V t d V     e 

)ت (، دو نامساوي با اهمي22از رابطه ) )V t    و
2

0
( ) d 



  e شود. حال با توجه به تعريف تابع حاصل می

)( و در نظر گرفتن نامساوي 99کانديد لياپانوف در رابطه ) )V t   

)توان به اين نتيجه رسيد که می )t Le ردار است يا به عبارتی ديگر ب

2باشد. نامساوي سازي کراندار میخطاي سنكرون

0
( ) d 



  e 

سازي همچنين متعلق به باشد که بردار خطاي سنكرونبيانگر اين نكته می

فضاي توابع انتگرالی مربعی يا به تعبير رياضی 
2( )t Le  است. با در

)نظر گرفتن  )t Le( نشان 8سازي رابطه )، ديناميك خطاي سنكرون

)دهد که می )te  نيز کراندار بوده و يا به تعبير رياضی( )t Le  .است

از آنجايی که  حال با توجه به لم باربالت،
2( )t L L e  و

( )t Le توان نتيجه گرفت که یباشند ممیlim 0
t

e  برقرار است

 ■  .پذيردپايان می 9و بدين ترتيب اثبات تئوري 

(، ضرايب دلخواه 1هاي کنترلی رابطه )براي ورودي :1يادآوري 

,)اختياري(  1, ,k k n   توسط طراح و همواره بزرگتر از يك

د به عنوان يك درجه آزادي در طراحی توانشوند که میانتخاب می

منظور شود. اما بايد به اين نكته توجه داشت که اين ضرايب دلخواه بر 

هاي کنترلی و همچنين سرعت همگرايی روي دامنه و انرژي سيگنال

سازي تاثير بسزايی دارند. در واقع بزرگ انتخاب کردن خطاهاي سنكرون

هاي کنترلی را افزايش داده سيگنال هاياين ضرايب اختياري، بيشينه دامنه

سازي عملی مطلوب نبوده اما در عوض سرعت همگرايی که از نظر پياده

دهد که مطلوب سازي به سمت صفر را افزايش میخطاهاي سنكرون

باشد. بنابراين طراح در هنگام انتخاب ضرايب دلخواه می

, 1, ,k k n  عيار ذکر شده يعنی بيشينه ايی ميان دو مبايد مصالحه

سازي به دامنه سيگنال کنترلی و سرعت همگرايی خطاهاي سنكرون

 .سمت صفر، انجام دهد

(، 1هاي کنترلی تعريف شده در رابطه )با توجه به ورودي: 2يادآوري 

شود و بايد نيز توسط طراح انتخاب می Pماتريس مثبت معين متقارن 

Tه تساوي ماتريسی هموار
=G P H  برقرار باشد. در واقع طراح

هاي ، بيشينه دامنهPهاي ماتريس تواند با انتخاب مناسب درايهمی

هاي کنترلی را کاهش داده و همچنين سرعت همگرايی خطاهاي سيگنال

 .سازي به سمت صفر را افزايش دهدسنكرون

)با توجه به اينكه : 3دآوري يا )te باشد، پيوسته نمی̂  و̂  که در(

هستند( به مقادير واقعی و اسمی  و  واقع تخمين دو ثابت نامعلوم 

 .همگرا نخواهند شد و   دو پارامتر

(، از 1هاي کنترلی رابطه )از آنجايی که در ساختن ورودي :4يادآوري 

باشد استفاده شده است، تابع علامت که تابعی ناپيوسته می

هاي کنترلی مشاهده خواهد هاي فرکانس بالايی در سيگنالسوئيچينگ

هاي فرکانس بالا باعث به وجود آمدن . در واقع اين سوئيچينگشد

شوند که در گذر زمان کاهش ي نامطلوب وزوز )چترينگ( میپديده

 .ها را در پی خواهد شدعمر مفيد عملگرها و رله

هاي کنترلی هاي فرکانس بالا، وروديبراي حذف اين سوئيچينگ

ها، که در اين ورودي شوند( پيشنهاد می23جديدي به صورت رابطه )

 .تابع علامت با يك تابع پيوسته جايگزين شده است

(23)     

2

1 1

1
, 1

( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ1, , , (0) 0, (0) 0

x

x

k
k k k k

k k k k

N N

k i i t ki ik k

u
t

k n

  
  

   

 

 


  

 

      

  

 Ae A x x e 

)در اين رابطه،  ), 1, ,k t k n   توابعی همواره مثبت با ويژگی

0
( )k t dt



   دهد که نشان می 2هستند. در ادامه، تئوري

توانند دو شمول ديفرانسيلی ( می23نهادي رابطه )هاي کنترلی پيشورودي

 .( را با هم سنكرون سازند9( و )9هاي )لور رابطه

( را همراه با 8سازي رابطه )ديناميك خطاي سنكرون: 2تئوري 

 Pدر نظر بگيريد. چنانچه ماتريس مثبت معين متقارن  4الی  9هاي فرض

Tکه تساوي ماتريسی  وجود داشته باشد
=G P H  برقرار گردد، آنگاه

رسانی روزهاي به( همراه با قانون23هاي کنترلی پيشنهادي رابطه )ورودي

( را به سمت 8سازي سيستم رابطه )(، خطاهاي سنكرون93رابطه )

سازي ميان دو شمول لور سازند و در واقع سنكرونصفرهمگرا می

 .شود( حاصل می9( و )9) هايرابطه

 .شود( نتيجه می24، رابطه )9کاملاً مشابه با اثبات تئوري  :اثبات

(24) 

   

 
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
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
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    







x e

x e e P u

e P x e





 

هاي کنترلی پيشنهادي و جايگذاري ورودي 4با در نظر گرفتن فرض 

( در عبارت 23رابطه )
1

( ) ( )
x x

nT

x x k k kk
u


 e P u نامساوي ،

( همراه 27ود. اثبات نامساوي ارائه شده در رابطه )ش( نتيجه می27رابطه )

 .آورده شده است مقاله 9 پيوستبا جزئيات بيشتر در 

(27) 
2 2

1 1

( ) ( )
( )x x

n n
T k k k

x x k k k

k k k k k

u
t

 


  


   

 
 e P u 

 .رسيم( می29(، به نامساوي رابطه )24( در رابطه )27با جايگذاري رابطه )

(29) 
   

   

2 2

1 1
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n n
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ˆبا توجه به دو تعريف      وˆ     و همچنين با در

نظرگرفتن 
1

n

kk
    ( به صورت 29، نامساوي رابطه )

 .شود( ساده و بازنويسی می27نامساوي رابطه )

(27) 
2 2

2

1 1 1

( )( 1)

( ) ( )

n n n
k k kk k k
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t
V
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    

   
   

,از آنجايی که تمامی ضرايب ثابت دلخواه  1, ,k k n   همواره
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شوند بنابراين عبارت دوم از طرف راست بزرگتر از يك انتخاب می

دانيم که براي هر دو ( همواره منفی است. از طرف ديگر می27نامساوي )

0، نامساوي bو  aمقدار مثبت حقيقی  / ( )ab a b b   واره هم

برقرار است. بنابراين با در نظرگرفتن نكات ذکر شده، نامساوي رابطه 

 .گردد( تبديل می28( به آسانی به نامساوي رابطه )27)

(28) 2

1

( )
n

k
k

V t


   

، و در نظر tي ي صفر تا لحظه( از لحظه28گيري از رابطه )با انتگرال

گرفتن ويژگی 
0

( )k t dt


 ( حاصل می21، نامساوي رابطه )شود. 

(21) 2

10 0

( ) (0) ( )

t tn

k

k

V t d V d    


      

)دو نامساوي مهم  )V t    2و

0
( ) d 



   ( 21از رابطه )

)شوند. با توجه به تعريف تابع کانديد لياپانوف نتيجه می )V t  و نامساوي

( )V t   سازي توان نتيجه گرفت که بردار خطاهاي سنكرونمی

)کراندار بوده و به تعبير رياضی  )t Le  است. با توجه به تعريف

2، نامساوي بردار 

0
( ) d 



   دهد که نشان می
2( )t Le 

). با در نظر گرفتن است )t Leسازي ، ديناميك خطاي سنكرون

)دهد که ( نشان می8رابطه ) )te  نيز کراندار بوده و به تعبير رياضی

( )t Le ،از آنجايی که  است. حال با توجه به لم باربالت

2( )t L L e  و( )t Le توان نتيجه گرفت که باشند میمی

lim 0
t

e  پذيردپايان می 2برقرار است و بدين ترتيب اثبات تئوري.■ 

 سازي کامپيوترينتايج شبيه -4

هاي کنترلی طراحی شده بر روي دو مثال مورد در اين بخش، ورودي

سازي قرار خواهند گرفت تا عملكرد و کارايی آنها نشان داده شود. يهشب

( و 1هاي )هاي کنترلی رابطهي ورودي(، هر دو دسته9-4بخش )در زير

سازي قرار سازي دو شمول ديفرانسيلی لور مورد شبيه( براي سنكرون23)

 drill string(، معادلات ديناميكی دو سيستم 2-4بخش )گيرند. در زيرمی

شوند که معادلات هر کدام از اين دو سيستم در قالب شمول معرفی می

بخش نيز سازي مرتبط با اين زيرديفرانسيلی لور قابل بيان است. در شبيه

 .گيرندهاي کنترلی مورد استفاده قرار میي وروديهر دو دسته

سازي دو شمول سازي مرتبط با سنكرونشبيه 4-1

 رانسيلي لورديف

( در 33ل ديفرانسيلی لور پيرو و مرجع را به صورت رابطه )دو شمو

 .نظر بگيريد

(33) 

3 2

1 1

3 2

1 1

( ) + ( )
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( )

( ) ( )
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( )

i i y j j y y

i j
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i i x j j x x
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θ
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+ +

y A y Gω F y u
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x A x Gω F x u

ω ρ Hx
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)، توابع برداري هموار Hو  iA ،Gهاي ماتريس )jF x و ( )jF y ،

هاي ثابت
i، 

i، j  و
j هاي کنترلی و بردار ورودي( )y yu  به

 .اندصورت زير در نظر گرفته شده

 1 2 3

1 0 2 5 1 0 10 0 0
0 5 0 , 0 8 2 , 0 4 0
0 2 1 2 0 5 0 0 1

       
         

            

A A A 

 

  1 1 1 1

3 3

2 2

0 0
6 4 2 , ( ) 1.5sin( ) , ( ) 1.5sin( ) ,

0 0

2 0.22sin( ) 2sin( )
( ) 0 , ( ) 0 , 1 , 0.3 ,

0 0 1 0.5

0.95
0.8 0.95

0.02 , ,
0.2 0.05

0.03

x y

x y

   
      

      
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             

 
     
        

H F x F y

F x F y G 
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0.5sin( )

, ( ) 0.25 .
0.25sin(2 )

y y

t

t

 
  
  

u

 

اند و شرط که در بالا تعريف شده 2Fو  1Fبا توجه به دو تابع برداري 

هاي ، ثابت2شيتز فرضليپ
1 ،

2  و
t  به صورت

1 1.5  ،

2 2   3و . 5t  شود. پارامتر ناشناخته نتيجه میθ بردار توابع ،

)ساز شعاعی غيرخطی )x xu  مرتبط با سيستم لور پيرو و نگاشت

 .اندبه صورت زير فرض شده ρ(.)غيرخطی يكنواي 

 

 
 
 

1 1

2 2

3 3

0.9 0.4sin

1.5, ( ) 0.4 0.2cos ,

0.8 0.4sin

sgn( )( 2) if 0
( )

[ 2, 2] if 0

x x

x x

x x

x x

u u

θ = u u

u u
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 


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 

  
  

  
 

 
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)ي ساز در نظر گرفته شدهبا توجه به بردار توابع غيرخطی )x xu ،

ضرايب ثابت 
1 0.5

x
  ،

2 0 . 2
x

  ،
3 0 . 4

x
 ، 

1 1.3
x

 ، 

2 0.6
x

   و
3 0.5

x
  شوند. ماتريس مثبت معين متقارن نتيجه می

Pبه صورت ، = diag(3, 4,2)P  اختيار شده است که تساوي

Tماتريسی  G P H هاي بردار ورودي. شدبانيز همواره برقرار می

روزرسانی مرتبط کنترلی اعمالی به شمول ديفرانسيلی لور پيرو و قوانين به

( حاصل 39به صورت رابطه ) و  ي با دو پارامتر ثابت ناشناخته

استناد به  ( با39هاي رابطه )شوند. لازم به ذکر است که بردار وروديمی

اند. بنابراين انتظار (، نوشته شده1هاي کنترلی پيشنهادي رابطه )ورودي

هاي فرکانس بالايی در سيگنال کنترلی رخ خواهيم داشت که سوئيچينگ

 .دهد

(39) 

  

   
 

1 2 3

2 2 2
1 2 3

3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 1 2 3

3 3 3

ˆ ˆ3.5 3 4 2 , (0) 0.5

ˆ ˆ9 16 4 , (0) 0.25

ˆ ˆ3.5 , for 1,2,3

2 sgn( )

= 5 sgn( ) , 1.1

2.5 sgn( )

k i ii ik k

x

e e e

e e e

k

e

e

e

 

 



 

 

    

 

 

    

   

 

   

 
    
 
 

 

x e

Ae A x

x e

u

 

سازي ميان دو شمول سازي مرتبط با سنكروننتايج شبيه 4 تا 9هاي شكل

نشان  39هاي کنترلی رابطه را با اعمال ورودي 33ور رابطه ديفرانسيلی ل

هاي زمانی متغيرهاي حالت را با در نظر گرفتن پاسخ 9دهند. شكل می

(0)شرايط اوليه  [1 1 3]T x  (0)و [ 2 1.5 1]T   y  نشان

به تصوير کشيده شده  2سازي در شكل دهد. نمودار خطاي سنكرونمی
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سازي ي خطاهاي سنكرونتوان ديد که همهمی 2با دقت در شكل است. 

 3اند. شكل ثانيه به صفر همگرا شده 3.32تقريباً بعد از گذشت 

هاي کنترلی ورودي
xu اند، نشان را که به سيستم لور پيرو اعمال شده

هاي چينگبينی شده بود، سوئيدهد. همانطوري که از قبل نيز پيشمی

هاي پاسخ 4شود. شكل هاي کنترلی ديده میفرکانس بالا در سيگنال

دهد که در واقع تخمين دو پارامتر را نشان می ̂و  ̂زمانی مرتبط با 

شود که مشخص می 4هستند. با دقت در شكل  و  ي ثابت ناشناخته

اند که با همگرا شده 3.38و  3.9به  و  مقادير تخمين پارامترهاي 

1.5مقادير اصلی اين پارامترهاي ثابت ناشناخته     و

0.3124y    هستند که اين موضوع در واقع تاييدي بر متفاوت

 .باشدمی 3يادآوري 
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 (39لی )هاي کنتربا وجود ورودي ̂و  ̂هاي زمانی : پاسخ4شكل 
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Time,   sec 
 (32هاي کنترلی )با وجود ورودي ̂و  ̂هاي زمانی : پاسخ8شكل 

هاي کنترلی بخش را با اعمال وروديهاي مرتبط با همين زيرسازيشبيه

هاي فرکانس بالا کاهش يافته و کنيم تا سوئيچينگ( تكرار می32رابطه )

هاي کنترلی اعمالی به شمول لور پيرو تا حدود زيادي صاف و سيگنال

هاي ( با استناد به ورودي32هاي کنترلی رابطه )هموار شوند. ورودي

 .اند( نوشته شده23کنترلی پيشنهادي رابطه )

سازي دو شمول لور سازي مرتبط با سنكروننتايج شبيه 8ی ال 7هاي شكل

( نشان 32هاي کنترلی رابطه )( را با وجود ورودي33مرجع و پيرو رابطه )

هاي زمانی دو شمول لور مرجع و پيرو و همچنين خطاهاي دهند. پاسخمی

 7اند. شكل آورده شده 9و  7هاي سازي به ترتيب در شكلسنكرون

کشد که با دقت در اين ( را به تصوير می32رلی رابطه )هاي کنتورودي

هاي فرکانس بالا حذف توان تشخيص داد که سوئيچينگشكل می

 .دهدرا نشان می ̂و  ̂هاي زمانی مرتبط با نيز پاسخ 8شكل اند. شده

(32) 
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ˆ ˆ9 16 4 , (0) 0.25e e e 
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 Drillسازي دو سيستم سازي مرتبط با سنكرونشبيه 4-2

String 

و اجزاي  [94و  9] drill stringدر اين زيربخش، ابتدا سيستم 

شوند. همچنين در ادامه، دهنده آن به طور مختصر معرفی میتشكيل

معادلات ديناميكی اين سيستم همراه با پارامترهاي موجود در آن معرفی 

، دو ديسك DCکننده توان، موتور ه شامل تقويتخواهند شد. اين دستگا

چرخشی )يك ديسك چرخشی بالايی و يك ديسك چرخشی پايينی( و 

از طريق يك گيربكس به ديسك  DCباشد. موتور می 9ميله با سختی کم

از طريق کامپيوتر به آن داده  DCبالايی متصل بوده و ولتاژ ورودي موتور 

ايی دو ديسك بالايی و پايينی را به هم هشود. ميله با سختی کم به گونمی

 
1 Low-stiffness string 

توانند حول مرکزهاي هندسی متصل کرده است که هر دو ديسك می

ايی مرتبط با هر يك از دو هاي زاويهخود به راحتی بچرخند. وضعيت

شوند. گيري میجداگانه اندازه 2ديسك با استفاده از دو انكودر افزايشی

( آورده شده 33سيستم در رابطه ) کننده اينمعادلات ديناميكی توصيف

 .[94و  9]است 

(33) ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

u u u l fu u m

L L u l fl l

J θ k T k u

J θ k T





  

  

    

   
 

بيانگر ورودي کنترلی )همان ولتاژ ورودي به موتور  uدر اين رابطه، 

DC ي است که مقدار آن به بازه[ 5 , 5 ]v v باشد(، محدود می
u  و

l ايی ديسك بالايی و پايينی نيز به ترتيب بيانگر وضعيت زاويه

باشند. می
uJ ،k ،

mk  و
LJ  ضرايب ثابتی هستند که مقاديرشان در

بيانگر گشتاور اصطكاکی است که بر  fuTآورده شده است.  9جدول 

( بيان 34روي ديسك بالايی وارد شده و اين گشتاور با استفاده از رابطه )

 .[94و  9]شود می

(34) 
( )sgn( ) ( ) for 0

( )
[ , ] for 0

( ) sgn( )

cu u u u u u u
fu u

su su su su u

cu u su su u u u u u

T b b
T

T T T T

T T T b b

   




   

   


   

   

 

در اين رابطه، 
ub ،

suT ،
suT  و

ub  ضرايب ثابتی هستند که

نيز به طور مشابه بيانگر  flT( آورده شده است.9مقاديرشان در جدول )

گشتاور اصطكاکی است که بر روي ديسك پايينی وارد شده و با رابطه 

 .شود( توصيف می37)

(37) 

( )sgn( ) 0.1 for 0
( )

[ , ] for 0

( ) ( )

sl
l

sl

cl l l l l

fl l

sl sl l

cl l cl sl cl l l

T
T

T T

T T T T e b






   




 


  


 

   

 

(، 37در رابطه )
lb ،

sl ،
clT ،

slT  و
sl  ضرايب ثابتی هستند که

 .آورده شده است 9مقاديرشان در جدول 
 [94و  9] Drill-stringمقادير ضرايب ثابت مدل ديناميكی سيستم : 9ل جدو

 واحد مقدار پارامتر

mk
 

4.3228 [N.m/v] 

uJ
 

0.4765 [kg.m2] 

suT
 

0.37975 [N.m] 

suT
 

-0.00575 [N.m] 

ub
 

2.4245 [kg.m2/rad.sec] 

ub
 

-0.0084 [kg.m2/rad.sec] 

k  
0.075 [N.m/rad] 

LJ
 

0.035 [kg.m2] 

slT
 

0.26 [N.m] 

clT
 

0.05 [N.m] 

sl
 

2.2 [rad/sec] 

sl
 

1.5 [-] 

lb
 

0.009 [kg.m2/rad.sec] 

 
2 Incremental encoder 
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با انتخاب بردار متغيرهاي حالت به صورت 

1 2 3= [ ] [ ]T T
u l u ly y y     y معادلات ديناميكی ،

مرجع در قالب معادلات سيستم شمول لور به صورت  drill-stringسيستم 

 .گردد( نتيجه می39رابطه )

(39) = + ( ), ( )y y y yy  y A G u Hy    

3هاي در اين رابطه، ماتريس 3A ،3 2G  2و 3H ،

)2نگاشت غيرخطی يكنواي  )Hy هاي کنترلی و بردار ورودي
3( )y y u به صورت زير قابل بيان هستند. 

 
0 1 1 0 0

0 1 0
/ 0 0 , 1/ 0 ,

0 0 1
/ 0 0 0 1/

u u

l l

k J J
k J J




   
       
        

A G H 

 22
2

3 3

0
( )

( ) , ( )
( )

0

mfu
y y

fl u

kT yy
u

y T y J

 
              
 

u  

در واقع ولتاژ  2uهمانطوري که در بالا نيز ذکر شد بايد توجه داشت که 

ي که همواره مقدار اين ولتاژ بايد در محدوده ورودي به بخش درايو بوده

[ 5 ,5 ]v v  قرار داشته باشد تا آسيبی به اجزاي الكتريكی سيستم وارد

 drill stringورودي به سيستم  ايم که ولتاژنشود. در اين مثال، فرض کرده

مقدار ثابت  ،مرجع
2 2.7u   است. ماتريسA  نيز به صورت ترکيب

خطی محدب دو ماتريس معلوم 
1A  و

2A شود که در زير اين نوشته می

ترکيب خطی نشان داده شده است. بايد توجه داشت که در ادامه در 

شود رو، فرض میپي drill stringهاي کنترلی براي سيستم طراحی ورودي

که دو ضريب ثابت 
1  و

2  نامعلوم هستند و در اختيار طراح قرار

 .ندارند

 
1
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2
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( در 37پيرو نيز به صورت رابطه ) drill stringمعادلات ديناميكی سيستم 

 .شوندنظر گرفته می

(37) 
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کنيم که دو ضريب ثابت در ادامه فرض می
1 2و  نامعلوم هستند و در

 drill stringسازي دو سيستم اختيار طراح قرار ندارند. براي سنكرون

0]2هاي کنترلی ، بردار وروديمرجع و پيرو 0]
x

T

x uu  بايد چنان

پيرو متغيرهاي حالت  drill stringطراحی شود که متغيرهاي حالت سيستم 

متناظر سيستم مرجع را به خوبی دنبال کنند و خطاهاي ميان متغيرهاي 

ساز حالت متناظر به سمت صفر همگرا شوند. با توجه به بردار غيرخطی

( )x xu ( در نظر37که در رابطه )  گرفته شده است، ضريب ثابت
2x

 

به صورت 
2 /

x m uk J  شود. ماتريس مثبت معين متقارن نتيجه می

P  نيز به صورت= diag(0.5, , )u lJ JP  انتخاب شده است که براي

T=اين مثال شرط تساوي ماتريسی 
G P H بردار . سازدرا برآورده می

ي پيرو به صورت رابطه drill stringهاي کنترلی اعمالی به سيستم ورودي

 .شود( حاصل می38)

(38) 
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 drill stringسازي دو سيستم نتايج مرتبط با سنكرون 92الی  1هاي شكل

(، نشان 38هاي کنترلی رابطه )ورودي( را با وجود 37( و )39هاي )رابطه

مرجع و پيرو در هاي زمانی متغيرهاي حالت دو سيستم پاسخدهند. می

آورده شده است و شرايط اوليه براي اين دو سيستم به صورت  1شكل 

(0) [0.1 0.2 0.1]Ty  و( 0) [ 2 1 .5 1]Tx  در نظر گرفته شده

سازي مرتبط با دو سيستم اي سنكرونپاسخ زمانی خطاه 93است. شكل 

 3کشد که تقريباً بعد از گذشت ( را به تصوير می37( و )39هاي )رابطه

و تمامی خطاهاي  ثانيه، متغيرهاي متناظر با هم سنكرون شده

 .اندسازي به صفر همگرا شدهسنكرون
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پيرو با مرجع و  drill stringهاي زمانی متغيرهاي حالت دو سيستم : پاسخ1شكل 

 (38هاي کنترلی )اعمال ورودي
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با  drill stringسازي دو سيستم هاي زمانی خطاهاي سنكرون: پاسخ93شكل 

 (38هاي کنترلی )اعمال ورودي
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: پاسخ زمانی ورودي کنترلی 99شكل 

2xu ( اعمال شده به سيستم 38رابطه )

drill string ( 37پيرو رابطه) 

ورودي کنترلی  99 شكل
2xu دهد که به سيستم را نشان میdrill string 

دهد که ورودي . اين شكل به خوبی نشان میپيرو اعمال شده است

کنترلی 
2xu  هاي بالاي شديدي است که سوئيچينگ فرکانسداراي

سازي عملی ي کنترلی را در پيادهمطلوب نبوده و تقريباً اعمال اين ورود

آورده شده است. با  92نيز در شكل  ̂سازد. پاسخ زمانی غيرممكن می

 2.2به حدود  ̂شود که مقدار نهايی مشخص می 92دقت در شكل 

که برابر با  رسيده است و با مقدار واقعی پارامتر 

2( / ) 24.5m uk J u  باشداست، متفاوت می. 
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 (38با اعمال ورودي کنترلی ) ̂: پاسخ زمانی 29شكل 
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مرجع و پيرو  drill stringهاي زمانی متغيرهاي حالت دو سيستم پاسخ: 93شكل

 (31هاي کنترلی )با اعمال ورودي

هاي بخش را با اعمال وروديهاي مرتبط با همين زيرسازيدر ادامه، شبيه

هاي فرکانس بالاي کنيم تا سوئيچينگ( تكرار می31کنترلی رابطه )

 .ورودي کنترلی را تا حد زيادي کاهش دهيم

(31) 
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سازي دو سيستم سازي مرتبط با سنكروننتايج شبيه 99الی  93هاي شكل

( به 31( را با وجود اعمال ورودي کنترلی رابطه )37( و )39هاي )رابطه

لازم به ذکر است که تمامی  دهند.نشان میپيرو  drill stringسيستم 

اند و در سازي قبل انتخاب شدهشرايط اوليه به طور مشابه و يكسان با شبيه

( جايگزين ورودي کنترلی رابطه 31واقع فقط ورودي کنترلی رابطه )

هاي زمانی متغيرهاي به ترتيب پاسخ 94و  93 هاي( شده است. شكل38)

سازي را مرجع و پيرو و خطاهاي سنكرون drill stringحالت دو سيستم 

 دهند. ( نشان می31با اعمال ورودي کنترلی رابطه )

ورودي کنترلی  97شكل 
2xu کشد که به سيستم را به تصوير میdrill 

string دهد نشان می 99و  97مقايسه ميان دو شكل . پيرو اعمال شده است

هاي فرکانس بالا تا حد بسيار زيادي در اين حالت کاهش که سوئيچينگ

سازي عملی قابل اعمال به در پياده 97يافته است و ورودي کنترلی شكل 

را با وجود ورودي  ̂نيز پاسخ زمانی  99شكل  باشد.سيستم پيرو می

به  ̂دهد که در اين حالت نيز مقدار نهايی ( نشان می31کنترلی رابطه )

 .همگرا نشده است مقدار واقعی و نامی پارامتر 
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string ( 37پيرو رابطه) 
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پاسخ زمانی ورودي کنترلی : 99شكل

2xu ( اعمال شده به سيستم 31رابطه )drill 

string  (37)پيرو رابطه 

 گيرينتيجه -5

تري از شمول ديفرانسيلی در اين مقاله، در ابتدا مدل جامع و کامل

سازي دو هاي ديگر ارائه شد و در ادامه مسئله سنكرونلور نسبت به مدل

شمول ديفرانسيلی لور با فرض ناشناخته بودن پارامترهاي شمول لور و 

هاي وديسازهاي شعاعی در مسير ورهمچنين فرض وجود غيرخطی

هاي کنترلی، مورد بررسی قرار گرفت. در اين راستا، دو دسته ورودي

ساز با استفاده مستقيم از تئوري پايداري لياپانوف طراحی کنترلی سنكرون

هاي کنترلی به علت استفاده از تابع ي اول از وروديگرديدند. دسته

دوم  هاي فرکانس بالايی بودند که در دستهعلامت داراي سوئيچينگ

هاي کنترلی پيشنهادي، اين مشكل برطرف شد. پايداري ديناميك ورودي

سازي و همگرا شدن اين خطاها به صفر با وجود سنكرونخطاهاي 

هاي کنترلی با استفاده از تئوري پايداري ي وروديهرکدام از دو دسته

لياپانوف به اثبات رسيدند. براي نشان دادن عملكرد و کارايی بالاي 

سازي کامپيوتري در ادامه مقاله هاي کنترلی طراحی شده، دو شبيهيورود

سازي مرتبط با يك کاربرد عملی هاي شبيهآورده شدند که يكی از مثال

را مورد  drill stringسازي دو سيستم بود و در واقع مسئله سنكرون

هاي کامپيوتري نيز کارايی سازيسازي قرار داد. نتايج شبيهشبيه

سازي اي کنترلی را در پايدارسازي ديناميك خطاهاي سنكرونهورودي
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 1پيوست 

با توجه به تعريف 
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n

k d dkd
e p


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