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ّب عیغتني ثزخی اس ایدر ای اعت. ّوچٌیي در ثغیبری اس وبرثزدّبی ػولی ثزرعی پبیذاری هجبًجی ًمبه تؼبدل یه عیغتن دارای اّویت ٍیضُ: چکیده

ّبی هثجت وِ در فزایٌذّبی ؽیویبیی ثزای هثبل عیغتن .اعتهحذٍد ثِ ثخؾی اس فنبی حبلت  ّبٍجَد پبعخ در ایي عیغتن ؽَین وِهَاجِ هی ٍمؼیتیثب 

 ًتخبة هٌبعجی ًیغت؛ّویؾِ اّب تحلیل پبیذاری ثب اعتفبدُ اس رٍػ هغتمین لیبپبًَف عیغتن در ایي ًَع ثبؽٌذ.هتذاٍل ّغتٌذ دارای هتغیزّبی حبلت ًبهٌفی هی

یه  ًیبس ثِ تنویي ٍجَد حذاللّوَارُ  ٍ ثبؽذوبفی هی ،ؽَدآًجب هحذٍد هیّب ثِ اس فنبی حبلت وِ ٍجَد پبعخ یثخؾ ثزرعی ؽزایو لیبپبًَف درسیزا 

ای گَؽِ ثب ػٌَاى پبیذاری  پبیذاری ی اس ثِ تؼزیف ًَع دیگزهمبلِ اس ایي رٍ در ایي  .ًخَاّذ ثَد وِ دارای ؽزایو لیبپبًَف اعت ؽبهل ًميِ تؼبدل للوزٍ

ای هؾبثِ لنیِ. ؽزایو تنویي ایي ًَع پبیذاری تَعو اعت ّبعیغتنایي گًَِ  در تؼبدل ًمبهوِ جبیگشیي هٌبعجی ثزای ثزرعی پبیذاری هجبًجی پزداسین هی

 . دّینهیای ًميِ تؼبدل ٍالغ در هجذا را هَرد ثزرعی لزار ، پبیذاری گَؽِلنیِایي ثزای دٍ عیغتن هتفبٍت ثب اعتفبدُ اس ؽَد ٍ هیثب لنیِ لیبپبًَف ارائِ 

 

 .پبیذاری هجبًجیحلیل پبیذاری، پبیذاری لیبپبًَف، ّبی هثجت، ت، عیغتنخَدگزداىّبی عیغتنکلمات کلیدی: 

Corner Stability in Nonliner Autonomous Systems 
 

Arsalan Rahimabadi, Hamidreza Taghirad 

Abstract: ‎In many practical applications, studying the asymptotic stability of equilibrium points of a system are 

of utmost importance. Furthermore, in some of such cases the response is restricted to only a sector of the state 

space. For example positive systems that are really common in chemical processes, have non-negativestate 

variables. For such systems stability analysis of the system using direct Lyapunov stability is not a suitable 

choice everywhen, since it suffices to consider of Lypunov conditions in a part of the state space that the 

existence of solutions is restricted to there and the existence guarantee of at least a domain that includes the 

equilibrium point & has the Lypunov conditions, will not be required every time. In this paper a new notion of 

stability which is called corner stability is defined which is more suitable for studying asymptotic stability of 

equilibriumpoints in such systems. To derive the sufficient condition of corner stability a theorem is stated in 

this paper, and for two different cases studies corner stability of an equilibrium point at the origin, is studied 

according to this theorem. 
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 مقدمه -1

یه عیغتن دیٌبهیىی ثیبى ؽذُ پبعخ تؼبریف فزاٍاًی در هَرد پبیذاری 

هزاجؼِ  [1] ثِهی تَاًیذ ریف اس ایي تؼب ایهيبلؼِ تبریخچِ وِ ثزای  اعت

تَاى هیعیغتن دیٌبهیىی یه  پبعخ پبیذاریثزای اس تؼبریف هتذاٍل  وٌیذ.

 ، پبیذاری[3]2، پبیذاری صاوَفغىی[2]( 1ثِ پبیذاری پَاًىبرُ )یب اُرثیتبلی

 
1Orbitally stability 

ثزای حبلتی وِ ّذف تحلیل  .[ اؽبرُ وزد4] پبیذاری هجبًجی ٍ [4]لیبپبًَف 

پبیذاری یه ًميِ تؼبدل اعت تؼبریف هزثَه ثِ پبیذاری پَاًىبرُ، 

ثبؽٌذ. اس ایي رٍ ثِ تجییي پبیذاری لیبپبًَف صاوَفغىی ٍ لیبپبًَف هؼبدل هی

وٌین. ًميِ ثزای یه ًميِ تؼبدل در ارتجبه ثب ایي عِ پبیذاری ثغٌذُ هی

 ثب اگز ،ِ هفَْم لیبپبًَف گَیٌذتؼبدل یه عیغتن دیٌبهیىی را پبیذار ث

                                                                                                             
 

2Zhukovsky stability 
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ثبلی ثِ اًذاسُ دلخَاُ ًشدیه ًميِ تؼبدل  اًتخبة ؽزه اٍلیِ هٌبعت، پبعخ

ّبی ػولی پبیذاری ثِ هفَْم لیبپبًَف وبفی یبری اس وبرثزدثغدر  ثوبًذ.

    ٍ ػلاٍُ ثز آى ّوگزا ؽذى پبعخ ثِ ًميِ تؼبدل ًیش هذ ًظز لزار  ًیغت

           گیزد، وِ در ایي فَرت ًميِ تؼبدل را پبیذار هجبًجی گَیٌذ.هی

    ، رٍػ هغتمین لیبپبًَفثزای تنویي پبیذاری هجبًجیتزیي وبر ایپبیِ

ثزای اثجبت پبیذاری هجبًجی ًميِ تؼبدل هزثَه ثِ [. در ایي رٍػ 4] ثبؽذهی

ّذف ثذعت آٍردى تبثغ هؼیي هثجتی اعت، وِ یه عیغتن خَدگزداى، 

در ٍالغ در ایي رٍػ هغئلِ  ذ.ثبؽ هؼیي هٌفیهؾتك آى ًغجت ثِ سهبى 

ثِ هغئلِ ثذعت آٍردى  ،ًميِ تؼبدل یه عیغتنهجبًجی تنویي پبیذاری 

 ؽَد.تبثغ لیبپبًَف، تجذیل هی

ّبی پبیب ؽزایو لنیِ ، ثب اعتفبدُ اس هفبّین هجوَػِ[5]در همبلِ خَد  1لاسال

لیبپبًَف را ثزای تنویي پبیذاری هجبًجی ًميِ تؼبدل یه عیغتن 

، ؽزه هؼیي هٌفی ثَدى هؾتك [6]خَدگزداى، عبدُ عبسی وزد. در هزجغ 

 2تبثغ ًغجت ثِ سهبى در لنیِ لیبپبًَف ثزای حبلت پبیذار هجبًجی یىٌَاخت

سهبى ًیوِ هؼیي  ( هؾتك تبثغ ًغجت ث1ِثب دٍ ؽزه دیگز جبیگشیي گؾت؛ 

 داؽتِ     هَجَد ثبؽذ، وِ ثزای توبم     ( یه 2هٌفی ثبؽذ، 

∫ثبؽین:   ̇    )  )
   

 
      ‖   )‖) یه تبثغ   ؛ وِ   

(   اعت، وِ ؽزه    رٍی  3هثجتییىٌَا وٌذ. در را ارمب هی   

[ ثب در 6ًؾبى دادُ ؽذ، وِ تٌْب ؽزه دٍم ارائِ ؽذُ تَعو هزجغ ] [7]هزجغ 

ثزای جبیگشیٌی ثب ؽزه هؼیي هٌفی ثَدى    در ولاط   ًظز گزفتي تبثغ 

هؾتك تبثغ در لنیِ لیبپبًَف، ثزای اثجبت پبیذاری هجبًجی یىٌَاخت وبفی 

ًؾبى دادُ ؽذ، وِ اگز ؽزه دٍم ارائِ ؽذُ  [8]اعت، ّوچٌیي در هزجغ 

تَاى آى اس سهبى ثزلزار ثبؽذ، هی 4[ ثزای دًجبلِ اویذا فؼَدی6تَعو هزجغ ]

ًَف، ثزای اثجبت را جبیگشیي ؽزه هؼیي هٌفی ثَدى هؾتك تبثغ در لنیِ لیبپب

 پبیذاری هجبًجی یىٌَاخت داًغت. 

اعت، ؽیَُ اعتفبدُ هؼزفی ؽذُ  [9،10]تبثغ لیبپبًَف ثزداری وِ در هزاجغ 

دّذ. در ٍالغ در ّبی ثب اثؼبد ثبلا تَعؼِ هیاس لنیِ لیبپبًَف را ثزای عیغتن

ول عیغتن عؼی ایي رٍػ ثِ جبی ثذعت آٍردى یه تبثغ لیبپبًَف ثزای 

ٍ حذالل ًیوِ هؼیي هثجت ثِ  5عیغتن یه تبثغ وبّؾیثزای ّز سیز ؽَدهی

∑  ثذعت آٍرین تب تبثغ  (      فَرت      
 
،     ثزای     

ًبهشد تبثغ لیبپبًَف ثزای یه  ثِ ػٌَاى    هؼیي هثجت ثبؽذ، آًگبُ تَاثغ 

ثب اّذ ثَد. وبًذیذای تبثغ لیبپبًَف ثزای ول عیغتن خَ  عیغتن ٍ تبثغ سیز

[ 11،12، هزاجغ ][11]اعتفبدُ اس لن لیبط تؼوین یبفتِ، تؼزیف ؽذُ در هزجغ 

اًذ. آًْب تبثغ لیبپبًَف ثزداری را ثِ فَرت دیگزی هَرد اعتفبدُ لزار دادُ

 
1 LaSalle 

 
ؽَد ّبی خَدگزداى هحذٍد هیًَؽتِ ثِ عیغتنایي هيبلت ثب تَجِ ثِ ایي وِ 2

 ثذیي هؼٌی وِ در عیغتوْبی خَدگزداىخَاؿ هزثَه ثِ پبیذاری یىٌَاخت اعت. 

 ثبؽذ.پبیذاری هجبًجی هؼبدل ثب پبیذای هجبًجی یىٌَاخت هی

3Positive monotonic function 
4Strictly increasing 
5Decrescent 

̇ ّبی ًبهغبٍی ثزداری پبعخای ثیي راثيِ ٍ عیغتن  ((        

 ̇ دّذ اًذ، وِ ًؾبى هی، را ثذعت آٍردُ      ثب  ((        

    اگز تبثغ 
 
→ ثبؽذ ٍ ثزای ؽزایو اٍلیِ داؽتِ   در ولاط    

(       ثبؽین:  (      ؛ آًگبُ خَاّین داؽت: (           ) .

̇ حبل اگز ًميِ تؼبدل ثزای عیغتن  پبیذار هجبًجی ثبؽذ،  ((        

ثزای اثجبت پبیذاری   آًگبُ ًميِ تؼبدل ثزای عیغتوی وِ تبثغ ثزداری 

هجبًجی آى در ًظز گزفتِ ؽذُ اعت، پبیذار هجبًجی خَاّذ ثَد. در ایي 

 ًیغت. (     ̇ رٍػ ًیبس ثِ هؼیي هٌفی ثَدى تَاثغ 

[، اس هؾتمبت ثبلاتز یه تبثغ ثزای اثجبت 13،14،15،16،17در هزاجغ ]

[ 13پبیذاری هجبًجی ًميِ تؼبدل یه عیغتن اعتفبدُ ؽذُ اعت. در هزجغ ]

را ثب ؽزه هؼیي  ̇ ّبی خَدگزداى، ؽزه هؼیي هٌفی ثَدى تبثغ ثزای عیغتن

در ثزخی اس ًَاحی     ثِ اسای  {(  ̈   (  ̇ }    هٌفی ثَدى تبثغ 

هجبٍر هجذا )ًميِ تؼبدل در هجذا فزك ؽذُ اعت(، جبیگشیي ؽذُ اعت. در 

 (  ̇ ؽَد وِ ثزآٍردُ هیٍلتی ؽذُ اعت، ایي ؽزه [ ًؾبى دادُ 14هزجغ ]

فبیذُ اعت، ّوچٌیي ٍ ایي یؼٌی اعتفبدُ اس ایي ؽزه ثی ثبؽذهؼیي هٌفی 

(  ̉        [، ؽزه 14هزجغ ]     ̈  )   ̇  ) ثب    

[، 15هزجغ ] وزد. (  ̇ ، را جبیگشیي ؽزه هؼیي هٌفی ثَدى        

(   اس ًبهغبٍی  ٍ همبیغِ وزدى آى ثب  (  (        ̇       

(   عیغتن ووىی  اعتفبدُ وزد ٍ ًؾبى  (  (        ̇       

پبیذار   داد وِ اگز ًميِ تؼبدل عیغتن ووىی ثب هیذاى ثزداری در ولاط 

، پبیذار (   هجبًجی ثبؽذ، آًگبُ ًميِ تؼبدل عیغتن تَفیف ؽذُ ثب حبلت 

ّبی   ثب   [ ًؾبى دادُ ؽذ، اگز تبثغ ثزداری 17هجبًجی اعت. در هزجغ ]

ًبهغبٍی ثزداری  هَجَد ثبؽذ تب ثتَاًذ هؼیي هثجت،   وبّؾی ٍ 

     ̇ ،  ثب هبتزیظ پبییي هثلثی    [(‖ ‖              ] 

  در ولاط   ؽَد )تبثغ ًجی عیغتن تنویي هیوٌذ، پبیذاری هجبرا ثزلزار 

 اعت(.

، هؼزفی ؽذُ اعت. تبثغ لیبپبًَف 6[ تبثغ لیبپبًَف دیٌبهیه18در هزجغ ]

تَفیف    وِ ؽَد، تؼزیف هی (     دیٌبهیه ثِ فَرت سٍج هزتت 

̇ وٌٌذُ هؼبدلِ ثِ فَرت  ف یه تبثغ لیبپبًَ  ٍ      ثب  (      

اعت.   [(       (   ]  [̇ ̇ ]فَرتیبفتِ ثِ تَعؼِثزای عیغتن 

اثجبت پبیذاری عیغتن ثب اعتفبدُ اس تبثغ لیبپبًَف دیٌبهیه، هزتجو ثب ثذعت 

  ثزای هؼبدلِ   (   آٍردى جَاة 

  
   )  ثبؽذ.  هی ((        

 7خَاّین پبیذاری هجبًجی ًميِ تؼبدل یه عیغتن هثجتوٌیذ هی فزك

در ایي فَرت وبفی خَاّذ ثَد وِ را هَرد ثزرعی لزار دّین.  [19،20]

ّب در تؼزیف پبیذاری هجبًجی ثزای ثخؾی اس فنبی حبلت وِ همذار حبلت

 
6 Dynamic Lyapunov Functions 

،    ّبی ّبی آى در ّوِ سهبىیؼٌی عیغتوی وِ ّوِ حبلت عیغتن هثجت 7

وٌتزل عيح هبیغ، ّبی ػولی ًظیز ّب در عیغتنًبهٌفی ّغتٌذ. ایي دعتِ اس عیغتن

ٍ ...  ؽیویبیی )غلظت هَاد همذاری ًبهٌفی اعت( ّبیروتَروٌتزل دهبی هيلك، 

 وبرثزد دارًذ.
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فبدُ اس لنبیبی اعتهوىي اعت، آى هثجت اعت ثزآٍردُ گزدد. ّوچٌیي 

همذٍر ًجبؽذ  ّبعیغتنگًَِ در ایي  ،پبیذاری هجبًجی تنویيهتذاٍل ثزای 

اس عَی دیگز اوثز وبرّبی اًجبم ؽذُ در سهیٌِ . ( هزاجؼِ وٌیذ(1) )ثِ هثبل

ٍ ّوگي  [21] ّبی خيیّبی هثجت، هزثَه ثِ عیغتنتحلیل پبیذاری عیغتن

ّبی ػولی هبًٌذ ّوچٌیي در ثغیبری اس عیغتنثبؽذ. هی[ 22،23،24،25]

ّبی هثجت هوىي اعت ثب هحذٍدیت فیشیىی ثزای ٍجَد پبعخ در عیغتن

ای هؾبثِ ثب لنیِ تَعؼًِیبس ثِ  اس ایي رٍبی حبلت رٍثزٍ ثبؽین. ثخؾی اس فن

 ؽَد. ّب احغبط هیعیغتنگًَِ لنیِ لیبپبًَف در ارتجبه ثب ایي 

 ایپایداری گوشهتعریف  -2

 عیغتن خَدگزداى ثِ فَرت سیز را در ًظز ثگیزیذ.

 ̇     )  (1)  

   تبثغ 
 
→ ؽیتش هحلی اعت؛ ؽبهل هجذا، لیپ      در للوزٍ    

 ّوچٌیي هجذا ًميِ تؼبدل ایي عیغتن اعت.
 

ثبؽذ ٍ ثزای توبم   فؾزدُ، در ای سیزهجوَػِ  : فزك وٌیذ [26](1لنیِ )

ثيَر وبهل      ( ثب ؽزه اٍلیِ 1عیغتن ) ّزپبعخ،     ّبی سهبى

لزار ثگیزد. در ایي فَرت پبعخ یىتبیی وِ ثِ اسای جویغ همبدیز   درٍى 

 ؽَد؛ ٍجَد دارد.تؼزیف هی      
 

ای ( را پبیذار گَؽ1ِ(: ًميِ تؼبدل ٍالغ در هجذا ثزای عیغتن )1تؼزیف )

𝜔گَیین، اگز للوزٍ  هزسی  ای یبفت ؽَد وِ هجذا یه ًميِثِ گًَِ   

𝛺 ثزای ایي للوزٍ ثبؽذ ٍ ّوچٌیي هجوَػِ  𝜔 یه تؾىیل  { } 

 𝛺 در هجوَػِ (   وِ ثزای ّز پبعخ  هثجت ثذّذ، ثِ فَرتی پبیب هجوَػِ

 :1داؽتِ ثبؽین

              ‖    )‖     )  

 
⇒ {

‖   )‖                

    
 
→ ‖   )‖                     

  
(2)  

 

 ایپایداری گوشهشرایط تضمیه  -3

( را در ًظز ثگیزیذ. حبل فزك 1: عیغتن خَدگزداى ثب هؼبدلِ )( 2)لنیِ 

    وٌیذ تَاثغ  
 
→   ٍ    

 
→ ثب هؾتمبت جشئی هزتجِ اٍل پیَعتِ   

وِ ؽزایو )*( را ثزآٍردُ وٌٌذ، هَجَد ثبؽٌذ. در ایي فَرت ًبحیِ 

𝛺 ای هجذا تنویي گَؽِ یداؽت وِ ثزای آى پبیذارٍجَد خَاّذ    

 گزدد.هی

 )*(: ؽزایو

𝛺( للوزٍ 1
 
 :2ای هَجَد ثبؽذ وِثِ گًَِ   

   𝛺
 

 
⇒    )       𝛺

 
       )            (3)  

 
 تَاًذ ثبؽذ. هی  ّبی هتٌبظز ّز یه اس ًزم ‖ ‖ًوبد   1

2     )  {      ‖ ‖   } 

𝛺ٍ ّوچٌیي ثزای هزس 
 

 :3ثبؽینداؽتِ 

    𝛺
 

 
⇒     )      ‖ ‖      

    𝛺
 
  𝛺

 
       )     

(4)  

𝛺للوزٍ ( 2
 
 𝛺

 
 ای هَجَد ثبؽذ وِ:ثِ گًَِ 

   𝛺
 

 
⇒ ̇   )      (5)  

𝛺ٍ ّوچٌیي ثزای هزس 
 

 ثبؽین:داؽتِ 

    𝛺
 

 
⇒  ̇   )      ‖ ‖      

    𝛺
 
  𝛺

 
       )     

  {   𝛺  { }   ̇   )   }  

[    𝛺
 
]    𝛺

 
  

(6)  

𝛺للوزٍ ( 3
 
 𝛺

 
 ای هَجَد ثبؽذ وِ:ثِ گًَِ 

   𝛺
 

 
⇒    )        𝛺

 
       )          (7)  

𝛺ثزای هزس  ٍ ّوچٌیي
 

 ثبؽین:داؽتِ 

    𝛺
 

 
⇒     )      ‖ ‖                

    𝛺
 
  𝛺

 
       )     

𝛺̅  { }  𝛺   

(8)  

𝛺( للوزٍ  4
 
 𝛺

 
 ای هَجَد ثبؽذ وِ:ثِ گًَِ 

   [𝛺
 
 𝛺

 
]
  
⇒  ̇   )     

 𝛺
 
       )             

(9)  

𝛺ٍ ّوچٌیي ثزای هزس 
 

 ثبؽین:داؽتِ 

    𝛺
 

 
⇒  ̇   )     ‖ ‖              

    𝛺
 
     𝛺

 
       )     

[𝛺̅  { }]  𝛺   
 

(10)  

 𝛺 للوزٍاثجبت: 
 وٌین:را ثِ فَرت سیز تؼزیف هی  

𝛺 
  𝛺

 
      )               (11)  

𝜋للوزٍ 
 

 وٌین:را ثِ فَرت سیز تؼزیف هی 

𝜋
 
 {  𝛺 

       )   }             (12)  

را   ٍ ایي وِ ّز چمذر ّن وِ همذار  (    ثب تَجِ ثِ پیَعتِ ثَدى تبثغ 

𝜋وَچه وٌین للوزٍ 
 

 ًبتْی ثبلی خَاّذ هبًذ، خَاّین داؽت: 

   𝜋   (13)  

 
3 𝛺

 
 ،  

𝛺هزس، درٍى ٍ ثغتبر هجوَػِ تزتیت ثیبًگز ثِ   ̅ ٍ   
 

 ثبؽذ.هی 
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 ّب در ؽزایو )*(: ًوبیؼ ٌّذعی هجوَػ1ِؽىل

 وٌذ.در راثيِ سیز فذق هی  ٍ ّوچٌیي 

        (14)  

 ؽَد.فَرت سیز هحبعجِ هیثِ    وِ 

             )        

    {   𝛺 
   ‖ ‖    }  

(15)  

  رٍی  (    یه هجوَػِ فؾزدُ اعت ٍ تبثغ   ثب تَجِ ثِ ایي وِ 
پیَعتِ اعت پظ رٍی آى، هیٌیون خَاّذ داؽت. ّوچٌیي ثب تَجِ ثِ رٍاثو 

(6( ٍ )10 ،)  𝛺
 

ثبؽذ، درًتیجِ هثجت هی  رٍی  (    اعت پظ  

ثزای .    𝜋   خَاّین ًؾبى دّین: ذ ثَد. حبل هیخَاّ     

 خَاّین داؽت:  𝜋تبر ثغ

𝜋̅  [𝛺 
  {  𝛺         )   }]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     

[𝛺̅ 
  {  𝛺̅         )   }]  

(16)  

 خَاّین داؽت: (16)درًتیجِ ثزای ػجبرت عوت راعت راثيِ 

[𝛺̅ 
  {  𝛺̅         )   }]    

{  𝛺̅ 
         )   }  

(17)  

ٍجَد دارد وِ      . در ایي فَرت ًميِ    𝜋   فزك خلف: 

( 15ثب تَجِ ثِ راثيِ )  رٍی    ًیش خَاّذ ثَد. ثزای ًميِ   𝜋 ػنَ 

(     خَاّین داؽت:  خَاّین   𝜋    ٍ ّوچٌیي ثزای     

(       داؽت:  اعت؛ پظ فزك خلف      چَى  وِ،   

 اعت.    𝜋   ثبىل ٍ 

 𝛺للوزٍ 
 وٌین:را ثِ فَرت سیز تؼزیف هی  

𝛺 
  𝛺

 
      )  (18)  

 

 
  𝜋ًوبیؼ ٌّذعی هجوَػِ :  2 ؽىل

 وٌین:را ثِ فَرت سیز تؼزیف هی   للوزٍ 

   {  𝛺 
       )   }             (19)  

را   ٍ ایي وِ ّز چمذر ّن وِ همذار  (    ثب تَجِ ثِ پیَعتِ ثَدى تبثغ 

 وَچه وٌین للوزٍ 
 

 ًبتْی ثبلی خَاّذ هبًذ، خَاّین داؽت: 

       (20)  

 𝛺تَجِ ثِ ایي وِ  ّوچٌیي ثب
  𝛺 

( ًتیجِ 19( ٍ )12) ٍ ثزاعبط رٍاثو  

 .  𝜋   ؽَد: هی

[    𝜋]وٌین: حبل اثجبت هی  [𝛺  𝛺 ]( 11. ثب تَجِ ثِ رٍاثو ٍ )

[    𝜋]( دارین: 12)  𝛺   :پظ وبفی اعت ًؾبى دّین ،

[𝜋    ]  𝛺    فزك وٌیذ .   [𝜋    ]  یؼٌی   𝜋  ٍ 

. درًتیجِ خَاّین   𝛺   دارین:  (19)اعت ثب تَجِ ثِ راثيِ       

 داؽت:

[𝜋    ]  [𝛺  𝛺 ]  (21)  

 دارین:  𝜋ثزای للوزٍ 

    𝜋   

 
⇒     )             )     

    𝜋     
(22)  

 𝛺̅ؽَد: ( ًتیجِ هی18( ٍ )10ثب تَجِ راثيِ )
  { }  𝛺̅  { }  𝛺  ،

 پظ دارین:

       { }
 
⇒     )     (23)  

 دارین:   ثزای للوزٍ 

      

 
⇒     )         ̇   )     

        
(24)  

 ًَؽت: تَاىهی  𝜋ثزای للوزٍ 

𝜋      [𝜋     ]  (25)  

(    تَعو   𝜋ی (، هزس هؾخـ ؽذ23ُ( ٍ )22ثب تَجِ ثِ رٍاثو )    
 اعت.     𝜋ثخؾی اس هزس 
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   : ًوبیؼ ٌّذعی هجوَػِ  3ؽىل 

ثبؽذ. ثب   𝜋درٍى  (    ]سهبًی یدر ثبسُ (   حبل فزك وٌیذ پبعخ 

 ( دارین:12تَجِ ثِ راثيِ )

   𝜋  

 
⇒     )        ̇   )     (26)  

 وِ در ایي فَرت خَاّین داؽت:

  (   ))    (    ))  ∫  ̇ (   ))  
  [    )

  
  

 
⇒       ))         ))     

(27)  

را اس هزس هؾخـ   𝜋للوزٍ  (   ؽَد وِ پبعخ ( ًتیجِ هی27اس راثيِ )

(    ؽذُ ثب  (، ّوچٌیي اگز 24تزن ًخَاّذ وزد. ثب تَجِ ثِ راثيِ )   

(    اس هزس هؾخـ ؽذُ ثب را   𝜋ثخَاّذ للوزٍ  (   پبعخ  تزن    

ثب تَجِ ثِ      𝜋ػجَر خَاّذ وزد. ثزای ًبحیِ      𝜋وٌذ، اس ًبحیِ 

 ( دارین:21( ٍ )9رٍاثو)

   [𝜋     ]
 

 
⇒     )        ̇   )     (28)  

درٍى  (     ]سهبًی یوِ در ثبسُ(   وِ در ایي فَرت ثزای پبعخ 

𝜋     :ثبؽذ، دارین 

  (   ))    (    ))  ∫  ̇ (   ))  
  [     )

  
  

 
⇒       ))         ))     

(29)  

اس هزس هؾخـ  را  𝜋للوزٍ  (   پبعخ ؽَد وِ ( ًتیجِ هی29اس راثيِ )

(    ؽذُ ثب  ( پبعخ 28تَاًذ تزن وٌذ. پظ ثزاعبط راثيِ )ًیش ًوی   

(    ثب ؽزه اٍلیِ  (     𝜋  للوزٍ  درٍى     ی ّبای توبم سهبىثز

𝜋  ایي وِ  (1). ثب تَجِ ثِ لنیِ هبًذثبلی هی ٍ𝜋   ̅    )    

دلخَاُ در   ؽَد. ثب تَجِ ثِ ایي وِ ثزای تنویي هی (   یىتبیی پبعخ 

 ثِ فَرت:  حبفل ؽذ ٍ ثب اًتخبة   𝜋ی هجوَػِ       ثبسُ 

 
 

       ‖ ‖        {  𝜋̅       )    }  

 
⇒      

 
  

(30)  

(       𝜋ایي ػجبرت وِ : ثب ٍ ّوچٌیي  (؛  𝜋   )چَى    

 ؽَد.راثيِ سیز اثجبت هی

              ‖    )‖     )  
 
⇒ ‖   )‖                 

(31)  

 حبل وبفی اعت اثجبت وٌین:

     )  𝜋 

 
⇒     

 
→ ‖   )‖     (32)  

ثِ عوت ففز  ((      ًْبیت، ثِ عوت ثی  ثبیذ ًؾبى دّین ثب افشایؼ 

ىَر یىٌَا وبّؾی اعت ٍ  ثِ  𝜋رٍی  ((      عَق خَاّذ یبفت سیزا 

 ثبؽذ. یؼٌی:اس پبییي ثب همذار ففز وزاًذار هی

 
 
→      

 
⇒       ))                 (33)  

 اعت.    وٌین؛ ثب اعتفبدُ اس ثزّبى خلف اثجبت هی

((      . پظ دارین:    فزك خلف: 
 
→ دّذ، ، وِ ًؾبى هی   

(    ثب ؽزه اٍلیِ  (   پبعخ   𝜋  𝜋  ُسهبًی یثزای ثبس[    ) 

 وٌین.را ثِ فَرت سیز هحبعجِ هی  هبًذ. حبل همذار هی  𝜋  𝜋خبرج 

        (  ̇   ))  

   {  𝜋̅          )    }  

(34)  

[{ }  𝜋̅]ثب تَجِ ثِ ایي وِ   𝛺   ٍ    ٍجَد داؽتِ ثبؽذ،   ، اگز

 یه هجوَػِ  هجوَػِ ٍجَد دارد سیزا  وِ همذار  خَاّذ ثَد.   

ثزای  (   ثبؽذ. حبل اگز رٍی آى پیَعتِ هی (   ̇ فؾزدُ اعت ٍ تبثغ 

 ثبلی ثوبًذ. خَاّین داؽت:  𝜋  𝜋در  (    ]سهبًی یثبسُ

  (   ))    (    ))  ∫  ̇ (   ))  
 

  
  

        ))        )          

(35)  

ثبیذ داؽتِ  ((      ثب تَجِ ثِ هثجت ثَدى  (35)ثزای عوت راعت راثيِ 

 ثبؽین:

  
       ))

 
     (36)  

  𝜋  𝜋، در (    ]سهبًی ثزای ثبسُ (   ( ثب ایي وِ پبعخ 36)وِ راثيِ 

اعت ٍ     ثبلی ثوبًذ در تٌبلل اعت، در ًتیجِ فزك خلف ثبىل ٍ 

 اثجبت توبم اعت.

 های موردی مثال  -4

 هؼبدلات سیز را در ًظز ثگیزیذ.(:  1هثبل )

[
 ̇ 

 ̇ 
]  [

   
 

   
]  (37)  

آى     هؼبدلات تَفیف وٌٌذُ عیغتوی ثبؽذ وِ حبلتفزك وٌیذ ایي 

،      ّوَارُ ثزای ًؾبى دٌّذُ غلظت یه هبدُ اعت در ایي فَرت 

(    : خَاّین داؽت ،     ثب تَجِ ثِ تبثغ چِ  حبل اگز.    

اهب ّوبى  تَاى ًبپبیذاری هجذا را ثبثت وزد.[، هی26ثزاعبط لنیِ چتبیف]

( هؾخـ اعت رفتبر ًبپبیذاری هجذا ًبؽی اس ؽزایو 5ىَر وِ اس ؽىل )

(    اٍلیِ هزثَه ثِ ًبحیِ  ّبی پبعخهی داًین اعت. حبل آى وِ    

 یي هؼبدلات فمو دارای ؽزایو اٍلیِ وِتَفیف ؽذُ ثب اعیغتن 
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     ) ثبؽذ؛ خَاّذ ثَد. اس ایي رٍ ًبپبیذار خَاًذى عیغتن درعت    

ای ٍ لنیِ ارائِ ؽذُ در ایي همبلِ ًیغت ٍ ثب اعتفبدُ اس هفَْم پبیذاری گَؽِ

 پزداسین.   ثِ ثزرعی پبیذاری ایي عیغتن هی

    

 
⇒  ̇     

 
  (38)  

ثیبى ؽذُ در ،  ٍ   ثِ تزتیت ثب پبراهتزّبی ،   ٍ    تَاثغ ثب اعتفبدُ اس 

 ای هجذا را هَرد هيبلؼِ لزار دّین.خَاّین پبیذاری گَؽِهی (39راثيِ )

         
                

     
 

  (39)  

 ثزای هؾتك ایي دٍ تبثغ ًغجت ثِ سهبى دارین:

 ̇     
      

           ̇     
      

 
  (40)  

را ثزآٍردُ  لنیِؽزایو    ٍ    دٍ تبثغ      ٍ        ثِ اسای 

𝛺در ایي فَرت ًبحیِ وٌٌذ. هی  وِ ثزای هزس آى دارین:، (        

    𝛺        )               )     (41)  

ای هجذا تنویي ٍجَد خَاّذ داؽت وِ ثزای آى پبیذاری هجبًجی گَؽِ

 ( را هؾبّذُ وٌیذ.4ؽىل ) گزدد.هی

 
ّبی هَرد ًیبس ثزای ثزلزاری : ًوبیؼ ٌّذعی هزسّب، هزتجو ثب هجوَػِ 4ؽىل 

 ؽزایو لنیِ

 ( : عیغتن تَفیف ؽذُ ثب هؼبدلات سیز را در ًظز ثگیزیذ.2)هثبل 

[
 ̇ 

 ̇ 
]  [

        )  

   [           )  ]
]  (42)  

اعت. وِ رفتبر آى در هزاجغ  1آًشین ایي عیغتن تَفیف وٌٌذُ عیٌتیه

ایي عیغتن ثِ  2[ هَرد ثزرعی لزار گزفتِ اعت ٍ تخویٌی اس رٍیِ وٌُذ27،28]

 .فَرت سیز ارائِ ؽذُ اعت

      {      )         
  

    
 

     

     ) 
}  (43)  

 
1 Enzyme kinetics 
2 Slow manifold 

 
 (37: ففحِ فبس هزثَه ثِ عیغتن ثب راثيِ ) 5ؽىل 

ای در ثزگیزًذُ رٍیِ ای، ًبحیِپبیذاری گَؽِخَاّین ثب اعتفبدُ اس حبل هی

وٌُذ عیغتن در ًشدیىی ًميِ تؼبدل ٍالغ در هجذا ثذعت آٍرین وِ توبم 

 ثِ جبی یه. در ٍالغ دؽًَذُ ثِ ایي ًبحیِ جذة هجذا گزدهغیزّبی ٍارد 

یه ًبحیِ وِ در ثزگیزًذُ آى هٌحٌی اعت را  ،هٌحٌی )رٍیِ وٌُذ عیغتن(

ؽَد تب تخویٌی اس حَسُ جذة هجذا عجت هییي اهز ا وِ ،آٍرینثذعت هی

در ًظز ثِ فَرت سیز هؾتك آى ًغجت ثِ سهبى را  ٍ  تبثغ. حبفل گزددًیش 

 ثگیزیذ. 

          )       
 )                    

 ̇  
 

  
[   

        )           )  
  

      )    
      

          )  
  

         )  
         

   
      

    )  
         

   
 ]  

(44)  

ای هجذا ثِ فَرت راثيِ را ثزای ثزرعی پبیذاری گَؽِ ،  ٍ    حبل تَاثغ 

 آٍرین.( ثذعت هی45)

    |            

     ̇|
         

  
(45)  

تَاًیذ ثذعت ( هی44ثِ عبدگی اس راثيِ )ًغجت ثِ سهبى را    هؾتك تبثغ 

در   ٍ   ًغجت ثِ سهبى را ثب جبیگذاری همبدیز    آٍریذ ٍ هؾتك تبثغ 

 تَاًیذ ثذعت آٍریذ.( هی46راثيِ )

 ̇  
  

  
[       )  

         )     

       )  
     

        )  
    

        )    
         )  

  
          )  

  
               )  

           
          )  

   
          

    )    
         )  

        
      )  

                 )  
   

  
      

   
          )  

          

     )  
   

 ]  

(46)  

𝛺در ایي فَرت ًبحیِ   وِ ثزای هزس آى دارین:، (      

       𝛺        )               )      (47)  

 گزدد.ای هجذا تنویي هیٍجَد خَاّذ داؽت وِ ثزای آى پبیذاری گَؽِ

  ( را هؾبّذُ وٌیذ.6ؽىل )

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
92

.7
.3

.1
.4

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

22
 ]

 

                               6 / 8

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1392.7.3.1.4
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-168-en.html


7 

 

 ّبی غیزخيی خَدگزداىدرعیغتن ایگَؽِ پبیذاری                           

 آثبدی، حویذ رمب تمی رادارعلاى رحین                          

 

Journal of Control, Vol.7, No.3, Fall 2013  1392 پبییش، 3، ؽوبرُ 7هجلِ وٌتزل، جلذ 

 

 

 

 
(     ّبی: ًوبیؼ ٌّذعی هٌحٌی 6ؽىل      ٍ ̇   )    ٍ     )     ٍ

 ̇   )     ٍ    )  در رثغ اٍل هختقبت      

 

 
 (42ثب راثيِ ): ففحِ فبس هزثَه ثِ عیغتن  7ؽىل                 

 

 گیری  وتیجه -5

ُ اعت. ایي ًَع پبیذاری ای تؼزیف ؽذپبیذاری گَؽِ همبلِدر ایي 

  جبیگشیي هٌبعجی ثزای ثزرعی پبیذاری هجبًجی ًميِ تؼبدل تَاًذ  هی

ّبی هثجت، ّب هبًٌذ عیغتنوِ ٍجَد پبعخ در ایي عیغتن ؽَدّبیی عیغتن

ای هؾبثِ ثب لنیِ ّوچٌیي لنیِثبؽذ.  هحذٍد ثِ ثخؾی اس فنبی حبلت

 ارائِ ؽذ. ّبعیغتنایي گًَِ ای در ارتجبه ثب تنویي پبیذاری گَؽِ لیبپبًَف

ای پبیذاری گَؽِ(، 2) ثزای دٍ عیغتن هتفبٍت ثب اعتفبدُ اس لنیِدر اًتْب 

 . ُ ؽذًميِ تؼبدل ٍالغ در هجذا  هَرد ثزرعی لزار داد
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