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سیستم یک چهارم خودرو  پردازد. براینامعین تعلیق خودرو ميکننده خطي تصادفي برای مدل این مقاله به بررسي طراحي یک کنترل : چکیده 

منظور مقابله با عدم قطعیت مدل، ی میرایي و سختي آن متاثر از اغتشاشات تصادفي است مدل تصادفي ایتو به دست آمده است. بهکه پارامترها

فاده از لم ایتو و تعمیم ن استخراج شده است. در ادامه با استبلم-جاکوبي-با استفاده از معادلات تصادفي همیلتون تصادفي قانون کنترلي بهینه

 نامعینهای  کننده تصادفي طراحي شده، برای فرم کلي سیستمشود. کنترل داری لیاپانوف، پایداری تصادفي سیستم حلقه بسته اثبات ميتصادفي پای

است که در ادامه بر روی  گذارند، استخراج شده سیستم تاثیر ميایتو که در آن نویزهای سفید گوسي مستقل در چندین کانال روی پارامترهای 

کننده برای چنین شود. همچنین در این مقاله نشان خواهیم داد قانون استقلال طراحي رؤیتگر از کنترل سازی ميتعلیق خودرو پیاده  مدل تصادفي

ها با خطي برای این سیستمدر نتیجه تمهیدی جهت طراحي رؤیتگر  شود برقرار نخواهد بود.که نویز در پارامترها ضرب مي نامعینيهای سیستم

های عددی جهت صحه گذاری بر کارآمدی روش ارائه شده سازیز معادلات سیستم افزونه به دست آمده است. در نهایت نتایج شبیهاستفاده ا

 آورده شده است.

 .حالت ررؤیتگ تعلیق فعال، پایداری تصادفي، شونده، سیستممعادلات تصادفي ایتو، عدم قطعیت ضربکلمات کلیدی: 

Design and stability analysis of optimal controller and observer for 

Itô stochastic model of active vehicle suspension system 

Alireza Ramezani Moghadam; Hamed Kebriaei 

Abstract: This paper investigates Itô-type stochastic linear quadratic controller design for 

uncertain model of vehicle suspension. The Itô stochastic model of quarter-car is constructed 

considering parametric stochastic perturbations in stiffness and damping characteristics of 

suspension. To tackle with uncertainties of model, a stochastic optimal control law is obtained 

applying stochastic Hamilton-Jacobi-Bellman equation. By means of Itô lemma and stochastic 

extension of Lyapunov method, stochastic stability of the closed-loop system is guaranteed. The 

stochastic optimal controller is designed for a general form of Itô uncertain model which is comprised 

multi-dimensional multiplicative perturbations and then it is implemented on perturbed model of 

vehicle suspension. Furthermore, it is shown that the separation principal does not hold for the system 

with state multiplicative noise; therefore, the synthesized observer-based controller guarantees the 

stability of augmented dynamic consists of system and estimation error dynamics. A simulation study 

is performed to evaluate the effectiveness of stochastic optimal control approach in satisfying 

objectives of active suspension. To this end, time and frequency responses of ride comfort and road 

holding characteristics are demonstrated for two specific road cases including sinusoidal bump and 

ISO random profile. 

Keywords: Itô stochastic equations; multiplicative perturbation, Active suspension system; 

stochastic stability; Observer. 
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 مقدمه  (1
دهي دینامیک خودرو و فراهم آوردن نقشي اساسي در شكل  سیستم تعلیق

پذیری سواری و فرمانهای خوشیک مصالحه مطلوب میان شاخصه

های کند. تعلیق یک سامانه واسط است که بین چرخخودرو ایفا مي

خودرو و کابین سرنشینان قرار دارد و مسئولیت اصلي آن، جذب نوسانات 

ها به سرنشین امطلوب پروفیل جاده است تا از انتقال آننامعین و ن

همترین عامل توان گفت تعلیق مجلوگیری به عمل آید. از این منظر مي

در فراهم آوردن راحتي سرنشین در طي حرکت خودرو است. همچنین 

این سیستم وظیفه نگهداری وزن خودرو، برقراری فاصله معین میان 

ح جاده را نیز بر عهده پذیری خودرو بر سطمانها و بدنه و همچنین فرچرخ

ق غیرفعال در بازه محدودی قادر به یل. به طور ذاتي، سیستم تع[1] دارد

های نشان دادن عملكرد مطلوب است. در نتیجه جهت ایجاد مشخصه

سازی تعلیق به وسیله های فعال سواری مناسب نیازمندیم به روش

 . [3, 2] های مختلف کنترلي متوسل شویماستراتژی

های تصادفي قرار دارد که یا تحت تاثیر عدم قطعیت  سیستم تعلیق خودرو

وجود  .شوندهای پارامتری ناشي مياز اغتشاشات خارجي و یا از نامعیني

ناخواسته کند   تواند خروجي سیستم را دستخوش تغییراتعدم قطعیت مي

شود. در نتیجه برخورد ته منجر ميسیستم حلقه بس که به کاهش عملكرد

رو مهندسین های پیشهایي از مهمترین چالشینيصحیح با چنین نامع

های وارد بر سیستم تعلیق که یكي از جمله مهمترین نامعیني  خودرو است.

شود، های کنترلي مهم در برخورد با این سیستم نیز محسوب مياز چالش

قطعیت نامتناسب ه صورت یک عدموجود نامعیني پروفیل جاده است که ب

همچنین، سیستم تعلیق خودرو . [4] کندسیستم ميخود را وارد معادلات 

های خارجي در نامعینيدیگری در طبیعت، علاوه بر  مانند هر سیستم

یا پارامتری نیز قرار دارد. در سیستم خودرو های داخلي و معرض نامعیني

نشده، ذات غیرخطي های مدل عوامل متعددی همچون وجود دینامیک

های سختي و میرایي موجود در تعلیق، شرایط محیطي و مشخصه

با د. شونفرسودگي قطعات باعث تحمیل نامعیني پارامتری به سیستم مي

 های ارتعاشي،ترهای سیستممها بر روی پاراتوجه به تاثیر این نامعیني

بر اهمیت مقابله با  سازی تعلیقدر زمینه فعال  از مطالعات بسیاری

. به طور مثال جهت مقابله با [6, 5] اندهای پارامتری تاکید کرده نامعیني

از کنترل تطبیقي بر روی  [8]از کنترل مقاوم و  [7] عدم قطعیت پارامتری

های علي رغم اینكه نامعینياند. سیستم تعلیق خودرو استفاده کرده 

 
1 Wiener process 

رآیندهای تصادفي قابل مدل های ارتعاشي به صورت ف پارامتری در سیستم

، در تمامي این مطالعات نامعیني پارامتری به صورت [10, 9] هستندشدن 

است. باید توجه داشت که محدود مدل شده -یک سیگنال نامعلوم نرم

گنال به جای اینكه از توزیع احتمال آن استفاده یقرار دادن حد بالا برای س

، ریسک محافظه کاری را بالاتر برده و درنتیجه عملكرد سیستم افت کنیم

 خواهد کرد.

ظرگیری معادلات دینامیكي سیستم تعلیق به صورت معادلات درنبا 

ها دیفرانسیل تصادفي ایتو قادر خواهیم بود با دسته وسیعي از عدم قطعیت

تو یكي از های تصادفي ایمقابله کنیم. مدل  1به فرم فرآیند تصادفي وینر

هایي همچون اقتصاد، کنترل های تصادفي در زمینهترین مدل کاربردی

. مطالعات [12-10] های ارتعاشي استز، مهندسي سازه و سیستمپروا

های زیادی در زمینه پایدارسازی و طراحي استراتژی کنترلي برای مدل 

ینه در زم [14, 13] تصادفي ایتو انجام شده است که به طور مثال کار

 کننده قابل ملاحظه است.در بحث طراحي کنترل   [17-15]پایدارسازی و  

یک روش بهینه کارا در زمینه فعال کننده خطي درجه دو  از طرفي کنترل  

های با توجه به ویژگي آید.سازی سیستم تعلیق خودرو به حساب مي

-ای مطلوب بر پایه کمینههمچون ایجاد مصالحههینه های بکنندهکنترل 

ای شامل معیارهای عملكردی و نیز میزان انرژی کنترلي، کردن تابع هزینه

 گیری افزایش یافته است.ها به شكل چشمکننده مندی به این کنترل علاقه

یک روش مقاوم تطبیقي جهت کنترل سیستم تعلیق استفاده کرده از  [3]

است که یک کنترل درجه دو خطي در حلقه اصلي کنترلي آن به کار 

مغناطیسي توانسته سیستم با استفاده از یک کمک فنر  [18] رفته است.

به  [19] ه دو خطي کنترل نماید.را با استفاده از استراتژی درجتعلیق 

سازی تعلیق فعال خودرو به کمک روش کنترلي سازی و شبیهمدل 

H/ترکیبي  LQR
پرداخته است. از طرفي تمامي متغیرهای حالت در  

بر است. ها هزینهگیری همه آنس نیستند و یا اندازهسیستم تعلیق در دستر

 بنابراین استفاده از رؤیتگر حالت در سیستم تعلیق فعال بسیار متداول است.

با استفاده از روش کنترلي درجه دو  [21, 20] به عنوان نمونه کارهای

خطي و نیز یک فیلتر کالمن به عنوان رؤیتگر توانسته یک سیستم تعلیق 

کننده درجه دو خطي به عال برای خودرو طراحي کند. اگرچه کنترل ف 

چه در ال استفاده شده است، همچنان ای در سیستم تعلیق فعطور گسترده 

بحث طراحي کنترل بهینه و چه رؤیتگر حالت جای خالي تحلیل وجود 

 است. مشهودهای پارامتری تصادفي در سیستم تعلیق کاملا قطعیتعدم
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کننده درجه دو خطي بهینه برای نترل ه طراحي یک کهدف این مقال

قطعیت تصادفي ضرب شونده عدمسیستم تعلیق فعالي است که در معرض  

( استفاده 1های موجود در این مطالعه عبارت است از: قرار دارد. نوآوری

از یک مدل تصادفي ایتو برای سیستم تعلیق خودرو با در نظرگیری عدم 

( طراحي 2های سختي و میرایي مدل مشخصههای تصادفي در قطعیت

ادفي دارای نویز های تصکنترل درجه دو خطي تصادفي برای سیستم

( بررسي 3پارامتریک چند بعدی و اعمال آن به سیستم تعلیق خودرو 

پایداری تصادفي قانون کنترل بهینه تصادفي با استفاده از لم ایتو و انتخاب 

پذیری. به پذیری و رؤیتشرایط کنترل  تابع لیاپانوف مناسب و مستقل از

و خطي غیر تصادفي این ترتیب نشان داده شده است که کنترل درجه د

در صورت اعمال به سیستم دارای نویز پارامتریک )ضرب شونده در 

پذیری پذیری و رؤیتحالت(، حتي در صورت برقراری شرایط کنترل 

داری سیستم حلقه بسته تحت شرایطي وابسته به شدت نویز، منجر به ناپای

یات که کنترل درجه دو خطي تصادفي که براساس ریاضشود. در حاليمي

( 4ایتو گسترش یافته است قادر است سیستم حلقه بسته را پایدار سازد 

در سیستم دارای نویز پارامتریک قانون تفكیک  داده شده است کهنشان 

برقرار نیست. به ده  کننپذیری برای طراحي مستقل رؤیتگر خطي  و کنترل 

 از سیستماین ترتیب راهكاری برای طراحي رؤیتگر حالت با استفاده 

-حاصل کار بر روی مدل تعلیق خودرو پیاده   پیشنهاد شده است و  2افزوده

 سازی شده است.  

در ادامه روند این مقاله به این شرح است: مدل تصادفي ایتو سیستم تعلیق 

 3له کنترل بهینه تصادفي در بخش شود. مسااستخراج مي 2در بخش 

بررسي  4فصل شود و پایداری سیستم حلقه بسته در بندی ميفرمول 

های پیش رو در طراحي رؤیتگر برای به چالش 5گردیده است. فصل 

پردازد و نیز در همین فصل رؤیتگر خطي تصادفي سیستم تصادفي مي

تصادفي -ینهبرای سیستم طراحي شده است. جهت ارزیابي استراتژی به

 گیرد. درنهایتهای عددی را در بر ميسازینتایج شبیه  6ارائه شده، فصل  

 ارائه گردیده است. 7بندی در بخش جمع

) :نمادگذاری , , )F P  یک فضای احتمالاتي است با فضای

های فضای نمونه و از زیرمجموعه 3لجبرایک سیگما ا Fکه  نمونه 

p  .اندازه احتمالاتي است(.)E    معرف عملگر امید متناسب با اندازهp 

دهنده مثبت معین نشان  0Mاست. برای یک ماتریس متقارن حقیقي،  

 
2 augmented system 
3 sigma algebra 

)است.  Mدن بو  )M  معرف مقادیر ویژه ماتریسM  و( )g t 

)نماد نرم اقلیدسي   )g t  خرد    4است. همچنین مولد(.)L   به صورت زیر

 شود:تعریف مي

2

2

(.) 1 (.)
. ( , ) ( , ) ( , ) ,

( ) 2 ( )

TL f x t tr g x t g x t
x x

 (1) 

 که در آن مدل تصادفي ایتو مطابق زیر است:

0

( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), )

(0) X

dX f X t u t t dt g X t u t t dw

X
 (2) 

 مدل نامعین یک چهارم خودرو (2
چهارم تعلیق شامل جهت مطالعه رفتاری ارتعاشي خودرو، یک مدل یک  

جسم معلق( و تایر )جسم نامعلق( و عناصر سختي بدنه ) های صلبجسم

 شود.در نظر گرفته مي (1شكل ) و میرایي مطابق

 

 ( مدل یک چهارم خودرو1شكل )

ها جهت مطالعه سیستم تعلیق ترین مدلشده این مدل یكي از شناخته

استفاده شده کننده تا امروز  ی طراحي کنترل خودرو است که در کاربردها

نكته حائز اهمیت در این مطالعه این است که با مدلسازی   .[23,  22]  است

از نكات ریز در یق غیرخطي به صورت خطي بسیاری یک سیستم تعل

نری و های ف گیریم. از جمله اینكه مشخصهمدلسازی آن را نادیده مي 

دارای ماهیتي غیرخطي و وابسته به تغییرات   دمپری در تعلیق خودرو اساساً

ها )که خود از تغییرات جابه سرعت عمودی چرخ جابه جایي عمودی و

دانیم خود جاده باشند. از طرفي ميکند( ميپیروی مي  جایي عمودی جاده

 ر در مدلسازی های ایزو جاده ماهیتي کاملا تصادفي دارد که این ام

 هایتوان اینگونه بیان کرد که عدم قطعیت. بنابراین مي[24] مشخص است

تصادفي خود را درون مقدار پارامترهای فنری و دمپری نیز نشان 

4 infinitesimal generator 
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 ها در تعلیق، این مدل را بهقطعیتجهت مطالعه عدم. [10, 9]دهدمي

های پارامتری تصادفي و نیز عدم قطعیت واسطه درنظرگرفتن نامعیني

این منظور با دهیم. به پروفیل جاده، به مدل نامعین خودرو گسترش مي

استفاده از اعمال قانون دوم نیوتن به دو جسم صلب، معادلات دیفرانسیل 

 آید.های این مدل به دست ميکامیزیر برای دین

(3) 

1 2

1 2

3

1

1

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

c

s

w

u

s w c s w c a

s c w s w c

a u r w

x
m

x
m

k v x x c v x x U

k v x x c v x x

U k v x x

 

 (3)  که در معادلات
sm   وum  دهنده جرم جسم معلق یا ترتیب نشانبه

بدنه و تایر جایي جابه wxو  cxکابین و جسم غیرمعلق یا تایر است، 

های معلق و غیرمعلق را نمایندگي ضریب سختي جسم  ukو    skاست،  

جایي عمودی جاده جابه rxضریب میرایي سیستم است،  scکند، مي

است و  
aU   ورودی کنترلي است که به وسیله یک عملگر به سیستم اعمال

فرآیند نویز  3های تصادفي به صورت نامعیني (3)شود. در معادلات مي

ت تأثیر دل را تحهستند م  5سفید گوسي که مستقل و دارای توزیع یكسان

به ترتیب در سختي  3vو  1v ،2vاند. این سه فرآیند تصادفي قرار داده 

 جسم معلق، میرایي جسم معلق و سختي جسم نامعلق وجود دارد.

 ر:به این ترتیب و با انتخاب متغیرهای حالت به شكل زی

(4) , , ,c w c w r wX x x x x x x 

 خواهیم داشت:

(5) 
1 2 3 ,

adX AX BU Cr dt

dw dw dwDX EX FX
 

 های مدل در آن به قرار زیر است.که ماتریس

0 1 0 1 0

1
0

;
0 0 0 1 0

k 1

s s s

s s s s

s s u s

uu u u u

k c c

m m m m
A B

k c c

mm m m m

 

 
5 independent and identically distributed (IID) 

0 0 0 0

0
0 0 0

0
;

1 0 0 0 0

0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0

;

;

s

s

s

u

s s

s s

u

s s

u

u u

k

m
C D

k

m

c c

m m

k
c c

m
m m

E F

 

ها فرآیندهای wهمچنین   ده است.آورده ش  1جدول پارامترهای مدل در  

 اند و داریم:تعریف شده  وینر هستند که بر روی فضای احتمالاتي 

1 2 3

1 2 3

T

T

w dw dw dw

v dt v dt v dt
 

rr (3) همچنین در معادلات x ی استعدم قطعیت ورود . 

قابل توجه است که متغیرهای حالت انتخاب شده در  این بخش در عین 

-مستقل بودن از هم دارای این خاصیت نیز هستند که معیارهای شناخته

 روند.شمار ميارزیابي عملكرد سواری خودرو بهای در شده 

c wx x فاصله بین کابین و تایر است که سنجشي بر معیار

rتعلیق است و  یكپارچگي wx x دهنده میزان قرار خودرو نیز نشان

و پذیری خودربر روی جاده و یا همان کنترل پذیری خودرو است. کنترل 

کند ارتباط مستقیم دارد البته با میزان فشاری که تایر بر روی جاده وارد مي

توان تقریب خوبي مي کردن تایر با یک فنر خطي باکه در صورت مدل 

rگفت این نیرو نیز با فاصله میان تایر و جاده یا همان  wx x  ارتباط

سواری است که با تعلیق خوشعملكرد  ترین شاخصهمستقیم دارد. مهم

رابطه مستقیم دارد. اگرچه این شاخصه جایش  cxشتاب وارد بر کابین 

توان آن را به صورت خروجي میان متغیرهای حالت خالي است اما ميدر  

رو از آن جهت ارزیابي  های پیشسازیسیستم در نظر گرفت و در شبیه

 و مقایسه استفاده کرد. به این ترتیب معادله خروجي به صورت زیر است.

(6) 
1 1 2 2c ax MX N Xv N Xv PU 

 ابطه:که در این ر
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1

2

0 ; 0 0 0 ;

1
0 0 ;

s s s s

s s s s

s s

s s s

k c c k
M N

M M M M

c c
N P

M M M

 

 مسأله درجه دوم خطی تصادفی ون یفرمولاس (3
سیستم تصادفي خطي دارای عدم قطعت پارامتری، که روی فضای 

)احتمالاتي   , F , P)W   بنا شده است، به فرم معادلات دیفرانسیل ایتو

 زیر مفروض است. 

(7) 
1

( ) ( ) ,( )
r

i i

i

dX AX BU t b t dt XD dw t 

(t)در دستگاه معادلات دیفرانسیل فوق  RnX سیستم  هایحالت

(t)، هستند RmU  ،ورودی کنترلي( )b t و یا  ورودی اغتشاشي

(t)در مدل و  ورودی مرجع
i
wل دارای توزیع فرآیندهای وینر مستق ها

دچار تعداد کانال پارامترهای سیستم را    rهستند. فرآیند وینر در  یكسان  

Rn. بنابراین مشخص است که اغتشاش کرده است nA ،

Rn mB  وRn n
i
D  ت ماتریس های حقیقي ثابکه همگي

 هستند.

 گیریم تابع هزینه درجه دوم زیر را در نظر مي

(8) 

0

1
(T) (T) (T)

2

1
( ) ( )

2

T T

s

T
T T

X X X

X X

J E

t Q t u Ru dt

 

nکه در آن  n  وn nQ های مثبت معین یا نیمه ماتریس

mمعین و  mR 1نین مثبت معین است و همچn . اکنون

مسأله کنترل بهینه تصادفي عبارت است از یافتن 
* (t) : 0 , mu T U گردد یا  کمینه (8) که تابعک هزینه چنان

 :به عبارتي

(9) *

: 0 ,
( (t)) min (u(t))

u T U
J u J  

 ا در نظر بگیرید.نه زیر رتابع هزی: 1لم 

0
( (T)) ( ), (t),

T

s X XJ E K L t u t dt  (10)  

 همچنین مدل تصادفي ایتو زیر را در نظر بگیرید.و 

0

( (t), u(t), t) ( (t), u(t), t)
,

(0)

X X X

X X

d f dt g dw
 (11)  

,که در آن  , : n m nf g L  و: nKبا . 

 زی پویا بر روی این تابع هزینه و نیز استفاده از لم ایتو یرال برنامهاعم

بلمن به صورت زیر درخواهد -جاکوبي-معادله تصادفي همیلتون [25]

 .[26] آمد

2

2

(x, t)
max

(x, t)
(x,u, t) (x,u, t)

1 (x, t)
(x,u, t) (x,u, t)

2

u U

T

J

t

J
L f

x

J
tr g g

x

 
(12

) 

را در نظر بگیرید   (8)و تابعک هزینه    (7)سیستم تصادفي با مدل ایتو  اکنون  

ید توان نشان داد این تابع هزینه با ق مي که بیانگر یک مساله ردیابي است.

)حالت  شدکنترلي زیر کمینه ميدینامیكي مدل سیستم توسط قانون 

 .([27]دارای عدم قطعیت چندبعدی از قضیه بیان شده در 

(13)        * 1ˆ ˆu ( , t) R (t) (t) (t)T
X XB 

به این دلیل است که اساساً   Xبه جای    X̂توجه شود که استفاده از ترم 

های سازی از حالتها، در طراحي و شبیهبه دلیل تصادفي بودن حالت

اند صادفي بازسازی شده ک رؤیتگر تکه توسط ی X̂تخمین زده شده 

 .همچنین تابع هزینه بهینه مطابق زیر است کنیم.استفاده مي

(14)          
* ˆ ˆ

ˆ

1
ˆ(x, t) (t) (t) (t)

2

(t) (t) (t),

T

T

X X

X

J
 

حل معادلات دیفرانسیل ن از در آ (t)و  (t)، (t)که پارامترهای 

 آید.ماتریسي زیر به دست مي

(15)         

1

1

(T)

T

r
T T

i i

i

Q BR B

A A D D 

(16)  
1

(T)

T
TA BR B b

 

(17) 
11

2

(T) 0

T T TBR B b
 

در افق نامحدود به معادله جبری   (15)سیل ماتریسي  : معادله دیفران1نکته  

ذکر است   شایان .است (18)شود که مطابق یافته تبدیل ميریكاتي تعمیم

 :بحث شده است [27]یط یرقراری و صحت این معادله در که شرا

(18

) 
1

1

0
r

T T T

i i

i

Q BR B A A D D 

): عبارت 2 نکته  )b t  و یا  اغتشاش ورودی تواندمي (16)در معادله

. در صورت صرف نظر کردن از این باشددر سیستم  ورودی مرجع
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ر افق نامحدود به صورت زیر در خواهد آمد که عبارت، قانون کنترلي د

 کنیم.های مربوط به پایداری استفاده ميتحلیلاز آن در 

(19) * 1 ˆu (x, t) R (t),TB X 

تعیین   (18)از حل معادله جبری ریكاتي    Kماتریس ثابت    در معادله فوق

)های شود در این حالت ترمهمانطور که ملاحظه مي شود.مي )x   و

( )x شود. وجود در معادله ورودی بهینه و تابع هزینه بهینه ظاهر نمي

را در ردیابي ها به این دلیل است که ورودی کنترلي بتواند نیاز ما این ترم

هایي در حالتورودی برطرف سازد.    اتورودی مرجع و یا حذف اغتشاش

ی دیگر نیاز  سیستم استمساله کنترلي ما صرفاً تنظیم و حفظ پایداری    که

 نیست.ها به این ترم

 پایداری تصادفی سیستم حلقه بسته (4
-های تصادفي دارای عدمبا توجه به تعیین قانون کنترل بهینه برای سیستم

قطعیت پارامتریک اکنون قصد داریم پایداری تصادفي سیستم حلقه بسته 

را تحقیق نماییم. به این منظور از روابط به دست آمده فوق در افق 

کنیم. در استفاده از کنترل درجه دو خطي برای نامحدود استفاده مي

های دارای نویز جمع شونده برقراری سیستم های معین و یا حتي سیستم

پذیری و رؤیت پذیری کافي بود تا ادعا کنیم سیستم حلقه نترل کشروط 

بسته پایدار خواهد شد. اما وجود نویز ضرب شونده در معادلات 

کند و دیگر تنها با اتكا به دینامیک، ذات سیستم را دستخوش تغییر مي

توان پایداری سیستم را نتیجه گرفت. در این بخش پذیری نميشرط کنترل 

پذیری حالت و با تكیه بر پذیری و رؤیتاز مفاهیم کنترل  ه بدون استفاد

 سیستمتحلیل پایداری  وجود جواب معادله ریكاتي جبری تعمیم یافته به

خواهیم داد که در صورت وجود جواب   تصادفي خواهیم پرداخت. نشان

این معادله، سیستم حلقه بسته مستقل از شدت نویز سفید پایدار در مفهوم 

دهیم در صورت استفاده خواهد بود. همچنان نشان مي ه دومتوسط درج

سیستم  (7)کننده درجه دو خطي قطعي برای سیستم تصادفي از کنترل 

 شود.ميتصادفي تحت شرایطي که وابسته به شدت نویز است ناپایدار 

به صورت کامل بررسي شده  [28]ابتدا مفهوم پایداری تصادفي که در 

 کنیم.است را بیان مي

با ورودی صفر را دارای  (7): سیستم تصادفي نامي به فرم 2تعریف

)، یک  0پایداری متوسط درجه دو گویند اگر برای هر  ) 0 

2وجود داشته باشد به قسمي که 
(t)E x  ،t  هرگاه

0
sup (s) ( )
d s
E همچنین اگر علاوه بر پایداری متوسط .

 
6 Generalized Riccati equation 

2درجه دو، برای همه شرایط اولیه داشته باشیم 
lim (t) 0
t
E x 

 اه گوییم سیستم دارای پایداری مجانبي متوسط درجه دو است.آنگ

2,1اگر تابع مثبت معین   :2لم  

0
( [ , ); )
h

V C S t R   های و ثابت

1
0C  و

2
0C  0چنان یافت شود که برای هرX  و

0
t t 

 شرایط زیر برقرار شود:

(20)                 1 2( ) ( , )

( ) ( ( , )) 0

i c x V x t c x

ii L V x t
 

برای تمامي  
0

( , ) [ , )
h

x t S t  پایدار متوسط   (7)، آنگاه سیستم

درجه دو است. همچنین اگر مولد خرد فوق منفي معین شود آنگاه سیستم 

 ورت مجانبي پایدار متوسط درجه دو خواهد بود.به ص

توان نشان داد در را در نظر بگیرید. مي (7): معادله تصادفي 1قضیه 

، (18) 6صورت وجود جواب برای معادله ریكاتي جبری تعمیم یافته

 و پارامتر  (19)کنترلي  کننده درجه دو خطي تصادفي با قانونل کنتر

پایدار متوسط به دست آمده از معادله ریكاتي مذکور سیستم حلقه بسته را  

 کند.ميدرجه دو 

 اثبات: تابع کاندید لیاپانوف را بصورت زیر در نظر بگیرید.

(21)                       1
,

2

TV X X 

ماتریس مثبت معین است. به کمک لم ایتو، دیفرانسیل  که در آن 

 آید.تصادفي زیر به دست مي

1

(t) (x(t)) ,
r

T

i i

i

dV x L V dt X D Xdw 

 که

*

1

1

(x(t))

1

2

T

T T

r

T T

r

L V X AX Bu

X D

tr D X D X

X D

 

*با جاگذاری  (t)u  خواهیم داشت: (19)از 

(22

) 

1

1

1

1

(x(t))

1

2

1

2

T T

r
T T

i i

i

r
T T T

i i

i

L V X A BR B X

X D D X

X A BR B D D X
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منفي   (22)جهت اثبات پایداری سیستم حلقه بسته، کافي است نشان دهیم  

، در 0کنیم است. بدون از دست دادن کلیت فرض مي

 :نتیجه

1

1

1

1

1
0

2

1
0

2

r
T T T

i i

i

r
T T

i i

i

X K A BR B D D X

A BR B D D

 

شرط پایداری تصادفي سیستم به قرار   رابطه فوقو    (18)  با استفاده از رابطه

 زیر در خواهد آمد.

1 0TQ BR B 

و ا شده است شرط بالا ارض 0Qو  0Rهای باتوجه به فرض

 است.  سیستم حلقه بسته پایدار تصادفي

همانطور که ملاحظه شد شرط پایداری در اینجا مستقل از واریانس نویز 

کننده شود به دست آمد. جهت تعیین کنترل ظاهر مي Dکه در ماتریس  

افته جبری ریكاتي تعمیم یبهینه تصادفي پایدارساز کافي است معادله 

 جواب داشته باشد.

را در نظر بگیرید. فرض  (7): سیستم تصادفي با دینامیک ایتو 2قضیه 

اعمال کنید قانون کنترل بهینه قطعي به شكل زیر را به سیستم تصادفي 

 :[29] کنیم

(23)                   * 1(t) R B PX,T

Du 

 آید. زیر به دست مي  7از حل معادله جبری ریكاتي  Pکه ماتریس مثبت 

(24)           1 0T TQ PBR B P A P PA 

توان نشان داد در شرایطي که مي
iD ها در ناتساوی ماتریسي زیر صدق

 کند سیستم ناپایدار تصادفي است. 

(25

) 
1

1

0; 0
r

T T

i i

i

Q PBR B P D PD P 

 ا استفاده از مولد خرد داریم: را در نظر بگیرید. ب  (21)تابع لیاپانوف   اثبات:

1

1

1

1
(x(t))

2

1

2

r
T T T

D i i

i

r
T T T

i i

i

L V X AX Bu tr D XX D

X A BR B P D D X

 

 خواهیم داشت: 0Pبا جاگذاری 

 
7 Algebraic Riccati equation 

1

1

1
(V(x(t)))

2

r
T T T

i i

i

L X P A BR B P D PD X 

 است نشان دهیم:برای اثبات ناپایداری تصادفي کافي 

(26)          1

1

1
0

2

r
T T

i i

i

PA PBR B P D PD 

 شرط ناپایداری سیستم به قرار زیر است: (26)و  (24)ده از روابط با استفا

1

1

0; 0
r

T T

i i

i

Q PBR B P D PD P 

کننده درجه دو دهد کنترل این است که نشان مي 2مهمترین نتیجه قضیه 

های سیستمهای معین کاربرد دارد در برخورد با خطي که برای سیستم

تصادفي، وابسته به واریانس نویز پارامتری است و در نتیجه در شرایطي 

تواند سیستم را پایدار کند. توجه داریم که حتي در صورت حتي نمي

کننده پذیری همچنان این کنترل اری شرایط کنترل پذیری و رؤیتبرقر

باید  سنتي ممكن است در پایدارسازی سیستم ناکارآمد باشد و در نتیجه

تر معرفي شد استفاده کرد. همچنین در از نسخه تصادفي آن که پیش

شرایطي که هر دو کنترل کننده بهینه تصادفي و غیر تصادفي قادر به پایدار 

سیستم حلقه یسته هستند نتایج شبیه سازی حاکي از عملكرد بهتر سازی 

 استراتژی تصادفي است.

یت ی تصادفی ایتو مبتنی بر رؤکنندهکنترل (5

 حالت
هدف از این بخش، طراحي یک رؤیتگر تصادفي برای مدل نامعین ایتو 

تصادفي فیدبک بهینه    کننده است. ساختار رؤیتگر تصادفي به همراه کنترل 

 داده شده است. نشان (2شكل ) در

 

 رؤیت حالت  مبتني بر  بهینه کنترل کننده  شماتیک  (2شكل )

کنیم فرض مي،(7)به منظور طراحي رؤیتگر تصادفي برای سیستم 

 تعریف شود. (27)خروجي سیستم به صورت 

(27)                
1

r

i i

i

y FX U G Xv
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= + + 
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که در آن  
ivشونده مستقل و دارای توزیع یكسان نویزهای سفید ضرب  ها

 گیریم.رؤیتگر حالت خطي به شكل زیر در نظر ميهستند. یک 

(28)    ˆ ˆ ˆ

ˆˆ

dX AX BU dt L y y dt

y FX U

 = + + −

 = +

 

زده شده، خروجي به ترتیب بردارحالت تخمین Lو X̂ ،yکه در آن 

باشند. حال با در نظر گرفتن خطای مي رؤیتگر بهرهزده شده و تخمین

Xˆتخمین به شكل  X X= و تعریف سیستم افزوده و خطای تخمین  −

] به وسیله ]TX X X=   و همچنین با در نظر گرفتنU X= −  به

 کنترلي فیدبک خواهیم داشت: صورت قاعده 

(29) 
10

r

i i

i

A B B
dX Xdt Xdw

A LF =

−   
= +  

− 
 

 که در آن:

0

0

i

i

i i

D

D LG

 
 =  

− 

 

با توجه به دینامیک افزوده فوق و حضور عامل  
i  توان مشاهده کرد مي

های شونده، خطای تخمین وارد کانال حالتضرب که در حضور نویز

فیدبک حالت و  کننده توان کنترل سیستم شده است. به همین دلیل نمي

 رؤیتگر را به صورت جدا و مستقل از هم طراحي کرد. به عبارت دیگر، 

پذیری تفكیکی شونده، قاعده برای مدل سیستم ایتو با نویز حالت ضرب

 ی بعدی، یک شرط کافي برای بهره ر قضیهسازی نیست. دقابل پیاده 

زمان شود که به طور همرؤیتگر و قانون کنترلي به دست آورده مي

پایداری نمایي خطای تخمین و سیستم حلقه بسته را با قطعیت بالا اثبات 

 کند.مي

را در نظر  (28)و دینامک رؤیتگر در  (7) : مدل تصادفي ایتو3ی قضیه 

0های  بگیرید. اگر ماتریس   ،L    و  ای وجود داشته باشند به گونه

 زیر صدق کنند: که در رابطه

(30)       1
0

0 2

T
A B B

A LF

−   
 +    

− 

 

 که در آن

(31

) 

 1

1

1 1

...

...

r

r

r r

D O D O

D LG O D LG O

 =   =

 
 

− − 

 

در این صورت دینامیک رؤیتگر تصادفي با قطعیت بسیار بالا به صورت 

 نمایي پایدار است.

Xبا در نظر گرفتن خطای تخمین به صورت اثبات:  X X= و  −

 آید:رت زیر به دست ميهایش، دینامیک خطا به صو ی مشتقمحاسبه

(32) 
   

1

ˆ

( )
r

i i i

i

dX dX dX

A LF X dt D X LG X dw
=

= − =

− + −
 

]با در نظر گرفتن  ]TX X X=  دینامیک سیستم افزوده به شكل

 گیریم:آید. تابع لیاپانف زیر را در نظر ميدر مي (29)

(33)                         1

2

TV X X=  

 کنیم:معادله دینامیک افزوده را به صورت زیر بازنویسي مي

(34) 
       

1

1

0

r

g
r

A B B
dX Xdt

A LF

dw

X X

dw

−   
= + 

− 

 
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  

 

به صورت   (33)لد خرد برای تابع لیاپانوف  مو   (1)و    (34)با توجه به رابطه  

 زیر در خواهد آمد:

( ( ( )))
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T

L V x t

A B B
X X

A LF

−   
=  + 
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  
  

− − 

  
  

− −   

 

(35

) 
1 1

0

1

2

T

T

r r

A B B
X

A LF

X X X X X

 −   
=   

− 


   +         



 

منفي  (35)برای اثبات پایداری سیستم افزوده، کافي است نشان دهیم 

 است یا

1
0

0 2

T
A B B

A LF

−   
 +    

− 

 

بنابراین تخمین دینامیک خطا پایدار نمایي با قطعیت بالا است و خطا به 

 شود.سمت صفر همگرا مي

توان ، شرط پایداری دینامیک سیستم افزوده شده را مي3 براساس قضیه

مربوطه  رد و تابع هزینهها مطرح ک LMIپذیری ی امكانبه عنوان مسئله

 را به شكل زیر تعریف نمود:

(36)           
0
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t
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سازی با تابع هدف درجه دو ی کمینهدر این صورت مسئله، به یک مسئله

 Lو بهره رؤیتگر  فیدبک  شود. بهره یل ميتبد  LMI  (30)و قید    (36)

شوند که خطای تخمین حداقل شود. یک راه دیگر ای محاسبه ميبه گونه

با استفاده از روش کنترل بهینه تصادفي محاسبه و یاین است که بهره 

 به دست آورده شود. (36)کردن تابع هزینه  با کمینه Lسپس مقدار

 سازینتایج شبیه (6
-سازی عددی و مقایسه نتایج کار، از گسستهدر این بخش جهت شبیه

که یک تخمین مرتبه دو  8اشتینسازی معادلات تصادفي به روش مایل

 . [30] کنیمياست به صورت زیر استفاده م

1

1 1 1

1 1

1 1

( ) ( )

( ( ) ( ) ( ))

( ( )) ( )

1
( ( ))( ( ) ) ...

2

k K

K K K

K K

K K

X t X t

AX t BU t f t t

DX t w t

D DX t w t t

 

 شود:که در آن نمو فرآیند وینر به صورت زیر تخمین زده مي

( ) *i Kw t wgn t 

یک پروسه نویز سفید گسسته با میانگین صفر  wgnدر معادله فوق 

است. این تخمین مرتبه دو سرعت همگرایي بالاتری نسبت به تخمین 

های مربوط به سازیل دارد. همچنین باید توجه داشت که در شبیهمرتبه او

ها با توجه به ذات تصادفي سیستم هر بار اجرای کدها تنها یک پاسخ

-دهد. در نتیجه همه پاسخني پاسخ را ارائه ميتحقق و یا مسیر نمونه از منح

 بار اجرای کد به تصویر کشیده شده است. صدها به صورت میانگین 

ها برای دو نمونه جاده مختلف سازیزیابي روش پیشنهادی شبیهجهت ار

شود. در هر دو نمونه پارامترها به یک شكل دچار عدم قطعیت انجام مي

-( یک تحقق از پارامترها درحالت آشفته را نشان مي3شكل )شوند. مي

 هد.د

 

 
8 Milstein approximation 

 و میرایي  سختيهای اغتشاشات تصادفي در مشخصه( 3شكل )

 :جاده نمونه اول

گیر سینوسي در طول این قسمت یک پروفیل که دارای دو سرعتدر 

ها خود است به عنوان جاده انتخاب شده است. وجود این گونه ناهمواری

ها، ها بسیار متداول است و خودرو باید بتواند در مواجهه با آندر جاده 

ها را هضم کرده و سواری مطلوبي نشان دهد. تغییرات عمودی معینينا

( 4شكل )یل جاده و نیز تغییرات سرعت عمودی جاده در شكل پروف 

 آورده شده است. 

1
sin(12 1

12 12

1
sin(12 ) 3 3

24 12

0

r

t t

t tx

else

 

 

 (1تغییرات عمودی مكان و سرعت جاده )نمونه ( 4شكل )

( عملكرد سیستم تعلیق فعال شده با کنترل درجه دو خطي 5شكل )

شود سیستم حلقه بسته دهد. همانطور که ملاحظه ميتصادفي را نشان مي

های جاده و اغتشاشات تصادفي در پارامترها، مقاوم قطعیتبا وجود عدم

-دهند خودرو از جانمایي تعلیق و فرمانميهای سیستم نشان  حالتاست.  

جایي پذیری مناسبي برخوردار است. طبق این شكل تغییرات نسبي جابه

محدود شده است و فاصله میان چرخ و جاده نیز   5cmتعلیق در بازه 

 شوند.حفظ مي 1cmدر بازه 
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 (1های سیستم نامعین )جاده نمونه ( پاسخ حالت5شكل )

کننده دهنده عملكرد سیستم نامعین است که توسط کنترل ( نشان6شكل )

تصادفي و غیرتصادفي فعال شده است. در این شكل دو شاخصه مهم 

شود و سنجیده مي سواری یعني خوش سواری که با شتاب وارد بر بدنه

که با فاصله میان چرخ و جاده مورد سنجش قرار  پذیری خودروفرمان

کنیم کنترل طور که ملاحظه مياند. همانگیرد به تصویر کشیده شده مي

تصادفي توانسته سواری مطلوبي را نسبت به درجه دو خطي کننده 

وسانات غیر تصادفي فراهم کند و نسبت به ن درجه دو خطيکننده کنترل 

 پارامترها مقاومت بیشتری نشان دهد.

 

  درجه دو خطيکنترل ( عملكرد تعلیق نامعین در حالت استفاده از  6شكل )
 (1تصادفي و غیر تصادفي )جاده نمونه 

خودرو، چگالي ترین معیارها در تعیین عملكرد سواری اما یكي از مهم

شود. این های مختلف رسم ميانسطیفي توان پاسخ است که در فرک

( به ترتیب برای شتاب وارد به کابین و 8شكل )( و 7شكل )معیار در 

فاصله چرخ و جاده به تصویر کشیده شده است. مشخص است چه در 

-راساس مطالعات فرکانس نماینده کنترل )که ب 1های نزدیک فرکانس

فرکانس )که  10های نزدیک ذیری خودرو است( و چه در فرکانسپ

 
9 Power spectral density(PSD) 

-کننده غیرنماینده راحتي سفر است( کنترل کننده تصادفي پایین کنترل 

 تصادفي است.

 

سازی تصادفي و  ( چگالي طیفي توان شتاب کابین برای فعال 7شكل )

 (1دفي )جاده نمونه غیرتصا

 

 سازیفعال جاده برای   ( چگالي طیفي توان فاصله نسبي چرخ تا8شكل )

 ( 1تصادفي و غیرتصادفي )جاده نمونه 

 :جاده نمونه دوم

در این قسمت یک جاده واقعي براساس استاندارد ایزو انتخاب شده است. 

های دارد ایزو از جاده آوری شده توسط موسسه استاناطلاعات جمع

های مختلف شكل گرفته است که هایي در کلاسمختلف به شكل جاده

. جاده استاندارد [31]مشخصي هستند  9هرکدام دارای چگالي طیف توان

این بخش دارای چگالي طیفي توان   سازی دردر نظر گرفته شده برای شبیه

 زیر است.

2 2

0 0
( ) 4 ( ) ,
q q
G f G n n v 

که در آن،   
0
( )
q
G n   ،0ضریب ناهمواری جاده

n   فرکانس فضایي مرجع

با انتخاب  شكل جاده تصادفي ایزوسرعت پیشرانه خودرو است.  vو 
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6 3

0
( ) 32 10
q
G n m  و

0
0.1n  ( آورده شده 9شكل )در

 است.

 

 (2( تغییرات عمودی مكان و سرعت جاده )جاده نمونه 9شكل )

درجه دو خطي د سیستم تعلیق فعال شده با کنترل ( عملكر10شكل )

شود سیستم حلقه بسته دهد. همانطور که ملاحظه ميتصادفي را نشان مي

های نامتناسب جاده و اغتشاشات تصادفي در قطعیت با وجود عدم

دهند خودرو از جانمایي های سیستم نشان ميپارامترها، مقاوم است. حالت

سبي برخوردار است. طبق این شكل تغییرات پذیری مناتعلیق و کنترل 

جایي تعلیق و فاصله میان چرخ و جاده در بازه مشخصي حفظ نسبي جابه

 شوند. مي

 

 (2معین )جاده نمونه های سیستم نا( پاسخ حالت10شكل )

-یستم نامعین است که توسط کنترل دهنده عملكرد س( نشان11شكل )

-طور که ملاحظه ميننده تصادفي و غیرتصادفي فعال شده است. همانک

تصادفي توانسته سواری مطلوبي را درجه دو خطي کنیم کنترل کننده 

تصادفي فراهم کند و نسبت به نوسانات پارامترها نسبت به مدلغزشي غیر 

 مقاومت بیشتری نشان دهد.

( برای 12شكل )های مختلف در ي توان در فرکانسچگالي طیف همچنین

تصویر کشیده شده است. مشخص است چه در  شتاب وارد به کابین به

کنترل کننده  10های نزدیک و چه در فرکانس 1های نزدیک فرکانس

 تصادفي است.کننده غیرتصادفي پایین کنترل 

 

کنترل درجه دو  ( عملكرد تعلیق نامعین در حالت استفاده از 11شكل )

 (2)جاده نمونه تصادفي و غیر تصادفي خطي 

 

سازی تصادفي و  ( چگالي طیفي توان شتاب کابین برای فعال12شكل )

 (2غیرتصادفي )جاده نمونه 

 بندی جمع  (7
بهینه سیستم تعلیق با معادلات تصادفي ایتو که  در این مقاله، مساله کنترل 

های پارامتری قرار دارد بررسي شد. در مدل در معرض عدم قطعیت

های پارامتری به صورت سه فرآیند تصادفي ریاضي سیستم، نامعیني

مستقل وینر در نظر گرفته شد. براساس مدل نامعین لحاظ شده از تعلیق و 

کننده بلمن، کنترل -جاکوبي-نهمیلتو  استفاده از معادلات تصادفيبا 

های ضرب شونده تصادفي درجه دو خطي به منظور مقابله با عدم قطعیت

های لازم طراحي شد. جهت تضمین پایداری سیستم حلقه بسته، تحلیل

جهت اثبات پایداری تصادفي ارائه گردید. همچنین یک ساختار حلقه 

ي شد که سیستم حلقه بسته کننده و رویتگر چنان طراحبسته شامل کنترل 
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ها حاکي از این است که سازینتایج شبیهحاصل پایدار تصادفي گردد. 

کننده تصادفي بهینه توانسته عملكرد بهتری سیستم حلقه بسته شامل کنترل 

های کننده غیرتصادفي بهینه در زمینه کمینه کردن شاخصهاز کنترل 

 هد.سواری نشان دخوش

 ضمیمه (8

های سیستم تعلیق. پارامتر1جدول   

Value Parameter 
280[kg]  

sm  
55[kg]  

um  
1000[ / (m/ s)]N  

sc  
18800[ / ]N m  

sk  
190000[ / ]N m  

uk  

 

کننده. پارامترهای کنترل2جدول   

Value Parameter 
2 2[1 10 1 10 ]diag  Q  

610  R  
[1 0 1 0]diag   

1810 [1 0 0 0]T   
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