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) از تقریب یک سیستم غیرخطی با تعدادي زیرسیستم Piece-Wise Affineاي خطی تبار (هاي تکهدر بسیاري از موارد، سیستم: چکیده
تحلیل پایداري دقیق از معایب سیستم حاصل بوده و در این مقاله کلاس جدیدي آیند. تقریبی بودن و عدم امکان ) به دست میAffineتبار (خطی

گیري از سیستم سوئیچ حل معرفی گردیده است. کلاس پیشنهادي به طور مستقیم و بدون استفاده از متوسطهاي هایبرید به عنوان راهاز سیستم
ي شده است. کلاس هایبرید پیشنهادي گذارنام) DirectPiece-Wise Affine(تبار مستقیماي خطیآید، از این رو سیستم تکهشونده به دست می

هاي تبار  و مرزهاي کلیدزنی قابل تنظیم و ثابت در صفحه حالت است. موارد کاربردي بسیاري از جمله مبدلهاي خطیداراي زیرسیستم
بل مدلسازي هستند. جهت تحلیل پایداري کلاس پیشنهادي، قضایایی الکترونیک قدرت و فرآیندهاي شیمیایی وجود دارند که در فرم پیشنهادي قا

سازي محدب از نوع بهینهمسئلهکها به حل یتحلیل پایداري و طراحی در مورد این سیستممسئلهمبتنی بر تابع لیاپانف مربعی ارائه شده است. 
هاي هایبرید متداول مقایسه شده است. کاربرد کلاس ه شده با کلاسگردد. همچنین در این مقاله، مدل ارائهاي ماتریسی خطی منجر مینامساوي

رزونانسی ارائه شده است.dc-dcپیشنهادي در مدلسازي و تحلیل پایداري یک مبدل الکترونیک قدرت 

تبار، مرز کلیدزنی قابل تنظیم، تابع لیاپانف مربعی، نامساوي ماتریسی خطی.اي خطیسیستم تکهکلمات کلیدي: 

Direct Piecewise Affine Systems: A New Class of Hybrid Systems with
Affine Dynamics and Regulable Switching Boundaries

Hamed Molla Ahmadian Kaseb, Ali Karimpour and Naser Pariz

Abstract: For many applications, Piece-Wise Affine (PWA) systems are made from
approximation of nonlinear dynamics by affine subsystems. Approximation and non-exact
stability analysis are the main disadvantages of derived PWA system and as a solution, a
new class of hybrid systems are introduced in this article. The proposed class is derived
directly from switched model and without averaging then it is named as Direct PWA
(DPWA). The new hybrid class has affine subsystems and regulable and/or constant
switching boundaries. Many applications such as power electronics and process engineering
can be modeled as proposed class. Some theorems are presented for stability analysis that are
based on quadratic Lyapunov function. The problem of stability analysis and controller
design is redounded to convex optimization in form of linear matrix inequality. The
proposed model is compared with conventional hybrid models. Proposed model is used for
modeling and stability analysis of a dc-dc resonant power converter.

Keywords: Piece-Wise Affine System, Regulable Switching Boundary, Quadratic Lyapunov
Function, Linear Matrix Inequality.
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مقدمه-1
هستند که داراي ها اي خاص از سیستمهایبرید، دستههايسیستم

-discreteپیوسته یا گسسته و پیشامدهاي گسسته (-هاي زماندینامیک

eventها قابل مدلسازي در فرم باشند. دسته وسیعی از سیستم) می
یک سیستم سوئیچ شونده ذاتاًهاي هایبرید بوده و بسیاري از آنها سیستم

] و 1باشند. حوزه الکترونیک قدرت [) میAffineتبار (خطی یا خطی
باشند. از مسائل مهم در ها میهایی از این سیستم] نمونه2کنترل فرآیند [

ته هاي پیوسپیوسته یا گسسته)، ورودي-ها، نوع دینامیک (زماناین سیستم
باشند و بر و منطقی، قیود بر روي متغیرهاي حالت و سیگنال کلیدزنی می

اند.هاي مختلف هایبرید تعریف شدهها، کلاساساس این ویژگی
مدلسازي، به مسئلهدیدگاه دیگر دسته بندي بر اساس نحوه نگرش 

باشد و بر این اساس دو دیدگاه تحلیل پایداري و طراحی کنترل کننده می
سط محققین مطرح شده است. دیدگاه اول تبدیل سیستم سوئیچ کلی تو

گیري به کمک تئوري متوسطدیبریهاریغشونده خطی به یک سیستم 
هاي سریع سیستم صرف نظر شده و در است. در این شرایط از دینامیک

شود. همچنین فضاي جستجوي نتیجه از دقت تحلیل پایداري کاسته می
ترکوچکگیري شده متوسطر مورد سیستمي پایدار دهاکنترل کننده

]. به طور معمول سیستم حاصل از این فرآیند حتی با وجود خطی 3است [
هاي اولیه، غیرخطی است. تحلیل و طراحی بر اساس مدل بودن زیرسیستم

بوده و یک روش کیستماتیسریغگیري شده، پیچیده و غیرخطی متوسط
ریب خطی است. استفاده از تقریب استفاده از تقمسئلهنیامواجهه با 

ها را خطی امکان استفاده از ابزارهاي قدرتمند و متنوع تحلیل این سیستم
ها به ازاي تغییرات کوچک پارامترها آورد اما معتبر بودن پاسخفراهم می

-یا اغتشاشات و عدم امکان تحلیل پایداري سیگنال بزرگ، محدودیت

، استفاده از مسئلهنیامواجهه با باشند. روش دیگر هاي این روش می
گیري شده بر روي مدل متوسط) PWA1اي خطی تبار (تقریب تکه

باشد. ابزارهاي تحلیل و طراحی خطی براي این دسته از غیرخطی می
]. همچنین این دیدگاه براي مدلسازي و 7-4ها تعمیم یافته است [سیستم

] مورد استفاده قرار گرفته 10-8هاي الکترونیک قدرت [کنترل مبدل
گیري شده، تحلیل از سیستم متوسطPWAاست. به دلیل استخراج مدل 

هاي سریع صرف پایداري مربوطه سیگنال بزرگ بوده ولی از دینامیک
گردد.نماید و این امر منجر به افزایش تقریب در تحلیل مینظر می

هاي هایبرید و سوئیچ یم از تئوري سیستمدیدگاه دوم، استفاده مستق
هاي متداول و پرکاربرد باشد. کلاسگیري میشونده بدون تقریب متوسط

منطق -] و دینامیکSLS2 (]11-13 ،[PWA]4-7سوئیچ شونده خطی (
] توسط محققین ارائه شده است. مدل 3MLD (]14-15ترکیب شده (

گیرند و تحلیل ز در نظر میهاي سریع را نیها دینامیکحاصل از این روش
پایداري مبتنی بر آنها سیگنال بزرگ و دقیق است. مشکل استفاده از این 

1 Piece-Wise Affine
2 Switched Linear System
3 Mixed Logical Dynamical

باشد، به طوري که هاي تحلیل و طراحی میها پیچیدگی روشروش
هاي ارائه شده جنبه تئوري داشته و امکان تحقق عملی بسیاري از روش

ها نیز تحقیقاتی این روشسازي عملی ندارند. در زمینه رفع مشکلات پیاده
]. 15صورت گرفته است [

SLS،هاي هایبرید بوده که داراي زیراي پرکاربرد از سیستمدسته -

به کار برده شده SLSباشد. در ادامه هر جا واژه خطی میيهاسیستم
است، منظور سیستم سوئیچ شونده خطی بدون قید در سیگنال کلیدزنی 

ها نشان داده شده ف بلوکی این سیستمالف توصی-1باشد. در شکل می
هاي آنها به دو به دینامیکها بر اساس اعمال ورودياست. این سیستم
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(پ)
، ب) SLSهاي هایبرید، الف) هاي متداول سیستم: توصیف بلوکی کلاس1شکل 

MLD، پ) سیستم PWAسیستم 

شوند. این کلاس، امکان بندي میتقسیم5خودگردانو نا4نوع خودگردان
ها و سیگنال کلیدزنی را ندارد و در مدلسازي قیود مرتبط با دینامیک

باشد. پایدارسازي مربعی نتیجه براي بسیاري از کاربردها قابل استفاده نمی
-] بر روي مبدل16و در [] ارائه شده 13به کمک روش تصویر کمینه در [

سازي گردیده است.هاي الکترونیک قدرت پیاده
هایی با مرزهاي ثابت تبار و سلولهاي خطیداراي دینامیکPWAفرم 
] مورد بررسی قرار گرفته است.  توصیف بلوکی این 7-4باشد و در [می

در هر دو PWAب نشان داده شده است. کلاس -1سیستم در شکل 
] براي کاربردهاي 17] و بدون تقریب (مستقیم) [10-8ی [دیدگاه تقریب

ها به طور ذاتی در مختلف مورد استفاده قرار گرفته است. برخی سیستم

4 Autonomous
5 Non-autonomous
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هاي الکترونیک گیرند  ولی کاربردهاي بسیاري مثل مبدلاین فرم قرار می
قدرت وجود دارند که بدون تقریب متوسط گیري در این فرم قابل 

ها مقید به متغیرهاي حالت است. لیدزنی در این سیستممدلسازي نیستند. ک
به طور معمول به وسیله توابع لیاپانف PWAهاي تحلیل پایداري سیستم

ها اي مربعی این سیستمگیرد. پایداري تکه) صورت می1MLFچندگانه (
.] بررسی شده است4نیز در [

رکز با ترکیب متغیرهاي منطقی و دینامیک به طور متمMLDفرم 
ي از تربزرگهاي سیستم را مدل و توانایی مدلسازي دسته همه ویژگی

پ توصیف بلوکی این سیستم نشان -1را داراست. در شکل هاستمیس
متغیرهاي منطقی و حضور توأمداده شده است. از طرف دیگر، به دلیل 

گسسته داراي پیچیدگی زیادي در زمینه طراحی کنترل کننده و تحلیل 
ي معمول طراحی و تحلیل براي آن قابل هاروشو باشدیمپایداري 

.باشدینماستفاده 
هاي سوئیچ شونده خطی هاي هایبرید، سیستمدسته دیگري از سیستم
هاي باشند. یک کلاس پرکاربرد از سیستمبا قانون کلیدزنی مقید می

هاي سوئیچ شونده خطی با قانون کلیدزنی هایبرید مقید، کلاس سیستم
هاي الکترونیک قدرت پایه باشد. مبدلورودي منطقی می-به حالتمقید 

چون باك و بوست در وضعیت کاري ناپیوسته و مبدل رزونانسی سري 
تحلیل پایداري و طراحی کنترل مسئلهباشند. ها مینمونه اي از این سیستم

] ارائه شده است. 18در [LMIکننده براي کلاس مورد نظر به فرم 
ها هاي الکترونیک قدرت با دسته وسیعی از مبدلمبدلدر مدلسازي 

باشند ولی هاي خطی تبار میداراي زیر دینامیکذاتاًشویم که مواجه می
گیرد. کلیدزنی بر اساس مرزهاي ثابت در صفحه حالت صورت نمی

ها را ها به طور تقریبی این مبدلهاي فعلی ارائه شده براي این سیستممدل
در نتیجه تحلیل پایداري مبتنی بر آنها داراي  تقریب کنند و مدل می

شود که تغییر ها مشاهده می. با تحلیل صفحه حالت این سیستمباشدیم
شود. ورودي کنترل شونده منجر به تغییر مشخصات مرز کلیدزنی می

ها تغییر ورودي کنترل شونده تنها منجر اي دیگر از مبدلهمچنین در دسته
شود. در نتیجه ارائه مدلی هایبرید ز مرزهاي کلیدزنی میبه تغییر برخی ا

تبار و مرز کلیدزنی ترکیبی (از ثابت و هاي خطیکه داراي زیرسیستم
اي از رسد. ایده اولیه تعریف دستهقابل تنظیم) باشد، مناسب به نظر می

هاي هایبرید که توانایی مدلسازي این پدیده را داشته باشد، توسط سیستم
] ارائه شده است.19گان در [نویسند

ذاتاًهایی که اشاره گردید، به طور معمول سیستمقبلاًطور که همان
گیري با یک سیستم باشند، به کمک تئوري متوسطسوئیچ شونده می

هاي مطالعه شوند. یکی از روششونده مدل میچیسوئریغغیرخطی 
Piece-Wise(اي خطی تبارهاي غیرخطی استفاده از تقریب تکهسیستم

Affineباشد. کلاس پیشنهادي به طور مستقیم و بدون استفاده از ) می
آید، از این رو آن را گیري از سیستم سوئیچ شونده به دست میمتوسط

1 Multiple Lyapunov Function

Direct Piece-Wise Affineتبار مستقیم یا اي خطیسیستم تکه

(DPWA)نامیم. می
ي از تررگبزمزیت عمده این روش، توانایی مدلسازي دسته 

باشد. در مقایسه میSLSو PWAهاي ي عملی نسبت به کلاسهاستمیس
، کلاس پیشنهادي امکان مدلسازي مستقیم ورودي MLDبا کلاس 

منطقی را ندارد ولی پیچیدگی آن (از دیدگاه مدلسازي و تحلیل) کمتر 
) Affineتبار (هاي خطیاست. کلاس هایبرید پیشنهادي داراي زیرسیستم

زهاي کلیدزنی قابل تنظیم  و ثابت در صفحه حالت است. موارد و مر
هاي الکترونیک قدرت و فرآیندهاي کاربردي بسیاري از جمله مبدل

توان در فرم پیشنهادي مدلسازي شیمیایی وجود دارند که آنها  را می
تحلیل پایداري و طراحی کنترل کننده براي کلاس مورد نظر  مسئلهنمود. 

DPWAه و از این رو قضایایی براي تحلیل پایداري کلاس با اهمیت بود

ارائه شده است. 
SLSتعیین زیرسیستم فعال بر اساس وضعیت متغیرهاي حالت براي 

] ارائه شده است. سیستم حاصل در این شرایط، رفتاري مشابه 21-20در [
دهد. در این شرایط عامل طراحی شونده را بروز میDPWAیک سیستم 

تعیین بهینه مسئلهباشد.  طراحی پارامترهاي مرز کلیدزنی میعبارت از
gradient-descentمسئلهکپارامترهاي سطوح کلیدزنی به حل ی

]. سیستم هایبرید کنترل شده با روش پیشنهادي 21تبدیل گردیده است [
مبتنی بر طراحی مرز کلیدزنی بوده و داراي راه حل محاسباتی با 

] نیز یک مبدل الکترونیک قدرت به روش 22باشد. در [پیچیدگی بالا می
کنترل مرزهاي کلیدزنی کنترل گردیده است. روش کنترلی ارائه شده در 

باشد.پیشنهادي میDPWA] حالت خاصی از سیستم 21-22[
ارائه کلاس جدیدي از -1هاي اصلی این مقاله عبارتند از: نوآوري

ارائه -2ی قابل تنظیم و ثابت، هاي هایبرید با مرزهاي کلیدزنسیستم
سازپایدارهایی جهت تحلیل پایداري و طراحی قانون کلیدزنی قضیه

بیان روابط تحلیل پایداري و طراحی -3براي کلاس جدید معرفی شده، 
زیر سازماندهی شکلمقاله به .LMIدر فرم سازپایدارقانون کلیدزنی 

مورد نیاز جهت مطالعه نیازهاي تعاریف و پیش2شده است. در بخش 
کلاس پیشنهادي این مقاله 3هاي بعدي ارائه شده است. در بخش بخش
ی جهت تحلیل یقضایا4ارائه شده است. در بخشDPWAیعنی 

اي بین ، مقایسه5پایداري کلاس پیشنهادي بیان شده است. در بخش 
یک مبدل 6ارائه شده است. در بخش DPWAهاي مختلف و کلاس
رزونانسی در کلاس پیشنهادي مدلسازي شده dc-dcیک قدرت الکترون

7در بخش تاًینهاو به کمک قضایاي ارائه شده مورد بررسی قرار گرفته و 
گیري مقاله ارائه گردیده است.نتیجه

هاتعاریف و پیش زمینه-2
هاي مورد نیاز جهت مطالعه زمینهدر این بخش تعاریف و پیش

ده است. هاي بعدي ارائه شقسمت
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): دو بردار ستونی  1(نامساوي درایه به درایه-1تعریف 
 1 2 ...

T

nX x x xو 1 2 ...
T

nY y y y را با
در نظر بگیرید. در این صورت نامساوي درایه iyو ixعناصر حقیقی 

شود: به درایه به صورت زیر تعریف می
X Y اگر و تنها اگرi ix y 1براي هر i n  به طور مشابه .

Xي برداري هاينامساو Y وX Yشوند.نیز تعریف می
ــف  ــاتریس مثبـــــــــت-2تعریـــــــ ــاتریس 2(مـــــــ ): مـــــــ

, , 1,...,ijA a i j n     را مثبت نامند هر گـاه, 0iji j a 

شود..به طور مشابه ماتریس منفی نیز تعریف می
): مـــــاتریس 3معـــــین(مـــــاتریس مثبـــــت -3تعریـــــف
, , 1,...,ijA a i j n        ــاه ــر گــ ــد هــ ــین نامنــ ــت معــ را مثبــ

, 0n Tx R x Ax   0و از نمــــادA  بــــراي نشــــان دادن آن
شود.به طور مشابه ماتریس منفی معین نیز تعریف مینمایند.استفاده می

هایبرید در حالت کلی به هاي(سیستم هایبرید): سیستم-4تعریف
صورت 

( ) ( ( ), ( ), ( ))

( ) ( ( ), ( ), ( ))

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))

x t f x t i t u t

y t g x t i t u t

i t x t i t u t s t








)1(

)]. در این رابطه 23[قابل بیان هستند )y t R ،
 ( ) 0,1 sM

s t  ،( )u t R ،( )i t R و( ) nx t R به ترتیب
متغیر خروجی، بردار ورودي منطقی، ورودي پیوسته، شماره زیر سیستم 

باشند. در این رابطه فعال و حالات سیستم می

1 2 ...
s

T

MS s s s    1,2}، و,..., }i M است، همچنین
sM وMها د ورودي منطقی و تعداد زیر سیستمنیز به ترتیب تعدا

هایبرید نیز موجود است که هايسیستماز تريکلیالبته تعریف باشند.می
هاي مورد بررسی در علم کنترل، تعریف فوق کفایت براي اکثر سیستم

-نماید. به طور معمول دو نوع کلیدزنی دلخواه و مقید در مورد سیستممی

تواند رخ دهد. هاي هایبرید می
در PWA): توصیف ریاضی کلاس PWA(سیستم -5تعریف

حالت کلی به صورت:
, :i i i ix A x B u b if x

y Cx

   
 

 )2(

نواحی مورد نظر را تشکیل داده و مجموعه آنها یک iباشد که می
افراز از فضاي حالت است.
به دو زیر کلاس چندPWAي هاستمیسiبر اساس نوع نواحی 

بندي و به ترتیب به صورت زیر ] دسته7-6[5] و بیضوي7-4[4وجهی
گردند:توصیف می

1 Element-wise inequality
2 Positive Matrix
3 Positive Definite Matrix
4 Polyhedral

 
1

| 0
ip

n T
i ij ij

j
x R h x g


     )3(

 
1

| 0
ip

n T T
i ij ij

j
x R x H x g


     )4(

ام، -iتعداد مرزهاي توصیف کننده مش ipکه در این روابط 
ijg ،اسکالرijh بردار وijHباشند و مبین مرزها هستند. ماتریس می

شود، ورودي کنترل شونده در کلاس ) دیده می2طور که در رابطه (همان
PWAشود، اما در متداول به طور مستقیم در دینامیک سیستم وارد می

مورد کلاس پیشنهادي، ورودي به طور مستقیم در دینامیک وارد 
شود. در ادامه کلاس و در  عوض در مرز کلیدزنی ظاهر میشودنمی

نظر این مقاله معرفی گردیده است.پیشنهادي مورد 

معرفی کلاس جدید پیشنهادي-3
هاي هایبرید با قید در سیگنال کلاس پیشنهادي از تعمیم سیستم

به صورت:هاستمیس. توصیف ریاضی این شودیمکلیدزنی فراهم 
( ) ( ) , :

( ) ( )
i i ix t A x t b if x

y t Cx t

  
 

 )5(

سیستم فعال بر اساس ناحیه قرارگیري متغیرهاي باشد که شماره زیر می
گردد. توصیف نواحی به صورت حالت مشخص می

 
1

ˆ| ( ) 0
ip

n T T
i ij ij ij

j
x R h h x g


      )6(

براي نواحی چند وجهی و 

 
1

ˆ| ( ) 0
ip

n T T T
i ij ij ij

j
x R x H H x g


      )7(

بخش غیرقابل تنظیم ijgباشد. در این روابط براي نواحی بیضوي می
بخش غیرقابل ijHبخش غیرقابل تنظیم بردار مرز، ijhاسکالر مرز،

ˆبخش قابل تنظیم بردار مرز و îjhتنظیم ماتریس مرز، 
ijH بخش قابل

ˆیاîjhباشند. تنظیم ماتریس مرز با ابعاد مناسب می
ijH نقشی معادل با

د. با ادغام بخش قابل تنظیم و نمتداول دارPWAدر سیستم uورودي 
، هر ناحیه داراي توصیف متمرکز معادل به )7) و (6(غیرقابل تنظیم 

باشند.) می9) و (8صورت (

 , ,| 0n polyhedral c T polyhedral c
i i ix R H x g     )8(

 , ,| 0n T ellipsoidal c T ellipsoidal c
i i ix R x H x g     )9(

نامساوي درایه به درایه، که در این رابطه 
, * * *

1 1 2 2 ...
i i

polyhedral c
i i i i i ip ipH h h h h h h      ،
, * * *

1 1 2 2 ...
i i

ellipsoidal c
i i i i i ip ipH H H H H H H      و

5 Ellipsoidal
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1 2 ...
i

T

i i ipg g g   
, ,polyhedral c ellipsoidal c

i ig g.معادله است
DPWA))، یک سیستم 8) (یا توصیف معادل آن (6) همراه با معادله (5(

) (یا 7) همراه با معادله (5باشد. به طور مشابه، معادله (چندوجهی می
باشد. از دید بیضوي میDPWA))، یک سیستم 9معادل آن (توصیف

DPWAقابل مدلسازي در فرم ذاتاًها کاربردي بسیاري از سیستم

بیضوي فرم DPWAباشند. از دید تحلیل پایداري فرم چندوجهی می
کلاس باشد.ي به دلیل توصیف مربعی، با تابع لیاپانف مربعی میترمناسب
تر معمول کلیPWAهاي نسبت به سیستمDPWAهاي هایبرید سیستم

است و به جاي مرزهاي ثابت کلیدزنی داراي مرزهاي ترکیبی یعنی 
ساختار کلاس هایبرید 2باشد. در شکل ترکیبی از ثابت و متغیر می

پیشنهادي نشان داده شده است. براي حالت خاصی که سیستم داراي دو 
ست، نحوه تخصیص فضاي ا4ها متغیر حالت بوده و تعداد زیرسیستم

نشان داده شده 3حالت به ازاي مرز طراحی شده و ذاتی سیستم، در شکل 
است. در این شکل دو مرز کلیدزنی ثابت (ذاتی) و متغیر (طراحی) نشان 

چین نشان داده شده اند. با تغییر مرز  طراحی که به صورت خطداده شده
دد. گراست، امکان کنترل متغیرهاي حالت فراهم می

,1با فرض :1نکته  0i ijp h ) سیستم خطی با 6در رابطه ،(
باشد.میDPWAحالت خاصی از سیستم 1کنترل کننده مد لغزشی

پایداري کلاس پیشنهادي-4
با DPWAهاي در این بخش قضایایی جهت بررسی پایداري سیستم

مرزهاي چند وجهی و بیضوي ارائه شده است. نکته قابل توجه در مورد 
قضایاي پیشنهادي محدب بودن روابط ارائه شده براي بررسی پایداري 

باشد.می

i ix A x b

y Cx

 
 

,i iA bi y

x

*H

DPWAتوصیف ساختار کلاس هایبرید : 2شکل 

2 2x A x b 

4 4x A x b 

1 1x A x b 

3 3x A x b 

ها بر حسب چندوجهی و وضعیت فعال شدن زیر سیستمDPWAسیستم : 3شکل 
متغیرهاي حالت در صفحه حالت

1 Sliding Mode Control

با مرزهاي چندوجهیDPWAپایداري سیستم 4-2
با مرزهاي چند وجهی): سیستم DPWA(پایداري سیستم -1قضیه 

-) داراي پایداري مجانبی سرتاسري می6) و (5توصیف شده با معادلات (

راي جواب باشند. در ضمن در صورت هاي زیر داLMIباشد، اگر 
برقراري روابط زیر علاوه بر تضمین پایداري، نرخ همگرایی در هر مش 

i برابرi.است

0, 0T

P q
P

q r

 
  

 
)10(

2
0,

0

0

0

i

T T T T
i i i i i i i i

T T T T T T
i i i i i i

i i i

i i i

i

A P PA P Pb A q q H H

b P q A q b q r g g

H g W

H g W

W

 
 

      
           

  


)11(

0i)، 11) و (10در روابط (  ،اسکالر ثابت دلخواهip تعداد
,ام،  -iمرزهاي توصیف کننده مش  ,n n nP R q R r R  

iسازي، متغیرهاي بهینه ip p
iW R  ،1ماتریس متقارن مثبت معین

iW 

1ماتریس مثبت،  21 ... i

i

T p
i i i ipg g g g    و

ip n
iH R به صورت دارفرمسازي متغیر بهینه

* * *
1 1 2 20 ...

i i

T

i i i i i ip ipH h h h h h h     باشد.می
براي اثبات پایداري مجانبی، تابع لیاپانف زیر براي -1اثبات قضیه 

گردد: همه نواحی تعریف می

( ) 2T TV x x Px q x r   )12(

یک ماتریس متقارن مثبت معین است. نظر به پیوستگی تابع Pکه 
لیاپانف فوق، باید برقراري شرایط مثبت بودن تابع لیاپانف و منفی بودن 

در i) داراي نرخ همگرایی 12مشتق آن بررسی گردند. تابع لیاپانف (
iباشد اگر می

( ) ( )i i

d
x V x V x

dt
    )13(

است که رابطه ix] در صورتی5بر طبق [

0
1 1( )

T T T
i i i i i i
T T T
i i i i i i

x xH H H g

H g g g

      
          

)14(

ماتریس مثبت، iبرقرار باشد که در این رابطه 
* * *

1 1 2 20 ...
i i

T

i i i i i ip ipH h h h h h h      و

1 21 ...
i

T

i i i ipg g g g   باشد. شرط مثبت بودن تابع می
) و شرط منفی بودن مشتق آن، به کمک 10لیاپانف برقراري رابطه (

]، برقراري رابطه زیر S-procedure]24-25) و 14توصیف مش (
]:26است [

0
2

i

T T T T
i i i i i i i i i i i i

T T T T T T
i i i i i i i i i i

A P PA P H H Pb A q q H g

b P q A q g H b q r g g

 
 

        
         

)15(

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
91

.6
.1

.3
.5

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

22
 ]

 

                               5 / 9

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1391.6.1.3.5
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-65-en.html


تبار و مرزهاي کلیدزنی قابل تنظیمهاي خطیهاي هایبرید با دینامیکتبار مستقیم: کلاس جدیدي از سیستماي خطیهاي تکهسیستم26
ملااحمدیان کاسب، علی کریم پور و ناصر پریزحامد

Journal of Control,  Vol. 6, No. 1, Spring 2012 1391، بهار 1، شماره 6مجله کنترل، جلد 

صورت زیر قابل بازنویسی است:) به 14نامساوي (
0

0
1 10

TT

i i i i i

i i i i i

x xH g H g

H g H g

          
                  

)16(

شود: ) به صورت زیر بازنویسی می15)، رابطه (16به کمک رابطه (

2

0
0

0

i

T T
i i i i i i

T T T T
i i i i

T

ii i i i

ii i i i

A P PA P Pb A q q

b P q A q b q r

H g H g

H g H g

 
 

    
      

     
          

)17(

1را معکوس پذیر و iدر ادامه اگر 
i
 ،را مثبت معین در نظر بگیریم

شود:] ، از رابطه فوق نتیجه میschur complement]27بنا به 

1

1

2
0

0

0

i

T T T T
i i i i i i i i

T T T T T T
i i i i i i

i i i

i i i

A P PA P Pb A q q H H

b P q A q b q r g g

H g

H g

 
 





      
            

   

)15(

1حال با تعریف 
i iW   براي پایدار بودن سیستم باید دو ،LMI زیر

برقرار باشند.

2
0;, 0

0

0

 
 

      
            

  

i

T T T T
i i i i i i i i

T T T T T T
i i i i i i

i

i i i

i i i

A P PA P Pb A q q H H

b P q A q b q r g g
W

H g W

H g W

)19(

پارامتر طراحی iگردد. با توجه به اینکه در نتیجه پایداري ثابت می
لذا سیستم علاوه بر شودمیبوده و در معادلات مثبت در نظر گرفته 

باشد. با توجه به اینکه تابع پایداري لیاپانفی داراي پایداري مجانبی نیز می
نماید لذا شرایط فوق را برآورده میnRلیاپانف داده شده براي تمام 

پایداري سرتاسري است. 
اگر بتوان برنامه را به ازاي iبا توجه به آزاد بودن پارامتر :2نکته 

در بین مقادیر مختلف iترینکوچکو مقادیر مختلف آن اجرا نمود 
با بهترین نرخ آن، در هر دفعه اجرا به دست آورد آنگاه سیستمی 

گردد.همگرایی ممکن حاصل می
1مثبت بودن ماتریس:3نکته 

iW  معادل با مثبت بودن عناصر قطر
است (با شرط iWرعی ماتریساصلی و منفی بودن عناصر قطر ف

0iW  در قالب روابط ). که شرط اخیرLMI.قابل بیان است
داراي مرزهاي قابل تنظیم DPWA: در صورتی که سیستم 4نکته 

گردد. در نتیجه، ] تبدیل می4مورد اشاره در [PWAنباشد به سیستم 
نیز قابل کاربرد است.PWAهاي به منظور تحلیل پایداري سیستم1قضیه 

-را بررسی میDPWA، پایداري سرتاسري سیستم 1قضیه :5نکته 

مد نظر باشد، refxنماید. در شرایطی که پایداري محلی حول نقطه کار 
)از تابع لیاپانف بایستمی ) ( ) ( )T

ref refV x x x P x x  ]26 [
هاي توصیف کننده ماتریس1استفاده گردد یا به عبارت دیگر در قضیه 

تابع لیاپانف در این شرایط جدید به صورت 
, ,T T

new new ref new ref refP P q P x r x Px   .در نظر گرفته شوند

با مرزهاي بیضويDPWAپایداري سیستم 4-2
با مرزهاي بیضوي): سیستم DPWA( پایداري سیستم –2قضیه 

) داراي 7) و نواحی مشخص شده در (5توصیف شده با معادلات (
) 20) و (10هاي روابط (LMIباشد، اگر پایداري مجانبی سرتاسري می

داراي جواب باشند. در ضمن در صورت برقراري روابط زیر علاوه بر 
است.iبرابر iتضمین پایداري، نرخ همگرایی در هر مش 

*

1

2

0
0

0

i

i

T T
i i i i i i

T T T T
i i i i

p
ij ij

j
j ij

A P PA P Pb A q q

b P q A q b q r

H H

g

 
 




    
     

 
    


)20(

0iدر روابط فوق   ،اسکالر ثابت دلخواهip تعداد مرزهاي
,ام و -iتوصیف کننده مش  ,n n nP R q R r R   0و j

باشند.سازي میمتغیر بهینه
) 12براي اثبات پایداري مجانبی، تابع لیاپانف (-2قضیه اثبات

یک ماتریس متقارن و مثبت Pگردد که براي همه نواحی تعریف می
)، باید برقراري شرط مثبت 12معین است. نظر به پیوستگی تابع لیاپانف (

) و منفی بودن مشتق آن برقراري 10بودن تابع لیاپانف برقراري رابطه (
رابطه زیر است.

0, :
2

 
 

    
      i

T T
i i i i i i

iT T T T
i i i i

A P PA P Pb A q q
if x

b P q A q b q r
)21(

باشد آنگاه رابطه زیر برقرار است. ixهمچنین در صورتی که 
*

1

0
0

01 1

i
Tp

ij ij
j

j ij

H Hx x

g




    
         

 )22(

0jکه در این رابطه  و 22باشد. به کمک توصیف مش (می (S-

procedure]24-25) شود:) به صورت زیر بیان می21]، شرط

*

1

2

0
0

0

i

i

T T
i i i i i i

T T T T
i i i i

p
ij ij

j
j ij

A P PA P Pb A q q

b P q A q b q r

H H

g

 
 




    
     

 
    


)23(

در ضمن در صورت برقراري روابط فوق علاوه بر تضمین پایداري 
است. در iبرابر iتوان نشان داد که نرخ همگرایی در هر مش می

0iگردد. با توجه به اینکه نتیجه پایداري ثابت می  پارامتر طراحی
لذا سیستم علاوه بر شودمیبوده و در معادلات مثبت در نظر گرفته 

باشد. با توجه به اینکه تابع پایداري لیاپانفی داراي پایداري مجانبی می
نماید لذا شرایط فوق را برآورده میnRلیاپانف داده شده براي تمام 

پایداري سرتاسري است. 
اي چندوجهی داراي ورودي کنترل شوندهDPWAسیستم :6کته ن

. در صورتی که این سیستم به شودمیباشد که در مرز کلیدزنی ظاهر می
بیضوي کنترل گردد، سیستم حاصل یک DPWAوسیله یک سیستم 
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بیضوي خواهد بود. به بیان دیگر، با جایگذاري DPWAسیستم 

îj ch C zکه)cC وz به ترتیب ماتریس خروجی و متغیر حالت
شود که این فرم ) فرم مربعی ایجاد می6کنترل کننده هستند،) در رابطه (

باشد.بیضوي میDPWAنشانگر یک سیستم 

هاي هایبرید متداولبا کلاسDPWAمقایسه-5
هاي هاي متداول سیستمشده با کلاسدر این بخش کلاس معرفی 

شود. همان طور که دیده می1هایبرید مقایسه شده و نتایج آن در جدول 
هاي پرکاربردي چون سوئیچ شود، اشکال اصلی فرمدیده می1در جدول 

این است که این MLDورودي منطقی و -شونده خطی مقید به حالت
- دي کنترل شونده منطقی میها داراي متغیرهاي حالت پیوسته و ورومدل

سبب پیچیدگی تحلیل پایداري و طراحی کنترل مسئلهنیاباشند، که 
-ها میگردد. به منظور طراحی کنترل کننده براي این کلاسکننده می

مربعی -ریزي ترکیبیاي چون برنامهسازي پیچیدهنهیابزار بهبایست از 
ل نقطه قوت کلاس ] استفاده گردد. در مقابMIQP1] (28اعداد صحیح (

) باشنداز یک نوع و پیوسته میپیشنهادي در همگن بودن (همه متغیرها 
سبب مسئلهنیامتغیرهاي حالت و ورودي کنترل شونده سیستم است، که 

سادگی تحلیل پایداري و طراحی کنترل کننده براي کلاس پیشنهادي 
پیوسته داراي ورودي 1هاي مورد بررسی در جدول گردد. همه مدلمی
هاي متداول ورودي پیوسته در دینامیک باشند. در مورد همه کلاسمی

، DPWAدر حالی که در مدل گرددیممدل به طور مستقیم وارد 
ورودي پیوسته در دینامیک مدل به طور مستقیم وارد نشده و در مرز 

داراي کلیدزنی مقید تاًیماهگردد. کلاس پیشنهادي میواردکلیدزنی 
ورودي -و از این رو با سیستم سوئیچ شونده خطی مقید به حالتباشد می

ناداراي کلیدزنی PWAمنطقی در جدول مقایسه شده است. سیستم 
باشد زیرا در این سیستم کلیدزنی بر حسب ناحیه نمیخودگردان

خودگردان کاملاًگیرد و این کلیدزنی قرارگیري متغیر حالت صورت می
، کلیدزنی به هر دو روش خودگردان DPWAاست. اما در مورد سیستم 

بر PWAدهد. نوع خودگردان آن مشابه سیستم روي میخودگردانناو 
آن خودگرداننادهد و نوع حسب ناحیه قرارگیري متغیر حالت روي می

از دید کاربردي انتخاب گیرد.به وسیله تغییر مرز کلیدزنی صورت می
به ماهیت سیستم مورد بررسی هاي جدول فوق وابستههر یک از کلاس

-دارد. در این زمینه بین پیچیدگی و دقت مدلسازي مصالحه صورت می

در حالت کلی داراي دقت مدلسازي بالاتري نسبت DPWAگیرد. مدل 
باشد ولی پیچیدگی آن نیز بیشتر است. مدل میSLSو PWAبه 

ی داراي پیچیدگMLDپیشنهادي نسبت به سوئیچ شونده خطی مقید و 
باشد ولی در مورد بعضی کاربردها منجر به محدودیت کمتري می
گردد.تقریب در مدلسازي میاحیاناًمدلسازي یا 

مطالعه موردي یک مبدل الکترونیک قدرت -6
dc-dcرزونانسی

1 Mixed Integer Quadratic Programming

هاي مختلف هایبرید: مقایسه کلاس1جدول

SLSPWAویژگی

سوئیچ شونده 
خطی مقید به 

ورودي -حالت
منطقی

MLDDPWA

تبارخطیخطیخطیتبارخطیخطیدینامیک
قید بر روي 

سیگنال 
کلیدزنی

داردداردداردداردندارد

قید بر روي 
متغیرهاي حالت

داردداردداردداردندارد

نداردداردداردنداردداردورودي منطقی
کلیدزنی 
خودگردان

داردداردداردداردندارد

ناکلیدزنی 
خودگردان

داردداردداردندارددارد

سادهپیچیدهپیچیدهسادهسادهتحلیل پایداري

نشان داده شده است 4شماتیک یک مبدل رزونانسی سري در شکل 
و معادلات غیرخطی توصیف کننده آن به صورت

 
 

1
2 1 1 3

3 32
1 1

0

1
( )( 2 )

, 1,0,1

1 1
( ); ( )

    

 

  

g Loss f

dx
sV x r x sign x x V

dt L
s

dx xdx
x x

dt C dt C R

)24(

3]، که در این رابطه 19باشد [می 2 1, , , , , , , ,f Loss gV r V L R s x x x

به ترتیب عبارتند از جریان سلف، ولتاژ خازن شبکه رزونانس، ولتاژ 
خروجی، ورودي منطقی، مقاومت خروجی، سلف، منبع ورودي، 

. با فرض باشندیممقاومت معادل تلفات و افت ولتاژ مستقیم دیود 
3x R:و تعریف ورودي منطقی به صورت زیر

1

0

1

Kx m

s Kx m

Kx m


 



  
    
   

)25(

) به صورت زیر قابل بازنویسی است:24رابطه (

   
 

, ,

( )

, : { | 0 }

, 1,2,...,6

i i

polyhedral c T polyhedral c
i i i

x t x t

y t x t

if x x H x g

i

 



  



A b

C




)26(

واندشدهتعریف 2هاي رابطه فوق در جدول ماتریس
 0 0 1C) یک سیستم 26است. رابطه (DPWA با مرزهاي

سازي پارامترهاي مورد استفاده در شبیهدهد.چندوجهی را نمایش می
، 1بیان شده است. با استفاده از قضیه 3همراه با تعریف آنها در جدول 

polyhedral,(که در ساختار متغیرهاي mو Kپارامترهاي طراحی  c
iH
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polyhedral,و  c
igل گردند.. با ح) طراحی میقرار دارندLMI مربوطه به

نتیجه زیر MATLABنرم افزار Robust Controlکمک جعبه ابزار 
حاصل گردیده است:

 1 0.899 0 , 0.7674, 0K m     )27(

به صورت LMIهمچنین متغیرهاي بهینه سازي و پارامترهاي میانی روابط 
اند:زیر به دست آمده

10 10

8

0.935 0.030 0.135 0.0074

10 0.030 1.487 0.160 ; 10 0.3698
0.135 0.160 5.153 0.0339

2.8181 0.7654 0.7459

, 10 0.7654 2.8521 0.7656

0.7459 0.7656 2.8182

 

    
         
       

  
    
   

P q

W

)28(

سازي صورت گرفته، تصویر مسیر حالت در صفحه بر اساس شبیه
1 2x x نشان داده شده 5به همراه مرز ذاتی و طراحی شده در شکل

است. در این شکل فضاي حالت به چهار ناحیه تقسیم شده و در هر مش 
باشد.یکی از چهار زیرسیستم فعال می

نتیجه گیري-7
هاي هایبرید که توانایی از سیستمدر این مقاله کلاس جدیدي 

هاي عملی را دارد، معرفی گردید. مدلسازي دسته وسیعی از سیستم
توصیف ریاضی کلاس پیشنهادي در دو فرم چندوجهی و بیضوي ارائه و 

LMIاي جهت تحلیل پایداري بر اساس حل تعدادي براي هر حالت قضیه

هاي متداول کلاسارائه گردیده است. با مقایسه کلاس پیشنهادي با
هاي هایبرید، مزایا و نقاط ضعف کلاس پیشنهادي مشخص سیستم

گردید. یک مبدل الکترونیک قدرت در فرم پیشنهادي مدل، تحلیل و 
تر بوده کلیPWAسازي گردید. کلاس پیشنهادي نسبت به کلاس شبیه

. باشدهاي عملی را دارا میي از سیستمتربزرگو توانایی مدلسازي دسته 
کلاسیک بر روي کلاس پیشنهادي توسط هايکنندهکنترلتعمیم 
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