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ها  موجب کاهش توان مقابله سيستم ايمني ميزبان در برابر انواع بيماری  CD4+Tهای  لنفوسيتويروس نقص ايمني بدن با حمله به  :  چکیده 

تواند معياری از وخامت بيماری باشد به عنوان خروجي در نظر  که مي CD4+Tهای سازی رفتار اين بيماری، تعداد لنفوسيتشود. در مدل مي

برداری در  پذير نيست و آنها با فواصلي متغير و بزرگتر از زمان نمونهها امكانتعداد اين لنفوسيتگيری منظم  شود. اما در عمل اندازه گرفته مي

سازی رفتار اين  طراحي شده است. در مدل   HIVهای بيماری  ای وابسته به حالت برای تخمين حالتدسترس هستند. در اين مقاله رويتگر ضربه

دار با در نظر گرفتن تأخير درون سلولي استفاده شده است. رويتگر پيشنهادی مبتني بر نمايش  بيماری از معادله ديفرانسيل غيرخطي تأخير

  CD4+Tهای  های بيماری ايدز فراهم نمايد در حالي که تعداد لنفوسيتای از حالت يافته بوده و قادر است تخمين پيوستهسازی توسعهخطيشبه

فاصله  در  معادتنها  زمان  با  متغير  زماني  زمانهای  برابر  با  نمونه  ل چندين  حالت  تخمين  برای  پيشنهادی  رويتگر  دسترس هستند.  در  برداری 

پايداری مجانبي رويتگر پيشنهادی با استفاده از اصل مقايسه و شرط ناحيههای کنترلي پيوسته و ضربهورودی محدود  -ای ارائه شده است. 

سازی عملكرد مناسب روش  کاری کمتر تضمين شده است.  نتايج عددی و شبيهظهتعريف و با محاف تحت قضايای جديد و شرايط کافي خوش 

 پيشنهادی را با وجود تأخير متغير با زمان نشان داده است.

 . HIVمحدود، ويروس -شرط ناحيهاصل مقايسه، يافته، سازی توسعه خطي شبهای وابسته به حالت، رويتگر ضربهکلمات کلیدی: 

Sub-optimal Estimation of HIV Time-delay Model using State-

Dependent Impulsive Observer with Time-varying Impulse Interval: 

Application to Continuous-time and Impulsive Inputs 

Nasrin Kalamian, Hamid Khaloozadeh, Seyed Moosa Ayati 

 

Abstract: Human Immunodeficiency Virus (HIV) weakens the immune system in confronting 

various diseases by attacking to CD4+T cells. In modeling HIV behavior, the number of CD4+T cells 

is considered as the output. But, continuous-time measurement of these cells is not possible in 

practice, and the measurement is only available at variable intervals that are several times bigger than 

sampling time. In this paper, a state-dependent impulsive observer is designed for state estimation of 

HIV model. In order to model the HIV behavior, nonlinear time-delay differential equation is 

employed which considers the intracellular delay. The proposed observer is based on extended pseudo 

linearization technique. Even though, the number of CD4+T cells is available only in time-varying 

impulse intervals, this observer is capable of providing a continuous-time estimation of HIV states. It 

is also suitable for the continuous-time and impulsive control inputs. The asymptotic stability analysis 

of the suggested observer is guaranteed based on comparison principle and sector-bounded condition 
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under some new theorems with well-defined sufficient conditions and less conservatism. Simulation 

and numerical results confirmed the efficiency of the proposed method despite the variable time-

delays. 

Keywords: State-dependent impulsive observer, extended pseudo linearization, Comparison 

principle, sector -bounded condition, HIV.

 

 مقدمه -1

ويروسي است که به سيستم ايمني  (  HIV)  1ويروس نقص ايمني بدن 

فرد   ايمني  بين رفتن قدرت  از  به تدريج موجب  و  بيمار حمله کرده  بدن 

بيماری مقابل ساير  از  ها ميها و عفونت ميزبان در  اين ويروس پس  شود. 

لنفوسيت  خود،  ميزبان  بدن  به  از    CD4+Tهای  ورود  زيرگروهي  که  را 

ها خود  لوده کرده و از طريق آنهای سيستم ايمني بدن انسان هستند آسلول

با حمله کردن به اين    HIVدهد. ويروس را در سراسر بدن فرد گسترش مي

ها شده و هم منجر  ها هم به طور مستقيم باعث کاهش تعداد آننوع سلول 

شود که به  ها ميهای ديگر سيستم ايمني بدن به اين سلولبه حمله سلول

ها   کاهد. در صورتي که تعداد اين سلول طور غيرمستقيم از تعداد آنها مي

تا حد مشخصي کاهش يابد باعث از کار افتادن دستگاه ايمني بدن شده و  

مي بيمار  فرد  مرگ  به  منجر  نهايت  ايدز،  در  بيماری  با  مقابله  برای  شود. 

کيفيت  دسته رفتن  بالا  به  منجر  که  شده  پيشنهاد  داروها  از  مختلفي  های 

طو  افزايش  و  بيمار  ميزندگي  او  عمر  مدل ]2-1[شوند  ل  های  سازی. 

ها  توان آنمختلفي برای نشان داده رفتار اين بيماری انجام شده است که مي

مدل دسته  دو  در  مدلرا  و  معمولي  ديفرانسيلي  ديفرانسيلي های  های 

های بدون تأخير برای کنترل بيماری  ، از مدل ]2-1[تأخيردار جای داد. در 

های ديفرانسيلي با در نظر گرفتن  ، مدل ]4-3[ايدز بهره برده شده است. در  

برای مدل  ارائه شده است.  ايمني  پاسخ سيستم  ايدز،  تأخير  بيماری  سازی 

يک مدل ديفرانسيلي تأخيردار با تأخير درون سلولي معادل مدت زمان بين  

ذرات ويروسي در سطح سلول ارائه شده است  عفونت يک سلول و انتشار 

، از معيار نايكوئيست برای تخمين طول تأخير درون سلولي که  ]6[. در  ]5[

کند استفاده شده است.  پايداری مجانبي کلي را در حالت ماندگار حفظ مي

، برای افزايش کارايي مدل ارائه شده، علاوه بر تأخير درون سلولي،  ]7[در  

، يک  ]8[ي نيز لحاظ شده است. برای بيماری ايدز، در  اثر مقاومت داروي

مدل با دو تأخير مورد بررسي قرار گرفته است. تأخير اول، تأخير زماني بين  

پنهاني و تأخير دوم مدت زمان بين    HIVورود ويروس به سلول و توليد  

، نيز يک مدل تأخيردار با سه  ]9[عفونت سلولي و توليد ويروس است. در  

، برای افزايش کارايي مدل،  ]10[ن سلولي ارائه شده است. در  تأخير درو

است.   شده  گرفته  نظر  در  سلولي  درون  و  ايمني  سيستم  پاسخ  تأخير  دو 

توسعه حالت  به  وابسته  ريكاتي  معادله  تخمين  و  رديابي   2يافتهکنترل، 

 
1 Human Immunodeficiency Virus 
2 Extended State-Dependent Riccati Equation 
3 Extended Pseudo-Linearization  
4 Impulsive Observer 

(ESDREشبه نمايش  بر  مبتني  توسعه(  سازی  مدل    3يافته خطي  برای  نيز 

 .  ]12-11[ارائه شده است   HIVروس تأخيردار وي

های سيستم  های بيولوژيكي مانند بيماری ايدز، خروجيدر اکثر مدل 

برداری منظم در  های نمونهبه صورت پيوسته و يا گسسته در زمان با زمان

مدل  در  معمول  طور  به  نيستند.  سلولدسترس  تعداد  شده،  ارائه  های  های 

CD4+T  وخامت بيماری باشد به عنوان خروجي در  تواند معياری از  که مي

ها  گيری پيوسته تعداد اين لنفوسيت شود. اما در عمل اندازه نظر گرفته مي

ها به جای هر نمونه، هر چندين نمونه  پذير نيست؛ در واقع خروجيامكان

نمونه اين  فاصله  لذا  يكبار در دسترس هستند و  نيست.  ثابت  نيز عموماً  ها 

ای کنترلي و تخمين پيوسته در زمان با ايراداتي مواجه  هسازی روشپياده 

رويتگر ضربه مقاله  اين  در  تخمين    4ایخواهد شد.  برای  به حالت  وابسته 

با در نظر گرفتن تأخير درون سلولي طراحي شده   HIVهای ويروس حالت

يافته و  سازی توسعهخطياست. معادلات رويتگر با استفاده از نمايش شبه

های غيرخطي سيستم نوشته شده است.  ازی و با حفظ ويژگيسبدون خطي

های موجود بر روی تأخير و مشتق آن تا  همچنين در اين روش، محدوديت

های ديگر بيماری  گردد. لذا اين رويتگر برای مدل حدود زيادی مرتفع مي

ايدز با تأخيرهای چندگانه و انواع تأخير قابل استفاده خواهد بود. در اين 

سيستم  مقاله، برای  پيشنهادی  ورودی  رويتگر  با  تأخيردار  غيرخطي  های 

پايداری  ضربه همچنين  است.  شده  ارائه  نيز  ورودی  در  غيرافاين  و  ای 

ناحيه شرط  است  که حالت کلي  5محدود -رويتگر تحت  ليپشيتز  تر شرط 

از   استفاده  به جای  پايداری رويتگر طراحي شده  تحليل  بررسي شده. در 

و نتايج آن بهره برده که منجر به    6مرسوم لياپانوف، از اصل مقايسهنظريه  

کاری کمتر خواهد شد. اين  تعريف و با محافظهتوليد شرايط کافي خوش 

نامساوی ماتريسيشرايط تحت  و همگي  LMI)  7های خطي  نوشته شده   )

عملي و دارای جواب هستند. همچنين تحت قضيه پيشنهاد شده، حد بالای  

ض خروجي ربه فاصله  فاصله  حداکثر  يا  ميها  ارائه  دسترس  در  شود.  های 

دهنده کارايي رويتگر پيشنهادی اين مقاله سازی نشاننتايج عددی و شبيه

های متغير  با وجود فاصله ضربه  HIVهای مدل ويروس  برای تخمين حالت 

کاری کمتر در توليد شرايط کافي و  با زمان، تأخير ثابت و متغير و محافظه

LMIهای گذشته ساختار اين  هايي با ناحيه جواب بزرگتر است. در پژوهش

رويتگر برای مدل يک سيستم غيرخطي تأخيردار بدون ورودی، با فاصله  

ليپشيتز ارائه شده است  ضربه با استفاده از شرط  های ثابت، تأخير ثابت و 

ر مشخصي  کا. اثبات پايداری بر اساس نظريه مقادير ويژه بوده و لذا راه ]22[

5 Sector-Bounded  
6 Comparison Principle 
7 Linear Matrix Inequality 
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برای حل شرايط کافي ارائه نشده است. رويتگر پيشنهادی اين مقاله علاوه  

-هايي با ورودیای و نيز مدل های پيوسته، ضربهبر در نظر گرفتن ورودی

های متغير با زمان، تأخير متغير با زمان را مورد  های غيرافاين، فاصله ضربه 

تر  دود که حالت کليمح-بررسي قرار داده است. همچنين از شرط ناحيه

 شرط ليپشيتز است بهره برده شده.  

ادامه مقاله به اين صورت است. در بخش دوم، مدل تأخيردار بيماری  

يافته ارائه  خطي سازی توسعهشود. در بخش سوم نمايش شبهايدز ارائه مي

ای وابسته به حالت انجام خواهد شد. سپس  و سپس طراحي رويتگر ضربه

شود. در نهايت بخش پنجم نيز  سازی در بخش چهارم ارائه مي نتايج شبيه

 گيری از اين مقاله اختصاص دارد. به نتيجه

 

 HIV مدل تأخیردار بیماری -2

مدل  از  مختلفي  انواع  شد  ذکر  مقدمه  در  برای  سازیهمانطورکه  ها 

های تأخيردار بهتر  سازیها، مدل است که از ميان آنبيماری ايدز ارائه شده  

توانند بيانگر رفتار اين بيماری باشند. لذا در اين  های بدون تأخير مياز مدل 

  HIVسازی رفتار ويروس  مقاله نيز يک مدل غيرخطي تأخيردار برای مدل 

 : ]6[در نظر گرفته شده است. اين مدل به صورت زير است 
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(1) 

حساس،    CD4+Tهای  به ترتيب تعداد سلول   Vو T ،Iکه در آن 

 sعفوني هستند.   HIVآلوده و ذرات ويروس    CD4+Tهای  تعداد سلول 

سلول نشان توليد  نرخ  پيش  CD4+Tهای  دهنده  از  مغز جديد  در  ماده 

تيموس،   و  سلول   استخوان  طبيعي  مرگ   rسالم،    CD4+Tهای  نرخ 

سلول  تكثير  ميزان  حداکثر  و    CD4+Tهای  بيانگر 
maxT    ميزان حداکثر 

ها به  دهد. اگر تعداد سلولرا در بدن نشان مي  CD4+Tهای  تراکم سلول

maxT    محدوديت بنابراين  يابد.  کاهش  بايد  مقدار  اين  باشد،  رسيده 

maxT s    های  اعمال شده است. همچنين سلولCD4+T  نند از  توامي

سلول  تكثير  تابع    CD4+Tهای  طريق  دو  شوند.  توليد  موجود 

( )( )1 maxrT T I T− )و    + )( )1 maxrI T I T− تكثير    + ميزان 

دهند.  سالم و آلوده را نشان مي  CD4+Tهای  سلول
1k    بيانگر ميزان عفوني

و  HIVبا ويروس  CD4+Tهای شدن سلول 
2k های  نرخ فعال شدن سلول

CD4+T    به طوری که آلوده است 
2 10 / 1k k  های  ، نسبت سلول

CD4+T   شوند.  های آلوده فعال تبديل مياست که به سلول    نرخ مرگ

در    CD4+Tهای  سلول ويروسي  بار  علت  به  که  است  های  سلول آلوده 

CD4+T    مبتلا بهHIV  مفروض است ، های  . ويروسHIV    توسط

شوند و فرض شده است که هر سلول  آلوده توليد مي  CD4+Tهای  سلول

CD4+T   آلودهN  مي توليد  خود  زندگي  توليد  در  ويروس  کند.ذره 

0 1rn   0و 1pn    .نيز معرف اثربخشي داروها هستند
pn   اثر

مهارکننده  )داروی  پروتئاز  ميPIهای  نشان  را  مي(  باعث  که  شوند  دهد 

های غيرعفوني با نرخهای آلوده، سلول سلول
pn N  و    توليد کنند

rn   اثر

-دهد که از توليد سلول ( را نشان ميRTIداروی ترانس کريپتاز معكوس )

و    HIV  نرخ از بين رفتن ذرات ويروس   dکند. ای عفوني جلوگيری ميه

   سلول اوليه  شدن  عفوني  زمان  بين  زماني  توسط   CD4+Tهای  تأخير 

است.    HIVويروس   جديد  کامل(  ويروسي  )ذره  ويريون  آزادسازی  تا 

 پارامترهای ذکر شده در اين مدل همگي غير منفي هستند. 

 

 ایطراحی رویتگر ضربه -3

تخمينرويتگرهای ضربه های سيستم را  گرهايي هستند که حالتای 

با  نمونه  تنها  خروجي  های تعداد  از  مي  محدودی  خروجي تخمين  زنند. 

ها  های ضربه در دسترس است که اين زمانگيری شده تنها در زماناندازه 

نمونه زمان  از  مي بزرگتر  و  بوده  باشند.  برداری  آن  برابر  چندين  توانند 

سيستم  همچنين استفاده از اين رويتگرها موجب کاهش انتقال اطلاعات بين  

و رويتگر شده و در نتيجه پهنای باند کانال انتقال اشغال نشده و هزينه انتقال  

های خطي با  ای برای سيستم. طراحي رويتگر ضربه]13[يابد  نيز کاهش مي

بيماران   برای  گليسمي/انسولين  تنظيم  منظور  به  مرسوم  لياپانوف  ديدگاه 

يتگرها برای دسته خاصي  . اين نوع رو]14[ديابتي نوع اول انجام شده است  

با  از سيستم های غيرخطي که از دو بخش خطي و يک عبارت غيرخطي 

شرط ليپشيتز طراحي و پايداری آن با نگرش لياپانوف مرسوم بررسي شده  

ضربه]16-15[است   رويتگر  طراحي  از  .  خاصي  دسته  برای  تطبيقي  ای 

از بخشسيستم متشكل  زمان  با  متغير  غيرخطي  مجزایهای  و    های  خطي 

لياپانوف مرسوم در   نظريه  از  استفاده  با  پايداری  با تحليل    ]17[غيرخطي 

سيستم  برای  رويتگرها  نوع  اين  همچنين  است.  شده  خطي  انجام  های 

ارائه شده است. برای دسته    ]18[ثابت در  -ایتأخيردار با تأخير ثابت و تكه

  ار بخش ، دارای چه]19[های غيرخطي تأخيردار که در  خاصي از سيستم

مجزای خطي، غيرخطي، خطي تأخيردار و غيرخطي تأخيردار با محدوديت  

، شامل سه بخش جداگانه  ]20[بر روی حد بالای تأخير و مشتق آن، و در  

داده   قرار  در بخش خطي  تنها  )تأخير  تأخيردار  غيرخطي و خطي  خطي، 

ي  ای با نظريه لياپانوف مرسوم طراحي شده است. طراحشده( رويتگر ضربه

ای وابسته به حالت با استفاده از اصل مقايسه در ای و ضربهرويتگر ضربه

، با استفاده از  ]22[های غيرخطي و در  برای دسته خاصي از سيستم   ]21[

ها و تأخير ثابت، با در نظر گرفتن شرط  مفهوم مقادير ويژه با فاصله ضربه

حل شرايط پايداری  ليپشيتز برای توابع غيرخطي و بدون ارائه رهيافتي برای  

ای نشان  های ضربهبدست آمده، انجام شده است. در تحليل پايداری سيستم 

اين   نيست  لياپانوف همواره ضروری  تابع  منفي بودن مشتق  داده شده که 
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مطرح شده   آن  از  نتايج حاصل  و  مقايسه  سيستم  اصل  و  قضيه  در  مفهوم 

لياپانوف مرسوم منجر    است. استفاده از اين قضيه و نتايج آن به جای ديدگاه 

 . ]13[کاری کمتر خواهد شد به شرايط پايداری با محافظه

 اصل مقايسه  -3-1

 ای به صورت زير در نظر گرفته شده است: ديناميک سيستم ضربه

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

,                                
 

,  

k

k k I k

x t f x t t t

x t x t x t f x t t t+

 = 

 = − = =

 (2) 

nxکه در آن   R    بردار حالت و
kt  1,2ضربه برای    زمان,k =  

است به طوری که  
10 k kt t− های حالت  . بردار پرش( )kx t   و

,If f    سيستم هستند.  مناسب  ابعاد  با  زمان  در  پيوسته  و  غيرخطي  توابع 

 شود: مقايسه به صورت زير تعريف مي

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

, , , ,                 
  

, , ,

k

k k k k k k

V t x g t V t x t t

V t x t V t x t t t+ +

 = 



= =  

(3) 

آن   در  :که  nV R R R+ + g:و    → R R R+ + توابعي    →

زمان بين  در  هر  پيوسته  برای  و  هستند  ضربه  nxهای  R ،

( ) ( )
( ) ( )

, ,

lim , ,
k

k
t x t x

V t x V t x
+

+

→

و=
( ) ( )

( ) ( )
, ,

lim , ,
k

k
t v t V

g t v g t V
+

+

→

= 

پذير و به صورت محلي ليپشيتز است.  تابعي مشتق  Vوجود دارند. همچنين 

k:تابع   R R + برقرار   →+ زير  شرايط  و  است  نزولي  غير  تابعي  نيز 

 هستند: 

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

, , , ,            
  

, , ,

k

k k k k k k

D V t x g t V t x t t

V t x t V t x t t t

+

+ +

  



 =

 (4) 

ناپيوستگي به دليل وجود  های موجود در سيستم  قابل ذکر است که 

وقوع ضربه ضربه هنگام  به  مشتق  ای  از  معمولي  مشتق  به جای  )   Diniها، 

D V+ 13[( استفاده شده است[  . 

)(  2: در سيستم )]13[  1قضیه   )0 0f =  ،( )0 0If )و    = ),0 0g t = 

( سيستم  بديهي  حل  بنابراين  است  برابرند.  2مفروض  مقايسه  سيستم  و   )

 همچنين تمامي شرايط موجود در سيستم مقايسه و شرايط زير برقرارند: 

0برای    -1   ،:V R S R

+ + که    → طوری  به 

 nS x R x =  . 

وجود دارد    -2
0 0     به طوری که

0
x S     به معني

0
x x S +   

 ها است.kبرای همه 

3- ( ) ( ) ( ),b x V t x a x    رویR S 

+    به طوری کهa   و

b    ،توابعي پيوسته و مثبت( ) ( )0 0 0a b= اکيداً افزايشي   xو در   =

 هستند.  

ويژگي صورت  اين  مقايسه، در  سيستم  بديهي  حل  پايداری  های 

 دهد. ( را نشان مي2ای )های پايداری حل بديهي سيستم ضربهويژگي

گيری از  ای اسكالر است. لذا با بهره مقايسه يک سيستم ضربهسيستم  

ضربه سيستم  پايداری  مطالعه  مقايسه،  يک  اصل  به  اصلي  چندمتغيره  ای 

نتيجه زير حاصل  ای کاهش ميمعادله ديفرانسيل ضربه اين قضيه  از  يابد. 

 شده است: 

): در صورتي که  ]13[  1نتیجه   )( ) ( ) ( ), , ,g t V t x t V t x= 

که طوری  مشتق    به  و  پيوسته  و  تابعي  است  پذير 

( )( )( ) ( )( ), ,k k k k k kV t x t d V t x t در نظر گرفته شوند، مبدأ    =

زير برقرار    ( به صورت مجانبي پايدار است اگر سه شرط1ای )سيستم ضربه

 باشند: 

 1  )( ) 0t  

2 )0kd   برای تمامk  ها 

3 )( ) ( ) ( )1 ln 0k k kt t d  −− +    1به طوری که   

 يافته سازی توسعهخطيشبه -3-2

-ای برای سيستمهای ارائه شده در طراحي رويتگر ضربهدر اکثر روش

ها در نظر گرفته  دسته خاصي از اين نوع سيستم های غيرخطي تأخيردار، تنها  

هايي  ای پيشين محدوديتشده است. همچنين در طراحي رويتگرهای ضربه

بر روی تأخير و مشتق آن در نظر گرفته شده است که در مواردی بسيار  

شبه نمايش  از  مقاله  اين  در  توسعهمحدودکننده هستند.  سازی  يافته  خطي 

ای استفاده شده که اين رويتگر را برای دسته  برای طراحي رويتگر ضربه

سيستموسيع از  ميتری  استفاده  قابل  تأخيردار  غيرخطي  اين  های  سازد. 

های دارای تأخيرهای  های تأخيردار مانند سيستمرويكرد برای انواع سيستم

يا سيستم چندگانه، سيستم با زمان و  متغير  تأخير  با  دارای تأخير  های  های 

 . ]12-11[ل استفاده است توزيع شده قاب 

ها به صورت زير  معادله سيستم غيرخطي تأخيردار با تأخير در حالت

 در نظر گرفته شده است: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

1, , . ,

                                                           

mx t f x t x t v x t v u t

y t h x t

  = −  −


=

 (5) 

nxکه در آن   R  ،qu R    وpy R   ،به ترتيب بردارهای حالت

هستند.   خروجي  و  ورودی 
1

: n n n q n

m

f R R R R R

+

    و    →

: n ph R R→  پذيرند. توابعي پيوسته و مشتق( ) ( )1 mv v    

توانند به زمان، حالت و يا هر دو وابسته باشند.  مقادير تأخيرها هستند که مي

( )( ) ( )( )( )10, , . ,0 0mf x t v x t v −  − مفروض است. در   =

اختصار برای  است:   ادامه  شده  گرفته  نظر    در 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1, , .t mx x t x t v x t v = −  −. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
15

.1
.2

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
00

.1
5.

1.
1.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

11
 ]

 

                             4 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/joc.15.1.21
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1400.15.1.1.6
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-680-en.html


 ای و ضربهبا زمان: کاربرد در ورودی پيوسته های متغير ای وابسته به حالت با فاصله ضربهبا استفاده از رويتگر ضربه HIVتخمين زيربهينه مدل تأخيردار ويروس 

 خالوزاده، سيد موسي آيتيحميد ، نسرين کلاميان

25 
 

 

Journal of Control, Vol. 15, No. 1, Spring 2021  1400بهار ،  1، شماره 15مجله کنترل، جلد 

 

 

 های افاين در ورودی سيستم  -1- 3-2

حالت در  تأخير  با  تأخيردار  غيرخطي  سيستم  در معادله  افاين  و  ها 

 ورودی به صورت زير در نظر گرفته شده است:

( ) ( ) ( ) ( )t tx t f x B x u t= +  (6) 

شبه توسعهنمايش  سازی  به  خطي  افاين  ورودی  با  سيستم  برای  يافته 

 : ]12-11[صورت زير است  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )                  

t tx t A x x t B x u t

y t C x t x t

 = +


=

 (7) 

آن   در  که 
1

:

m

n n n n nA R R R R

+

   → ،
1

:

m

n n n n qB R R R R

+

   :و    → n p nC R R → 

شوند. قابل توجه است که در اين  های وابسته به حالت ناميده ميماتريس

قرار داده شده    Bو    Aهای  های تأخيردار در ماتريسنمايش تمام قسمت 

های خطي بدون تأخير برای  استفاده در سيستم  های مورداست و لذا روش

ها  های غيرخطي آنهای غيرخطي تأخيردار با حفظ تمام ويژگيديناميک

در   و  شده  ارائه  نمايش  اين  وجود  برای  کافي  شرط  است.  توسعه  قابل 

-های سيستم بيش از يكي باشد به بيصورت وجود آن، اگر تعداد حالت

زيرمجموعه محدود و بازی    Ωشمار فرم قابل نوشتن است. در صورتي که  

پذير  يک تابع پيوسته و مشتق    fباشد که مبدأ را شامل شود و تابع   nRاز  

هر   ازای  به  صورت  اين  در  Ωtxباشد  شبه نمايش  سازی  ،  خطي 

 ای به صورت زير وجود دارد: يافتهتوسعه

( )
( )

( )

1

0

t

t

x x

f x
A x d

x t




=


=


 (8) 

-متغير مجازی است. برای نمايش ارائه شده، ماتريس رويت  که در آن 

 شود:پذيری به صورت زير تعريف مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

Φ
T

n

O t t tx C x C x A x C x A x
− =

  
 (9) 

شبه توسعهنمايش  سازی  نقطهخطي  صورت  به  رويتيافته  پذير ای 

Ωtxپذيری بالا به ازای تمام  است اگر ماتريس رويت      همواره مرتبه

 . ]11[کامل باشد 

 های غير افاين در ورودی سيستم  -2- 3-2

های غيرخطي غيرافاين  خطي برای سيستمبا توجه به ارائه نمايش شبه

های غيرخطي تأخيردار  توان اين نمايش را برای سيستم، مي]23[در ورودی  

به   در ورودی  غيرافاين  و  تأخيردار  غيرخطي  سيستم  معادله  داد.  بسط  نيز 

 صورت زير در نظر گرفته شده است: 

( ) ( ) ( )( ),t tx t f x g x u t= +  (10) 

شبه توسعهنمايش  سازی  زير    يافتهخطي  به صورت  سيستم  اين  برای 

 است:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

,

                      

t tx t A x x t B x u u t

y t C x t x t

 = +


=

 (11) 

که در آن  
1

:

m

n n n q n qB R R R R R

+

    . در صورتي  →

باشد که مبدأ را شامل شود و    nRزيرمجموعه محدود و بازی از    Ωکه  

مشتق  gو    fتوابع   و  هر  پيوسته  ازای  به  صورت  اين  در  باشند  پذير 

Ωtx شبه نمايش  توسعه،  سازی  وجود  يافتهخطي  زير  به صورت  ای 

 دارد:

( )
( )

( )

1

0

t

t

x x

f x
A x d

x t




=


=


 

( )
( )

( )

1

0

,
,

t

t

u u

g x u
B x u d

u t




=


=


 

(12) 

 متغيرهای مجازی هستند.  و   که در آن 

 ای وابسته به حالت رويتگر ضربه -3-3

-ای وابسته به حالت برای سيستمدر اين بخش طراحي رويتگر ضربه

غيرخطي   ورودیهای  با  ضربهتأخيردار  فاصله  مختلف،  تأخير  های  و  ها 

 شود. محدود ارائه مي-متغير با زمان و شرط ناحيه

 ورودی پيوسته در زمان -1- 3-3

ديناميک سيستم غيرخطي تأخيردار با ورودی پيوسته در زمان و افاين  

 به صورت زير در نظر گرفته شده است.  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )                  

t tx t f x g x u t

y t h x t

 = +


=

 (13) 

آن   در  که 
1

:

m

n n n nf R R R R

+

   → ،
1

:

m

n n n n qg R R R R

+

   :و    → n ph R R→    توابع

)پيوسته هستند که   )( ) ( )( )( )10, , . 0mf x t v x t v −  − و    =

( )( ) ( )( )( )10, , . 0mg x t v x t v −  − لذا  =  .0x حل    =

يافته اين سيستم به  خطي سازی توسعه( است. نمايش شبه13)بديهي سيستم  

 لم و فرايض زير در نظر گرفته شده است.  ( است.7صورت ) 

ماتريس1فرض   به حالت  :  )های وابسته  )tA x  ،( )tB x    و( )C x 

 پيوسته هستند.   xنسبت به 
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)2فرض   سيستم  نقطه7:  صورت  به  رويت(  همه  ای  ازای  به  است  پذير 

Ωtx . 

غيرخطي  3فرض   توابع  باشند  برقرار  زير  شرايط  اگر   :( )tf x ،

( )tg x u    و( )th x   های  به ناحيه 1 2,R R  ، 1 2,Q Q    و 1 2,W W 

 : ]24[تعلق دارند 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
ˆ ˆ ˆ 0ˆ

T

t t t tf x f x R x x f x f x R x x− − − − − − 
 

(14) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
ˆ 0ˆ ˆ ˆ

T

t t t tg x u g x u Q x x g x u g x u Q x x− − − − − − 
 

(15) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
ˆ ˆ ˆ 0ˆ

T

h x h x W x x h x h x W x x− − − − − − 
 

(16) 

که  به طوری
1 2, n nR R R   ،

1 2, n nQ Q R     و
1 2, p nW W R  

ناحيهماتريس شرايط  هستند.  معلوم  و  ثابت  مي-هايي  را  به  محدود  توان 

 : ]24[صورت زير نيز نوشت 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2

ˆ ˆ

ˆ ˆ
0

T

T
t t t t

x x x xR R

f x f x f x f xR I

− −     
     

− −       

(17) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2

ˆ ˆ

ˆ
0

ˆ

T

T

x x x xW W

h x h x h x h xW I

− −     
     

− −       

(18) 

 که در آن 

1 2 2 1 1 2
1 2,  

2 2

T T T TR R R R R R
R R

+ +
= = −

 

(19) 

1 2 2 1 1 2
1 2,  

2 2

T T T TW W W W W W
W W

+ +
= = −

 

(20) 

ماتريس]25[   1لم   برای  ,های  :  n nN M R     بردارهای و 

, na b R   0و ثابت :نامساوی زير برقرار است ، 

1T T T T T T T Ta N Mb b M Na b b a N MM Na  −+  +  
(21) 

-( به صورت زير ارائه مي13ای پيشنهادی برای سيستم )رويتگر ضربه

 ود:ش

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

,

                                  

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ,  

t t k

t k

x t A x x t B x u t t t

y t C x t x t

x t F x y t y t t t

 = + 


=

 = − − =

 
(22) 

ˆکه در آن   ˆ, , ˆx y x  های  به ترتيب بردارهای حالت، خروجي و پرش

)حالت تخمين زده شده هستند و   )ˆ
tF x  های حالت  ماتريس بهره پرش

 شود. است که توسط قضيه پايداری رويتگر محاسبه مي

ثابت    3تا    1های  : فرض کنيد فرض2قضیه   اعداد  0برقرارند و   ،

0   ،1     0و; 1:3i i  ماتريس  = ثابت  و  های 

3 4, n nQ Q R   :وجود دارند به طوری که شرايط زير ارضا شوند 

( )

( ) ( )

1 1

1 2

1 1 1 1

1 2 1 2

Ξ
0; 1,2

i i

i

P
i

P I

 

   

− −

− − − −

 +
   =
 + − +
   

(23) 

( ) ( ) 1 2
3Ξ ˆ ˆ

Δ

T

i t i i t i

k

P P
A x P P A x Q P

−
= + + + −

 

(24) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 3 2

1 1

3 2 3 2

1
0

ˆ1

ˆ

ˆ 1

ˆ
T

t

t

P P F x C x

P F x C x P

 

 

−

− −

 − + +
  
 + + − +
   

(25) 

( )ln 0k  +   (26) 

( ) ( ) ( )1 2,ˆ  ˆ ˆT T

t t tA x A x R A x R − 
 

(27) 

3 1 2 1 4 2;  T TQ Q Q Q Q Q−    −  (28) 

( ) ( ) ( )1 2;ˆ ˆ ˆT TC x C x W C x W −   (29) 

1به طوری که     ،
1P    و

2P I  های مثبت معين متقارني  ماتريس

 هستند و  

( ) ( )( )1 2 1P t P t P P= + −  (30) 

)که   ) ( )k kt t t = −     بازه )در  1,k kt t t−  ،

1k k kt t − = −،kها و امين فاصله بين ضربهP    ماتريسي مثبت معين

که   طوری  به  است  متناوب  مذکور  بازه  در  و  )متقارن  ) 1kP t P=    و

( ) 2kP t P+ )و    = ) ( )1

2
ˆ ˆ

t tF x P F x−=  خطای صورت  اين  در   .

eˆتخمين حالت  x x= ( به صورت مجانبي به  22رويتگر پيشنهادی )  −

 شود.صفر همگرا مي

: با استفاده از معادلات سيستم و رويتگر، ديناميک و پرش خطای اثبات

 شود: تخمين به صورت زير محاسبه مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ,  

t t t t

t k

e t A x x t A x x t B x B x u t

A x e t Ax t Bu t t t

= − + −

= + + 

 (31) 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

ˆ ˆ

, ˆ  ˆ

t

t k

e t F x y t y t

F x C x e t Cx t t t

 = −

= + =

 (32) 

آن   در  )که  ) ( )ˆ
t tA A x A x= −  ،( ) ( )ˆ

t tB B x B x= و   −

( ) ( )ˆC C x C x= شده   − پرش، تعريف  تعريف  به  توجه  با  اند. 

 خطای حالت در هنگام وقوع ضربه به صورت زير است:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
k t k t ke t I F x C x e t F x Cx t+ = + +

 
(33) 
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 تابع لياپانوف به صورت زير در نظر گرفته شده است: 

( ) ( ) ( ) ( ), TV t e e t P t e t=
 

(34) 

اين تابع    Dini، مشتق  Pبا توجه به ديناميک خطا و تعريف ماتريس

 برابر است با: 

( ) ( ) ( ) 1 2, ˆ ˆ
Δ

T T

t t

k

T T T T T T

P P
D V t e e A x P PA x e

x A Pe e PAx u B Pe e PBu

+  −
= + + 

 

+ + + +

 
(35) 

 شود:نتيجه مي 1با استفاده از لم  

1 2

1 1

T T T T T Tx A Pe e PAx x A Ax e P e  −+  +
 

(36) 

1 2

2 2

T T T T T Tu B Pe e PBu u B Bu e P e  −+  +
 

(37) 

 گرفت: توان نتيجهمي 3( و فرض  28( و )27با توجه به شرايط )

( )

1 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )ˆ( )

0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

TT T

t t t t t t

T T T

t t t

t t t tt

T

T
t t t t

x A Ax f x f x A x e f x f x A x e

e eA x A x A x

f x f x f x f xA x I

e eR R

f x f x f x f xR I

= − − − −

 −   
=     

− −−    

    
     

− −    

 

(38) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 4 4

3 4

4

3

1 2 1

2

3 3

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

TT T

t t t t

T T T

t t t t

T

T
t t t t

T

T
T T

t t t t

T T

u B Bu g x u g x u g x u g x u

e Q e g x u g x u Q e e Q g x u g x u

e eQ Q

g x u g x u g x u g x uQ I

e Q e

e eQ Q Q

g x u g x u g x u g x uQ I

e Q e e Q e

= − −

 + − − −

− −    
=     − −    

+

    −
     

− −−    

+ 

 

(39) 

 شود: ( به صورت زير بازنويسي مي35بنابراين رابطه )

( )
( ) ( )

( )

1 2

1 1 2

1 2 3

ˆ ˆ
Δ,

T

t t
T

k

P P
A x P PA x

D V t e e e

P Q 

+

− −

− 
+ + 

  
 + + +
 

 

(40) 

)با جمع و تفريق کردن سمت راست رابطه بالا با عبارت   ),V t e  

 آيد:  بدست مي

( ) ( ), Ω ,TD V t e e e V t e+  +
 

(41) 

 که در آن 

( ) ( ) ( )1 1 21 2
1 2 3Ω

Δ
ˆ ˆT

t t

k

P P
A x P PA x P Q P  − −−

= + + + + + −

 
(42) 

 توان نوشت: مي Pبا توجه به تعريف ماتريس 

2

1 2 3Ω Ω Ω Ω = + +  

( ) ( ) ( )1 1 21 2
1 1 1 1 2 1 3 1Ω ˆ

Δ
ˆT

t t

k

P P
A x P P A x P Q P  − −−

= + + + + + −

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 1 2 1

1 1

1 2 1 2 1 2 1

Ω

2

ˆ ˆT

t tA x P P P P A x

P P P P P  − −

= − + −

+ + − − −

 

( )( )
21 1

3 1 2 2 1Ω P P − −= + −
 

(43) 

به   توجه  )با  )0 1t     و
3Ω 0   شرايط ارضای  با  لذا 

1Ω 0    و
1 2 3Ω Ω Ω 0+ +     توسطLMI( 23های  ،)Ω 0    نتيجه

)شود و در نهايت  مي ) ( ), ,D V t e V t e+   آيد که شرط بدست مي

کند. با جايگذاری خطای تخمين حالت  اول نتيجه قضيه مقايسه را برقرار مي

)( و  33در زمان ضربه طبق رابطه )  ) 2kP t P+ ، تابع لياپانوف برابر است  =

 با:

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

,k k

TT

k t t k

T

t k t k

TT

k t t k

T

t k t k

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

F x Cx t P F x Cx t

e t I F x C x P F x Cx t

F x Cx t P I F x C x e t

+ + =

+ +

+

+ +

+ +

 

(44) 

 شود:نتيجه مي 1با استفاده از لم  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

3

1 2

3 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

TT

k t t k

T

t k t k

T

t k t k

TT

k t t k

e t I F x C x P F x Cx t

F x Cx t P I F x C x e t

F x Cx t F x Cx t

e t I F x C x P I F x C x e t



 −

+

+ +



+ + +

 

(45) 

𝑃2طبق شرط   ≤ 𝐼 توان نوشت: مي 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

3 2

3

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

,

1

1

k k

TT

k t t k

T

t k t k

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

F x Cx t F x Cx t





+ +

− + + +

+ +

 

(46) 

 گرفت: توان نتيجهمي 3( و فرض 29با توجه به شرط )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2

2

2 1 2

2

0

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆˆ

ˆ
ˆ ˆ

T T

t k t k t k k

T

t t t t k t t t k

T T T

k kt t t

t

t t t tt

T

k k

t T
t t t t

F x Cx t F x Cx t F x Cx t Cx t

F x h x h x C x e t h x h x C x e t

e t e tC x C x C x
F x

h x h x h x h xC x I

e t e tW W
F x

h x h x h x h xW I



= − − − −

    −
=     

− −−    

    
     

− −    

 

(47) 

 شود:( به شكل زير بازنويسي مي46بنابراين رابطه )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1

3 2
ˆ ˆ

,

ˆ1 ˆ

k k

TT

k t t k

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

+ +

−



+ + +

 
(48) 

 با برقراری شرط 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

3 2 11 ˆ ˆ ˆ ˆ
T

t tI F x C x P I F x C x P −+ + + 
 

(49) 

صورت   به  شور  مكمل  از  استفاده  با  ميLMI  (25که  نوشته  و  (  شود 

( ) 1kP t P=توان به رابطه زير رسيد: ، مي 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,T

k k k k k kV t e t e t Pe t V t e t + +  =
 

(50) 

لذا شرط دوم نتيجه قضيه مقايسه نيز برقرار است. در نهايت شرط سوم نتيجه  

( در نظر گرفته شده است. با توجه به  26قضيه مقايسه نيز به صورت رابطه )

0     0وk     لذا برای برقراری اين رابطه بايد آرگومان تابع ln

1منفي باشد که با در نظر گرفتن شرط       در قضيه برای انتخاب اين

 ■ دو پارامتر، قابل ارضا است.  

ها را نيز به صورت رابطه  توان بزرگترين فاصله بين ضربههمچنين مي

 آورد: زير بدست

( ) ( )1
1,2,

max lnmax

k k k
k

t t  −
= 

 = − = −  (51) 

ها يا به عبارتي بيشترين  قابل ذکر است که بزرگترين فاصله بين ضربه

زمان ممكن بين دو خروجي در دسترس، به سه پارامتر طراحي وابسته است  

ای بين بزرگتر شدن بيشترين فاصله بين  ها بايد مصالحهکه برای تعيين آن

  ها انجام داد.LMIکاری در حل محافظهها و کاهش ضربه
،  Zeno: بايد در نظر داشت که برای جلوگيری از وقوع پديده  1تبصره  

بين ضربه  فاصله  نمونهحداقل  زمان  با يک  برابر  نظر  ها  در  سيستم  برداری 

گرفته شده است تا اختلاف بين دو زمان ضربه متوالي همواره مثبت بوده و  

 سازی باشد. افزاری قابل پياده پيشنهادی از نظر سختالگوريتم تخمين 

های سيستم  قابل ذکر است که با توجه به وابسته به حالت بودن ماتريس

، بايد آنها در هر زمان  2های خطي ماتريسي در قضيه  و در نتيجه نامساوی

ضربه حل شوند تا بهره رويتگر وابسته به حالت در همان زمان بدست آيد.  

 دهد. سازی رويتگر پيشنهادی را نشان ميوريتم زير روال پياده گال

ای وابسته به حالت را ارائه  : روال زير طراحي رويتگر ضربه1الگوریتم  

 دهد: مي

(  51و )   (26انتخاب پارامترهای طراحي با در نظر گرفتن معادلات ):  1گام  

 .2  و مصالحه برای برقراری شرايط قضيه

ماتريس2گام   محاسبه  حالت    های:  به  )وابسته  )ˆ
tA x،( )ˆ

tB x    و

( )ˆ
tC x    آوردن ضرايببرای بدست    2و حل شرايط قضيه

1P،
2P   و.F 

 در هر زمان ضربه.  2و  1های : تكرار گام3گام 

ناحيه کلي-شرط  حالت  در محدود  و  است  ليپشيتز  شرط  از  تری 

از  تری  صورت استفاده از اين شرط، رويتگر پيشنهادی را برای دسته وسيع

برد.های غيرخطي تأخيردار ميسيستم کار  به  پايداری    توان  بعد  در قضيه 

کنند  رويتگر پيشنهادی با وجود توابع غيرخطي که شرط ليپشيتز را ارضا مي

 شود.بررسي مي

 : شرايط ليپشيتز به صورت زير برقرار هستند: 4فرض 

( ) ( )ˆ
t t ff x f x K e− 

 
(52) 

( ) ( )ˆ
t t gg x u g x u K e− 

 
(53) 

( ) ( )ˆ
hh x h x K e− 

 
(54) 

,که در آن  ,h g fK K K  .اعداد ثابت مثبت هستند 

0FKبرقرارند و عدد ثابت    4و    2،  1های  : فرض کنيد فرض3قضیه    

 به طوری که شرايط زير ارضا شوند: 

( )

( ) ( )

1 1

1 2

1 1 1 1

1 2 1 2

Ξ
0; 1,2

i i

i

P
i

P I

 

   

− −

− − − −

 +
   =
 + − +
   

(55) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 21 2
1 2

1

Ξ ˆ

ˆ

2

ˆ

Δ

2

ˆT

i t i i t f g

k

T

t t i

P P
A x P P A x K K I

A x A x P

 

 

−
= + + + +

+ −

 
(56) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

3 2

1 1

3 2 3 2

Ξ 1
0

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ 1

T

t

t

P F x C x

P F x C x P



 

−

− −

 + +
  
 + + − +
   

(57) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

3 3 1Ξ 1 ˆ2 ˆ2 1 T

h F FK K I K C x C x P  = + + + −
 

(58) 

( )ˆ
t FF x K

 
(59) 

يكسان است. در    2قضيه  ( نيز برقرار و شرايط ساير پارامترها، با  26و رابطه ) 

( به صورت مجانبي  22اين صورت خطای تخمين حالت رويتگر پيشنهادی )

 شود.به صفر همگرا مي

 شود:نتيجه مي 4: با استفاده از فرض اثبات

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

T T

t t t

T T T

f t t

x A Ax Ax f x f x A x e

K e e e A x A x e

= = − −

 +

 (60) 

( ) ( )2 2 2ˆT T T

t t gu B Bu Bu g x u g x u K e e= = − 
 

(61) 

 شود: بازنويسي مي( به صورت زير 40بنابراين رابطه )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2 2 1 1 2

1 2 1 2 1

,

Δ

2

ˆ ˆ

ˆ ˆ2

T

t t
T

k

T

f g t t

D V t e

P P
A x P PA x

e e

K K I P A x A x    

+

− −

− 
+ + 

  
 + + + + +
 

 

(62) 

 برابر است با:  Ω(  41بنابراين در رابطه )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 21 2
1 2

1 1 2

1 2 1

Ω 2ˆ ˆ
Δ

ˆ2 ˆ

T

t t f g

k

T

t t

P P
A x P PA x K K I

P A x A x P

 

   − −

−
= + + + +

+ + + −

 
(63) 

به طوری که  
1Ω  :به صورت زير بازنويسي شده است 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 21 2
1 1 1 1 2

1 1 1

1 2 1 1 1

2ˆ

ˆ2

ˆ

ˆ

Ω
Δ

T

t t f g

k

T

t t

P P
A x P P A x K K I

P A x A x P

 

   − −

−
= + + + +

+ + + −

 
(64) 
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( نوشته شده است. با توجه به شرط  55های )LMIکه شرايط لازم به صورت  

 گرفت: توان نتيجهمي 4( و فرض 59)

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

2 2

ˆ

ˆ ˆ

T

t k t k

t t t t k

T T T

F h

F x Cx t F x Cx t

F x h x h x C x e t

K K e e e C x C x e

 − −

 +

 (65) 

 شود:( به شكل زير بازنويسي مي48بنابراين رابطه )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

3 2

2 2 2

3 3

ˆ

1

,

1

2 2 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

k k

TT

k t t k

T

h F F

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

K K I K C x C x



 

+ +

− + + +

+ + + +

 

(66) 

 ■  ( نوشته شده است.57)  LMIکه شرط لازم به صورت 

 ای ورودی ضربه -1- 3-3

ای وابسته به حالت برای سيستم  در دو قضيه قبل پايداری رويتگر ضربه

اين   ادامه  در  شد.  بررسي  افاين  و  پيوسته  ورودی  با  تأخيردار  غيرخطي 

ای ارائه و پايداری آن تحليل  رويتگر برای سيستم غيرخطي تأخيردار ضربه

ضربهشود.  مي تأخيردار  غيرخطي  سيستم  به  معادله  ورودی  در  افاين  ای 

 صورت زير در نظر گرفته شده است: 

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

,           

                        

,

t k

t k

x t f x t t

y t h x t

x t g x u t t t

 = 


=

 = =  

(67) 

خطي سازی  ای قبل است. نمايش شبهکه شرايط توابع مانند سيستم غيرضربه

 يافته اين سيستم برابر است با: توسعه

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

,   

             

,

t k

t k

x t A x x t t t

y t C x t x t

x t B x u t t t

 = 


=

 = =  

(68) 

-ای پيشنهادی برای اين سيستم به صورت زير ارائه ميرويتگر ضربه

 شود:

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

 

ˆ ,                                       

                                                

ˆ

 

,

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

t k

t t k

x t A x x t t t

y t C x t x t

x t B x u t F x y t y t t t

 = 


=

 = − − =  

(69) 

برقرارند و اعداد ثابت و مثبت    3تا    1های  : فرض کنيد فرض4قضیه  
4  

و 
5  :وجود دارند به طوری که شرايط زير ارضا شوند 

1

1

1 1

1 1

Ξ
0; 1,2i I

i
I I



 

−

− −

 
 = 

−   

(70) 

( ) ( ) 1 2ˆΞ
Δ

ˆT

i t i i t i

k

P P
A x P P A x P

−
= + + −

 

(71) 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

4 5 3 1 3 4

1 1 1 1

3 4 3 4

1 1
0

ˆ ˆ

ˆ ˆ1 1

T

t

t

Q P I F x C x

I F x C x I

    

   

− −

− − − −

 + + − + + +
  
 + + + − + +
   

(72) 

يكسان  2( نيز برقرار و شرايط ساير پارامترها، با قضيه  29( تا )26و روابط )

اين   در  )است.  پيشنهادی  حالت  تخمين  خطای  صورت  69صورت  به   )

 شود. مجانبي به صفر همگرا مي

: با استفاده از روابط معادله سيستم و رويتگر، ديناميک خطای تخمين  اثبات

 شود:به صورت زير محاسبه مي

( ) ( ) ( ) ( ) ,  ˆ
t ke t A x e t Ax t t t= + 

 
(73) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ,  k t k t k ke t I F x C x e t F x Cx t Bu t t t+ = + + + =
 

(74) 

لم   از  استفاده  و  قبل  مشابه  لياپانوف  تابع  تعريف  ) 1با  و  27، شرط   )

 شود: تابع لياپانوف به صورت زير محاسبه مي Dini، مشتق 3فرض 

( ) ( ) ( ) 1 21 2
1

ˆ,
Δ

ˆT T

t t

k

P P
D V t e e A x P PA x P e+ − −

 + + + 
   

(75) 

شود. تابع لياپانوف در  ( مي70های )LMIکه به طريق مشابه منجر به  

 زمان وقوع ضربه به شكل زير است: 

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2 2

2

2

2

2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

,k k

TT

k t t k

T T

t k t k k k

TT

k t t k

T

t k t k

TT

k t k

T

k t k

T T

t k k k t

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

F x Cx t P F x Cx t Bu t P Bu t

e t I F x C x P F x Cx t

F x Cx t P I F x C x e t

e t I F x C x P Bu t

Bu t P I F x C x e t

F x Cx t P Bu t Bu t P F x

+ +

= + +

+ +

+ +

+ +

+ +

+ +

+ + ( )( )kCx t

 

(76) 

 شود:نتيجه مي 1با استفاده از لم  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
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k t k

T

k t k

T

k k

TT

k t t k

T T

t k k k t k

T
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T

t k t k

e t I F x C x P Bu t

Bu t P I F x C x e t

Bu t Bu t

e t I F x C x P I F x C x e t

F x Cx t P Bu t Bu t P F x Cx t

Bu t Bu t

F x Cx t P F x Cx t









−

−

+

+ +



+ + +

+



+

 

(77) 

𝑃2( و  29(، )28با استفاده از شرايط ) ≤ 𝐼     ( به  76رابطه )  3و فرض

 شود: صورت زير بازنويسي مي

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

3 4 2

4 5 3
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k k
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 
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 ■  شود.( منجر مي72) LMIکه به روش مشابه به 

غيرخطي   سيستم  برای  پيشنهادی  رويتگر  پايداری  بعد  قضيه  در 

ای با ورودی افاين با وجود توابع غيرخطي که شرط ليپشيتز  تأخيردار ضربه

 شود.کنند بررسي ميرا ارضا مي

برقرارند و اعداد ثابت و مثبت    4و    2،  1های  : فرض کنيد فرض5قضیه  

4 و
5  :وجود دارند به طوری که شرايط زير ارضا شوند 

1

1

1 1

1 1

Ξ
0; 1,2i i

i

P
i

P I



 

−

− −

 
 = 

−   

(79) 
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1 2

2
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ˆ ˆ

Δ

2 2

T

i t i i t

k

T

t t f i

P P
A x P P A x

A x A x K I P  

−
= + +

+ + −
 

(80) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

3 4 2

1 1 1 1

3 4 2 3 4 2

Ξ 1
0

ˆ1

ˆ ˆ

1ˆ

T

t

t

P F x C x

P F x C x P

 

   

− −

− − − −

 + + +
  
 + + + − + +
   

(81) 

( )

( ) ( ) ( )( )

2

4 5

1 2 2

3 5 1

Ξ 1

1 ˆ ˆ2

g

T

F h

K I

K K I C x C x P

 

  −

= + +

+ + + + −
 

(82) 

يكسان است. در    3( نيز برقرار و شرايط ساير پارامترها، با قضيه  26و رابطه ) 

( به صورت مجانبي  69اين صورت خطای تخمين حالت رويتگر پيشنهادی )

 شود.به صفر همگرا مي

تابع لياپانوف به صورت    Dini، مشتق  4و فرض    1: با استفاده از لم  اثبات

 شود: زير محاسبه مي

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 2

1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

Δ,

2 2

T

t tT
k

T

f t t

P P
A x P PA x

D V t e e e

P K I A x A x  

+

−

− 
+ + 

  
 + + +   

(83) 

شود. تابع لياپانوف در هنگام  ( مي79های )LMIکه به طريق مشابه منجر به 

فرض   از  استفاده  با  نيز  ضربه  شرط    4وقوع  و 
2P I    زير صورت  به 

 شود: بازنويسي مي

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

3 4 2

2 1 2 2

4 5 3 5

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

,

1

1 2 1

k k

TT

k t t k

T

g F h

V t e t

e t I F x C x P I F x C x e t

K I K K I C x C x

 

   

+ +

− −

−



+ + + +

+ + + + + + +

 

(84) 

 ( نوشته شده است.  81)  LMIکه شرط لازم به صورت 

غيرخطي تأخيردار  ای وابسته به حالت برای سيستم  : رويتگر ضربه2تبصره  

 شود:با ورودی پيوسته و غيرافاين در ورودی به صورت زير ارائه مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

, ,

                                      

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ,       

t t k

t k

x t A x x t B x u u t t t

y t C x t x t

x t F x y t y t t t

 = + 


=

 = − − =

 
(85) 

تحليل و محاسبه    3و    2که پايداری و بهره رويتگر پيشنهادی مشابه قضيه  

 شود. مي

تأخيردار  ای وابسته به حالت برای سيستم غيرخطي  : رويتگر ضربه3تبصره  

 شود: ای و غيرافاين در ورودی  به صورت زير ارائه ميبا ورودی ضربه

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

,                                           

                                                        

ˆ ˆ ˆ

ˆ , ,

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ  ˆ

t k

t t k

x t A x x t t t

y t C x t x t

x t B x u u t F x y t y t t t

 = 


=

 = − − =

 

(86) 

قضيه   مشابه  پيشنهادی  رويتگر  بهره  و  پايداری  و    5و    4که  تحليل 

 شود.محاسبه مي

 

 سازینتایج شبیه -4

بي از  شبهيكي  نمايش  توسعهشمار  سازی  مدل  يافته  خطي  معادلات 

  1بيان شد و مقادير پارامترهای آن در جدول    2  بيماری ايدز که در بخش 

 آورده شده به صورت زير در نظر گرفته شده است: 

 

( )

( )

( )
( )

1
11 13

21 22 0

0 1

max

p

x t
a r a

T

x t a a x t

n N d

 
− 

 
 =
 
 − −
 
   

(87) 

که در آن  , ,
T

x T I V=  بردار حالت سيستم است و 

 

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1 1
11 3

1

1
13 1

1
1

2

1

2

r
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r

x t k ns
a r x t

x t T

k n
a x t


− 

= − + − − 
 

−
= −

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 1 3 1
21

1

2
22

1

1

r

max

max

k n x t x t x t
a r

x t T

x t
a r

T

 



− − −
= −

 
= − − 

   

(88) 

، فرض x( نسبت به 87با توجه به پيوستگي ماتريس وابسته به حال )

پذيری  نيز برقرار است زيرا ماتريس رويت  2برقرار است. همچنين فرض   1

xخطي در نظر گرفته شده که در زير آمده است به ازای تمام نمايش شبه

)ها رتبه کامل است و دترمينان آن برابر است با   ) 2

21 13ΦO tx a a=  با .

10fkنيز به ازای    4توجه به تعريف مدل اين بيماری، فرض   برقرار    =

 است.

( )
( )

21 22

2

21 11 22 12 21 22 21 13

0 1 0

Φ 0O tx a a

a a a a a a a a

 
 

=  
 + +   

(89) 
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 ]6[پارامترهای مدل بيماری ايدز : 1ل  جدو

واحد مقدار پارامتر  واحد مقدار پارامتر 
 

s 10 1 3cell day  mm− −
  0.26 1day− 

N 500 virions / cell  0.02 1day− 

r 0.03 1 3day mm− − d 2.4 1day− 

maxT 1500 3mm−  2 day 

1k 
4-102.5 1 3virions day mm− − 

rn 0.6  

2k 
4-102 1 3virions day mm− − 

pn
 0.7  

 

حالت  اوليه  آنشرايط  تخمين  و  واقعي  صورت  های  به  ها، 

( )  900,0.1,0.1
T

x t )و    = )  0ˆ 70 ,1,1
T

x t برای   =

 ,0t  0.5فرض شده است. پارامترهای طراحي به صورت   − =

،1.01 =  ،0.1 =  ،
1 2 5 = و    =

3 10 گرفته    = نظر  در 

ضربهشده  بين  فاصله  بزرگترين  مقادير  اين  به  توجه  با  صورت  اند.  به  ها 

6.832max

k  آيد. روز بدست مي =

 تأخير ثابت  -4-1

ها  و فاصله ضربه  1سازی تأخير ثابت مطابق جدول  در اين بخش از شبيه

در شكل  1مطابق شكل   های  حالت   3و    2های  در نظر گرفته شده است. 

است.  ها نشان داده شده  واقعي و تخمين زده شده و خطای تخمين حالت

ها کوچكتر و در نتيجه اطلاعات  فاصله ضربه   شود هنگامي که مشاهده مي

ها با سرعت  خروجي مدت زمان بيشتری در دسترس است تخمين حالت 

رسم شده    4ها که در شكل  بيشتری انجام شده است. با توجه به پرش حالت

است، در هر زمان ضربه اطلاعات خروجي در دسترس رويتگر قرار گرفته  

های تخمين زده شده با پرش، مقدار خود را به مقدار واقعي نزديكتر  حالتو  

ها  ها به مقادير واقعي از دامنه پرش اند. با گذشت زمان و رسيدن حالت کرده 

به صفر رسيده  تا  کاسته شده  در شكل  نيز  از حل    5اند.  که  رويتگر  بهره 

LMIد که اين  دههای ارائه شده در هر زمان ضربه بدست آمده نشان مي

ها  بهره با توجه به روش پيشنهادی متغير با زمان است و با همگرا شدن حالت

 رسد. به مقدار ثابتي مي

 

 
 های متغير : فاصله ضربه 1شكل  

 
 های واقعي و تخمين زده شده  : حالت2شكل  

 
   ها: خطای تخمين حالت3شكل  

 
   هاهای تخمين حالت: پرش4شكل  

 
 : بهره رويتگر  5شكل  
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 تأخير متغير با زمان -4-2

برای بررسي عملكرد رويتگر پيشنهادی نسبت به تأخير متغير با زمان،  

در نظر گرفته شده است. بقيه پارامترها    6تأخير با تغيير نمايي مطابق شكل  

های واقعي و تخمين  حالت   8و    7های  سازی اول است. در شكل مطابق شبيه

دهند با کاهش  ها رسم شده که نشان ميخطای تخمين حالت زده شده و  

حالت همگرايي  سرعت  ميتأخير  افزايش  حالتها  پرش  بهره  يابد.  و  ها 

 نشان داده شده است.  10و    9های  رويتگر با وجود تأخير نمايي نيز در شكل

 
 : تأخير متغير با زمان 6شكل  

 
 ير متغير با زمان های واقعي و تخمين زده شده با تأخ: حالت7شكل  

 
 ها با تأخير متغير با زمان : خطای تخمين حالت8شكل  

 
1 Normalized Mean Square Error 

 
 ها با تأخير متغير با زمانهای تخمين حالت: پرش9شكل  

 

 : بهره رويتگر با تأخير متغير با زمان 10شكل                     

ضربه فاصله  تأثير  دادن  نشان  روی  برای  بر  متفاوت  تأخيرهای  و  ها 

ها توسط رويتگر پيشنهادی از معيار ميانگين مربعات خطای  تخمين حالت 

شود بهره برده شده  ( که به صورت زير محاسبه ميNMSE)  1نرماليزه شده

 است.

( )

( )

2

1 1

1
NMSE

max

N n
i

j i i
j

e j

N e j= =

 
 =
 
 


 

(90) 

که   به طوری 
ie   تخمين در جدول  امين حالت  iخطای  مقادير   2است. 

شود.  ها و تأخيرهای مختلف ديده ميضربه عددی اين معيار به ازای فاصله

ها و در دسترس بودن خروجي در  واضح است که با افزايش فاصله ضربه 

زمان کمتر مجموع مربعات خطای نرماليزه شده افزايش يافته است. همچنين  

کثر بدست آمده از قضيه پايدای  با افزايش اين فاصله به بيش از مقدار حدا 

دهنده  افزايش قابل توجهي داشته که نشان  NMSEرويتگر پيشنهادی، معيار  

  NMSEای است. با افزايش تأخير نيز معيار  کاهش عملكرد قابل ملاحظه

نشان که  هستند  قبولي  قابل  مقادير  همگي  اما  يافته  تخمين  افزايش  دهنده 

 رويتگر پيشنهادی است.حالت با عملكرد مناسب 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
15

.1
.2

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
00

.1
5.

1.
1.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

11
 ]

 

                            12 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/joc.15.1.21
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1400.15.1.1.6
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-680-en.html


 ای و ضربهبا زمان: کاربرد در ورودی پيوسته های متغير ای وابسته به حالت با فاصله ضربهبا استفاده از رويتگر ضربه HIVتخمين زيربهينه مدل تأخيردار ويروس 

 خالوزاده، سيد موسي آيتيحميد ، نسرين کلاميان

33 
 

 

Journal of Control, Vol. 15, No. 1, Spring 2021  1400بهار ،  1، شماره 15مجله کنترل، جلد 

 

 

 به ازای فاصله ضربه و تأخيرهای مختلف   NMSE: 2ل  جدو

         8 6 5 4 3 2
 

0 0.7472 0.0656 0.0576 0.0478 0.0382 0.0371 

0.5 1.3810 0.1066 0.0863 0.0750 0.0715 0.0635 

1 1.996 0.1216 0.1064 0.0997 0.0903 0.0811 

1.5 3.1407 0.1888 0.1772 0.1594 0.1450 0.1097 

2 4.0182 0.3606 0.2508 0.2235 0.2124 0.1893 

3 5.6739 0.4998 0.4106 0.3756 0.3679 0.2361 

 
 

 گیری  نتیجه -5

حالت تخمين  برای  مقاله  اين  رويتگر  در  ايدز،  بيماری  رفتار  های 

شبهضربه نمايش  اساس  بر  حالت  به  وابسته  توسعهخطي  ای  يافته  سازی 

های  های اين مدل يعني تعداد سلولطراحي شده است. در عمل خروجي

T+CD4  ای  برداری در دسترس نيستند؛ لذا رويتگر ضربهنمونه  در هر زمان

حالت  پيوسته  صورت  خروجيبه  از  استفاده  با  فقط  را  سيستم  های  های 

فاصله  با  نمونهگسسته  ميهای  تخمين  متغير  اينكه  برداری  به  توجه  با  زند. 

های بدون تأخير عملكرد بسيار بهتری  مدل غيرخطي تأخيردار نسبت به مدل 

خطي سازی  دارد، استفاده از تكنيک شبه  HIVدر نشان دادن رفتار ويروس  

ويژگي تمامي  حفظ  را  باعث  تخمين  کارايي  و  شده  مدل  غيرخطي  های 

با اين تكنيک مي بهبود مي تگر پيشنهادی را برای  توان رويدهد. همچنين 

هايي با چندين تأخير ارائه کرد. در های ديگر اين بيماری شامل مدلمدل 

-های بيماری ايدز با انواع ورودیتحليل پايداری اين رويتگر که برای مدل 

ای و همچنين غيرافاين در ورودی ارائه شده است، با  های پيوسته و ضربه

ای و نتايج حاصله از آن،  های ضربهگيری از اصل مقايسه برای سيستمبهره 

ها را به صفر  هايي ارائه شده که همگرايي مجانبي خطای تخمين حالتقضيه 

با بهره کنند. اين قضيهتضمين مي محدود و اصل  -گيری از شرط ناحيهها 

محافظه کمتر  و  مناسب  کافي  شرايط  بدست  کارانهمقايسه،  برای  را  ای 

دهند. نتايج  دگاه مرسوم لياپانوف ارائه ميآوردن بهره رويتگر نسبت به دي

فاصله  شبيه سازی و عددی عملكرد مناسب رويتگر پيشنهادی را با وجود 

 کنند. های متغير با زمان و تأخير ثابت و متغير تأييد ميضربه
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