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بین مبتني بر مدل هیبرید پیشنهادی جهت کنترل ارتفاع سیال در سیستم سه مخزن دارای کننده پیشیک کنترل در این مقاله  :  چکیده 

های سیستم است، طراحي شده است. استفاده از مدل هیبرید  ای حالتهای غیرخطي که مود عملكردی آن وابسته به مقدار لحظهدینامیک

بر است. یكي  شود که حل آن بسیار پیچیده و زماننویسي صحیح ترکیبي غیرخطي ميبرنامهبین منجر به یک مساله  غیرخطي در کنترل پیش

باشد. تقریب خطي اغلب خطای زیادی در محاسبه  مي  ای آفینتكههای حل این مساله، تقریب معادلات غیرخطي با عبارت خطي و یا  از روش

کند اما بار محاسباتي آن بسیار بیشتر خطای کمتر از تقریب خطي ایجاد مي  نای آفیتكهها و مودهای عملكردی سیستم داشته و تقریب حالت

ای آفین سیستم سه مخزن در هر یک از مودها بدست  است. در این پژوهش با هدف کاهش حجم محاسبات، یک فرم بسته برای معادلات تكه

بین  شود. کنترل پیشای آفین توصیف ميیک عبارت تكهای آفین است که هر مود با آورده شده است. سیستم بدست آمده یک سیستم تكه

قابل حل ميگرنویسي صحیح ترکیبي خطي است که توسط حلاین سیستم یک مساله برنامه باشد. به منظور ارزیابي عملكرد  های متداول 

در    MOSEKگر تجاری  ستفاده از حلبین طراحي شده و امكان استفاده از آن به صورت برخط، دنباله ورودی بهینه کنترل با اکنترل پیش

  Simulink/Stateflowهای دقیق در  محاسبه و در هر زمان نمونه برداری فقط اولین عضو دنباله به سیستم سه مخزن با دینامیک  MPTمحیط

های سیستم  یود روی حالتکننده پیشنهادی ردیابي را به درستي انجام داده است و ق دهد که کنترل سازی نشان مياعمال شده است. نتایج شبیه

 نیز برآورده شده است.

 ای آفین، سیستم دینامیكي منطقي ترکیبي. بین مبتني بر مدل، سیستم هیبرید، سیستم سه مخزن، تقریب تكهکنترل پیشکلمات کلیدی:  

Hybrid model predictive control of a nonlinear three-tank system 

based on the proposed compact form of piecewise affine model 

Mohammad Bitarafan, Amin Ramezani 

Abstract: In this paper, a predictive control based on the proposed hybrid model is designed to 

control the fluid height in a three-tank system with nonlinear dynamics whose operating mode 

depends on the instantaneous amount of system states. The use of nonlinear hybrid model in 

predictive control leads to a problem of mixed integer nonlinear programming (MINLP) which is 

very complex and time consuming to solve. One way to solve this problem is to approximate nonlinear 

equations with linear or piecewise affine (PWA) expressions. The linear approximation often has a 

large error in calculating the operating modes and the system states. The PWA approximation 

produces less error than the linear approximation, but its computational load is much higher. In this 

study, with the aim of reducing the computational load, a closed form model has been obtained for 

the equations of the three-tank system in each of the modes. The resulting system is an PWA, each 

mode being described by an PWA expression. Predictive control of this system is a mixed integer 

linear programming problem that can be solved by conventional solvers. To evaluate the performance 
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of the proposed method and the possibility of using it online, the optimal control input sequence is 

calculated using MOSEK commercial solver in MPT toolbox, and at any sampling time only the first 

member of the sequence is applied to the precise modeled three-tank system in the Simulink/Stateflow 

environment. The simulation results indicate that the proposed controller performs the tracking 

efficiently and the constraints on the system states are also satisfied. 

Keywords: Model predictive control (MPC), Hybrid system, Three-tank system, Piecewise affine 

(PWA) approximation, Mixed logical dynamical system (MLD). 

 مقدمه -1

های صنعتي که  برای به دست آوردن مدل سیستم  هایيروشتوسعه  

های مورد توجه محققین بوده  رفتار واقعي آن را توصیف کند جزء حوزه 

مدل  برای  متداول  رویكردهای  از  یكي  سیستماست.  رفتار  سازی  که  ها 

ها شدید نباشد، نگه داشتن آن نزدیک نقطه کار و استفاده از  غیرخطي آن

دست   به  اما  است.  خطي  دارای  مدل  صنعتي  سیستم  یک  مدل  آوردن 

تعدادی زیرسیستم با نقاط کار و مودهای عملكردی مختلف که علاوه بر  

این که   تا  بود  نیز دارد کار دشواری  متغیرهای گسسته  پیوسته،  متغیرهای 

سیستم دهه  مفهوم  اوائل  در  هیبرید  ]   90های  گردید  معرفي  [.  7میلادی 

دا دینامیكي  سیستم  یک  هیبرید  متغیرهای  سیستم  پیوسته،  متغیرهای  رای 

گسسته و رخدادها بوده که شامل چندین مود و معادله دینامیكي است و  

کند. انتقال  هر معادله رفتار سیستم را در نقاط عملكردی معین توصیف مي

بر   قیود  شدن  برآورده  یا  منطقي  قواعد  اساس  بر  عملكردی  مودهای  بین 

کمیت مشروی  سیستم  حالت  و  ورودی  ميهای  سه  خص  سیستم  شود. 

مخزن دارای تداخل، نمونه ای از یک سیستم پیچیده چند ورودی و چند  

 [. 16[ و ]4خطي و رفتار هیبرید است ]های غیرخروجي دارای دینامیک

سک دل  دیبریه  یهاستمینترل  و    وستهیپ  یهاکینامید  ارتباط  لی به 

رل کلاسیک به  های کنتبا استفاده از روشبا منطق،    گسسته  یهاکینامید

نیست  يلی تحلصورت   پذیر  از  .  امكان   1ابتكاری  يطراحد  كریرواستفاده 

ه  بر بودزمان  ، فراوان  ی به آزمون و خطا  مانند الگوریتم ژنتیک به دلیل نیاز 

پاسخ زیربهینه مي به  منجر  برا  شودو  اغلب  پ  یو    ي دگی چی در نظر گرفتن 

رویكرد دیگر، استفاده از کنترل  [.  27نامناسب است ]  یدیبری مساله کنترل ه

مي که  است  قابل  بهینه  طور  به  ابتكاری  رویكردهای  با  مقایسه  در  تواند 

و کارایي بهتر تحت شرایط بهینه واقعي    هااکتشافتوجهي باعث کاهش  

و عدم تطابق مدل مقاوم نبوده    هااغتشاش[. ولي این روش در برابر  5شود]

استفاده کرد. برای  2راتژی کنترل برخط توان از آن به عنوان یک استو نمي

برای یک    LQRنمونه رویكرد   تنها  بهینه بودن است،  مفهوم  بر  مبتني  که 

 توان قیود را در آن وارد کردشود و نميمدل خطي شده محلي طراحي مي

[9 .] 

از  دیگررویكرد   استفاده  با  بهینه  کنترل    یاستراتژ، حل مساله کنترل 

است که در هر دوره نمونه    4بر مدل  يمبتن  نیبشیل پکنتر  ای  3روندهشیافق پ

 
1 Heuristic 
2 Online 
3 Receding horizon control (RHC) 
4 Model predictive control (MPC) 
5 Hybrid MPC 

سازی برخط  برداری، یک دنباله از مقادیر کنترل آینده را از طریق یک بهینه

کند؛ ولي  که خطای ردیابي را کمینه و قیود برآورده شود را محاسبه مي

کنترل    كردیروشود.  فقط اولین مقدار این دنباله بهینه به سیستم اعمال مي

  يو منطق  يخط  ودیدر نظر گرفتن ق  یيتوانا  لیبین مبتني بر مدل به دلپیش

گسسته    ی رهایمتغ  یرو و  ورودپیوسته  همچنین  و    يخروج  ، یحالت، 

مورد استفاده    د یبریه  یهاستمیدر س  یابه طور گسترده   ،يکمك  یرهایمتغ

 [.  6]   شوديم  ده ینام  5د یبری بر مدل ه  يمبتن  ن یبشی کنترل پو    قرار گرفته است 

شده    توسعه داده  دیبری ه  یها ستمیس  ف یتوص  ی برا  يمختلف  یهاروش

آن  است میان  از  تكهکه  معادلات  دستگاه  آفین ها  و   6ای  گسسته   زمان 

منطقي ترکیبي  دینامیكي  برازمان گسسته که     7سیستم    يطراح  یمناسب 

ت  باشد، بیشتر مورد توجه قرار گرفته اسميبین مبتني بر مدل  کنترل پیش

[  24که اولین بار توسط مرجع ]  ای آفین[. معادلات تكه23[ و ]17[، ] 7[، ]3]

تواند  ميبوده و    د یبریه یهاستمی سازی سروش مدل   نیساده تر  پیشنهاد شد

غیرخطي مقدار کم  با  فیزیكي  فرآیندهای  از  ایستابسیاری  مدل    8گری  را 

خطي را در نقاط کار مختلف با چند خطي  های غیرتواند دینامیککند و مي

بزند ] تقریب  ورودی25سازی  فضای  در  دینامیكي  سیستم  اگر  حالت  -[. 

بوده و تغییر مود    9های آفین در تعدادی ناحیه چندوجهي دارای دینامیک

یستم معادلات  سیستم تنها به متغیر حالت در زمان حال وابسته باشد، این س

 [.  17شود ] ای آفین نامیده ميتكه

 [ مرجع  توسط  مخزن  سیستم سه  بار  سیستم  12اولین  عنوان یک  به   ]

مطالعاتي مرجع جهت تشخیص عیب مبتني بر رویتگر و پیكربندی مجدد  

[ سیستم سه مخزن را برای یک  4کنترل معرفي شد. نویسندگان در مرجع ]

اند و  ت غیر هیبرید در نظر گرفتهحالت خاص از وضعیت شیرها به صور

[ برای  8اند. پژوهشگران مرجع ] برای آن یک رویكرد کنترل پیشنهاد داده 

سازی سیستم در یک  اند که قابلیت شبیهساز پیشنهاد کرده سیستم یک شبیه

[ سیستم سه مخزن هیبرید را با استفاده از  2سناریوی خاص را دارد. مرجع ]

و   پیوسته  کمكي  متغیر  فرم  ده  به  جدید  منطقي  باینری  دینامیكي  سیستم 

طراحي   بین مبتني بر مدلکنترل پیشتبدیل نموده و برای آن یک  ترکیبي

خطي است  نموده است. البته به دلیل آن که دینامیک سیستم سه مخزن غیر

نیاز به معادلات خطي   سیستم دینامیكي منطقي ترکیبيبه فرم    سازیمدل و  

6 Piecewise affine (PWA) system  
7 Mixed logical dynamical (MLD) system 
8 Static nonlinearities 
9 Polyhedron 
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[ مراجع  ]2دارد،  و  غیر19[  عبارت  حالت[  تغییرات  بازه  در  را  های  خطي 

بین  پیشکننده  ها کنترل اند؛ البته آنسیستم با یک خط مستقیم تقریب زده 

اند که با رفتار سیستم  را بر روی تقریب خطي مدل اعمال کرده   مبتني بر مدل

خطي سیستم  های غیر[ دینامیک21واقعي متفاوت است. نویسندگان مرجع ] 

معادلات تكهسه مخزن   با  را  آفین تقریب زده هیبرید  با  ای  را  اند و مساله 

اند که حل  متغیر کمكي پیوسته و باینری جدید تعریف نموده   54استفاده از  

 کند. بر ميمساله را بسیار زمان

کار اصلي توسعه داده شده در این پژوهش پیشنهاد یک فرم بسته مدل  

  دارایخطي سیستم سه مخزن هیبرید  برای معادلات غیر  ای آفینتكهتقریبي  

دینامیک که  است  مختلف  تداخل  عملكردی  مودهای  در  غیرخطي  های 

مدل   آفین تكهدارد.  عبارت  ای  تقریب  دقت  را  پیشنهادی  غیرخطي  های 

افزایش   خطي  تقریب  به  محاسبات  نسبت  حجم  مدل   راو  به  های  نسبت 

 دهد. دیگر کاهش مي ای آفینتكه

به این صورت است: در بخش   مقدمات ریاضي    2ساختار این مقاله 

بیان   آن  معادلات  و  توصیف  هیبرید  مخزن  سه  سیستم  بیان،  نیاز  مورد 

بسته  معادلات سیستم تكه  3شود، در بخش  مي فرم  به  آفین    پیشنهادیای 

مساله   ساختار  و  آورده شده  پیشبدست  مدل کنترل  بر  مبتني  هیبرید    بین 

بر    بین مبتني بر مدلپیشنتایج پیاده سازی کنترل    4د. در بخش شو ارائه مي

 شود. روی سیستم سه مخزن نشان داده مي

 ه مقدمات ریاضی مورد نیاز و بیان مسال -2

 ای آفیندستگاه معادلات تكه -1-2

 است ری به صورت ز ای آفینمعادلات تكهساختار 

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
for

( )

i i i

i i i

i

x k A x k B u k f

y k C x k D u k g

x k

u k

+ = + +

= + +

 
 

 

 

(1 ) 

آن   که n  در  n

iA ،  n m

iB   ،p n

iC   ،p m

iD ،
n

if  وp
ig هستندها و بردارهای ثابت  ماتریس  .x ،u  

های پیوسته و/یا گسسته  ها و خروجيها، ورودیبه ترتیب حالت  yو

kدر زمان       .استi  حالت-یورود  یفضا  ی رو  چندوجهي   کی

 اندیس  ، 1,...,i s    سیستم )مود(  دینامیک  یک  با  متناظر 

تكه و معادلات  آفین  دینامیک  sای  تمام  چندوجهي  تعداد  فضای  در  ها 

   . [9][ و 3حالت است ]-ورودی

قیود روی    iتوان  مي  : 1نکته   با  به    متغیرهایرا  حالت و ورودی 

)صورت   ) ( )x u c
i i ix k u k+   دینامیک  نوشت که نشان مي  iدهد 

 
1 Well-posed 
2 Mixed-integer linear inequality 

شود برقرار است  حالت که قیود برآورده مي  -در بخشي از فضای ورودی

[4 .] 

  افراز نمود که   نحویحالت به  -اگر بتوان تمام فضای ورودی  :2نکته  

1
s

ii=
=   ،,i j i j =      0و,i i   ،شود برآورده 

توان معادلات را  [ و مي4شود ] نامیده مي  1رفتار ای آفین خوشسیستم تكه

 [. 10تبدیل نمود ]  سیستم دینامیكي منطقي ترکیبيبه 

 يبیترک  يمنطق يكینامید ستمیس -2-2

  زیربه صورت    دینامیكي منطقي ترکیبيساختار سیستم زمان گسسته  

 است

1 2 3

1 2 3

2 3 1 4 5

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x k Ax k B u k B k B z k

y k Cx k D u k D k D z k

E k E z k E u k E x k E







+ = + + +

= + + +

+  + +

 

(2 ) 

A  ،3که در آن  
1

{ }j j
B

=  ،C  ،3
1

{ }j j
D

5و    =
1

{ }j j
E

های  ماتریس  =

)ثابت،   )z k   ،کمكي پیوسته  )متغیرهای  )kکمكي    متغیرهای باینری 

 [. 3هستند ]

منطقي    :3نکته   روابط  بازنویسي  صورت  تكه  سیستمبا  به  آفین  ای 

سیستم دینامیكي  توان آن را به فرم  ، مي2های خطي صحیح ترکیبي نامساوی

معادل نوشت که منجر به تبدیل بخش منطقي سیستم به عدد    منطقي ترکیبي

 شود. مي 1یا  0صحیح  

تبدیل روابط پیوسته منطقي ترکیبي به نامعادلات   -3-2

 عددی ترکیبي

هیبرید، تبدیل مساله    بهینه ایده اصلي به کار رفته در حل مساله کنترل 

برنامه منطقي    3نویسي صحیح ترکیبي به  پیوسته  تبدیل روابط  از  استفاده  با 

ترکیبي به نامعادلات عددی ترکیبي است. بدین منظور از دو لم زیر بهره  

 برده شده است. 

)تابع خطي :  1لم )f x   را در نظر بگیرید کهM     وm   به

باشد. اگر بخواهیم   xترتیب حد بالا و حد پایین تابع در ناحیه اعتبار  

)نامعادله   ) 0f x   باینری متغیر  یک  با  منطقي    را  گزاره  صورت  به 

[ ( ) 0] [ 1]f x   نشان دهیم، این گزاره برقرار است اگر و تنها اگر    =

باشد برقرار  زیر  آن    نامعادلات  در  عدد    که  در    ممكن کوچكترین 

 . [13پردازنده یا دقت ماشین است ] 

( ) (1 )

( ) ( )

f x M

f x m



  

 −

 + −
  

)ضرب متغیر باینری و تابع پیوسته حاصل  :2لم )f x   توان با  را مي

پیوسته   کمكي  متغیر  )تعریف  )z f x    تبدیل زیر  خطي  نامعادلات  به 

 [ 13نمود ] 

3 Mixed integer programing 
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( ) (1 )

( ) (1 )

z M

z m

z f x m

z f x M













 − −

 − −

 
 

 بیان مساله  -4-2

نمونه ای از یک سیستم پیچیده چند    مخزن دارای تداخلسیستم سه  

خطي هیبرید است. فرآیند کنترل سطح سیال  ورودی و چند خروجي غیر

در یک سیستم چند مخزن به طور گسترده ای به عنوان یک مساله مطالعاتي  

پذیر عیب و سایر مقاصد چند متغیره برای شناسایي سیستم، کنترل تحمل

خطي وابسته  است. این سیستم دارای یک دینامیک غیرکنترل استفاده شده  

 ها، پیچیدگي زیاد و کوپلینگ شدید است. ها و ورودیبه مقدار حالت

 
     [ 17سیستم سه مخزن دارای تداخل ]: 1 شكل

سیستم از اتصال سه مخزن استوانه ای مشابه با سطح مقطع برابر تشكیل  

جریا است.  مخزنشده  بین  آب  آن ن  از  خروجي  و  ميها  توسط  ها  تواند 

یا    3nVو    1V  ،2V  ،13V    ،23Vشیرهای برقي   که دو وضعیت کاملا باز 

گیری  ها به طور پیوسته اندازه کاملا بسته دارند، کنترل شود. ارتفاع مخزن

  است. 1شود. پارامترهای سیستم مطابق جدول  مي
 [17: مقادیر و بازه تغییر پارامترها ]1جدول 

 توصیف  مقدار  متغیر

𝑐  2m 5-3.6×10 ضریب انتقال شیرها 

𝐴 20.0154 m  ها سطح مقطع مخزن 

ℎ0 0.3 m  ارتفاع شیرهای بالا 

ℎ𝑚𝑎𝑥 0.62 m  هابیشینه ارتفاع مخزن 

𝑄𝑚𝑎𝑥 1-s3m 4-10  ها بیشینه دبي پمپ 

𝑔 2-9.81 ms شتاب جاذبه 

ℎ𝑖 ∈ ℝ  ارتفاع سیال مخزنi - ام 

𝑞 ∈ {1,2, …  مود عملكردی  {8,

𝑢𝑖 , 𝑢𝑖𝑗 ∈  خاموش/روشن شیرها وضعیت {0,1}

𝑄𝑃𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑚𝑎𝑥] 
 هادبي پمپ

𝑑𝑖 ∈  وضعیت شیرهای نشتي  {0,1}
 

 
1 Autonomous 
2 Location graph 
3 Invariant set 

های گسسته است.  های پیوسته و هم ورودیورودی دارایسیستم هم 

پمپورودی پیوسته، جریان ورودی  ميهای  است که  تاها  از صفر  تواند 

maxQ    های گسسته، موقعیت شیرهای  کند. ورودی  تغییربه طور پیوسته

به ترتیب برای وضعیت باز و بسته(. شیرهای    0و    1)  خاموش/روشن است

1LV    2وLV   است که با    2و    1های  نشتي مخزن  شیرهایid  شود  کنترل مي

شود. در این  کنترل مي  3uاست که با   3شیر خروجي از مخزن    3nVو شیر 

رفتن کلّیت، به منظور کاهش حجم محاسبات، فرض    مقاله بدون از دست 

و شیر    2LVو    1LVشود شیرهای  مي بسته  فرآیند  باز   3nVدر طي  کاملا 

 است.

دینامیک بماند  باقي  ثابت  شیرها  موقعیت  طور  اگر  به  پیوسته  های 

بین مودهای گسسته    1خودگردان ( ) 1,2,...,8q t     بسته به سطح ارتفاع

کنند. همان  سوئیچ مي  2مطابق جدول    0hها نسبت به ارتفاع  سیال مخزن

های  های گسسته به حالتنشان داده شده است، حالت  2طور که در جدول  

دهد  گسسته سیستم را نشان مي  رفتار  2پیوسته وابسته هستند. اتوماتای شكل  

مي نشان  را  گسسته  عملكردی  مود  یک  نود  هر  دلیل  که  به  و  دهد 

آن  3و مجموعه ناوردای  2خودگردان بودن سیستم سوئیچي، گراف مكاني

آید. به دلیل آن که انتقال  به طور ذاتي از رفتار سوئیچي سیستم به دست مي

  2ندارد، در اتوماتای شكل    4شبین مودها معین است و متغیرهای پیوسته پر 

 در نظر گرفته نشده است.  6و نگاشت بازنشانده 5به ترتیب گارد 

 
 : اتوماتای سیستم سه مخزن 2شكل 

کنترل شوند،    piuهای نرمال شده  ها با سیگنال با فرض آن که پمپ

ورودی   و  حالت  ترتیب    سیستمبردار  1به  2 3( ) [ , , ]x t h h h =   و

1 2 1 2 13 23( ) [ , , , , , ]p pu t u u u u u u = .است 
 مودهای گسسته سیستم سه مخزن : 2جدول 

ℎ3(𝑡) ℎ2(𝑡) ℎ1(𝑡) 𝑞(𝑡) 
< ℎ0 < ℎ0 < ℎ0 1 
< ℎ0 < ℎ0 ≥ ℎ0 2 
≥ ℎ0 < ℎ0 < ℎ0 3 
≥ ℎ0 < ℎ0 ≥ ℎ0 4 
< ℎ0 ≥ ℎ0 < ℎ0 5 
< ℎ0 ≥ ℎ0 ≥ ℎ0 6 
≥ ℎ0 ≥ ℎ0 < ℎ0 7 
≥ ℎ0 ≥ ℎ0 ≥ ℎ0 8  

4 Jump 
5 Guard 
6 Reset mapping 
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کند تغییر حجم آب در یک  با استفاده از قانون بقای جرم که بیان مي

های خروجي از های ورودی و جریان مخزن حاصل تفاضل مجموع جریان

 آید:به فرم زیر به دست مي سیستممخزن است، معادلات حالت گسسته 

131

1

232

2

13 231 2

1 1 13 13 1

2 2 23 23 2

3 3 13 13 23 23 3

( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

VVs
p L

VVs
p L

V VV Vs
N

T
h t h t Q Q Q Q

A

T
h t h t Q Q Q Q

A

T
h t h t Q Q Q Q Q

A

+ = + − − −

+ = + − − −

+ = + + + + −

 

(3) 
 

(4) 
 

(5) 

رابطه   صورت  به  مخزن  دو  بین  آب  جریان  کلي  طور    محاسبه   6به 

 شود.مي

( ) sgn( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( )lV

ij i j i j lQ t c h t h t g h t h t u t= − −  (6) 

)که در آن   )lV
ijQ t    جریان آب از مخزنi   به مخزنj    با شیر   لولهاز مسیرlV 

و    gثابت جریان شیرها،  c  و جاذبه  )ثابت شتاب  )lu t   باینری ورودی 

 وقتي شیر باز( است.   1)صفر وقتي شیر بسته است و    lVبوده و موقعیت شیر  

  با استفاده از قاعده توریچلي جریان آب شیرها در سیستم سه مخزن از 

 [(:19آید )مرجع ]روابط زیر به دست مي

3

3 3 3 3( ) sgn( ) 2 | |iV

i i i iQ t c h h g h h u= − −  (7) 

3

0

3 0

0

0 0

3 0

3

0

3 0 3 0

3 0

0

3 3

3 0

0 3 0

0 3 0

,
0

,

,
sgn( ) 2 | |

,
( )

,
sgn( ) 2 | |

,

,
sgn( ) 2 | |

,

sgn(max{ , } max{ , })

2 (max{ , } max{ , })

i

i

i

i i i

V
i

i

i

i

i i i

i

i i

h h

h h

h h
c h h g h h u

h h
Q t

h h
c h h g h h u

h h

h h
c h h g h h u

h h

c h h h h

g h h h h u





 

− −


= 
 − −

 



− − 

= − 

−

 

(8) 

3

3 3( ) 2
V

NQ t c gh u=  (9) 

( ) 2 , with 1,2iL i iQ t c gh d i= =  (10 ) 

( و جبری  دیفرانسیلي  معادلات  )  (3اگر  )7)و    (5تا  تا  مدل  10(  با   )

آید.  مرتبط شوند یک اتوماتای هیبرید بدست مي  2شكل  گسسته    اتوماتای 

شود جریان سیال بین دو مخزن از  ( مشاهده مي6همان طور که در رابطه )

 شیرهای بالا به ارتفاع سیال دو مخزن نسبت به هم وابسته است. 

یک   دارد،  وجود  معادلات  دستگاه  این  حل  برای  کلي  رویكرد  دو 

ه کار مورد نظر است؛ اما مدل  خطي حول نقطرویكرد خطي سازی مدل غیر

خطي شده تنها وقتي صحیح است که دستگاه نزدیک نقطه خطي سازی  

[. رویكرد  28[ و ]22[، ]20[، ]18کار کند که کاربرد عملي محدودی دارد ] 

 
1 Mean squared error (MSE) 

خطي  های هیبرید و خطي سازی مدل غیردیگر، استفاده از مفهوم سیستم

ملكردی سیستم معتبر است  حول چندین نقطه کار است که در تمام ناحیه ع

[2[  ،]4[  ،]19[ و  سیستم 21[  با  متناظر  تقریب  این  ریاضي  نظر  نقطه  از   .]

 ها است. شامل تعدادی دینامیک آفین با نواحي اعتبار آن ای آفینتكه

با یک خط در یک نقطه    غیرخطيدر مقایسه با تقریب سیستم    :4نکته  

ای آفین صحت تقریب بالاتری داشته و نسبت به مدل  های تكهکار، مدل 

توان برای  توان تجزیه و تحلیل کنترل انجام داد. ميتر مي خطي آسانغیر

استفاده نمود؛ هر    نیآف   یاتكهخطي، از تقریب  تر عبارت غیرتقریب دقیق

بیشتر   دقت  باشد  بالاتر  نواحي  تعداد  مساله  ميچه  محاسباتي  بار  اما  شود 

 شود.صحیح ترکیبي ناشي از آن به صورت نمایي زیاد مي نویسيبرنامه
 

 توصیف هیبرید فرآیند -3

خطي  غیر  هایعبارت( دارای  10( الي )7سیستم سه مخزن )  معادلات

)sgnبه فرم  ) | |x x   وx  دهد مقدار جریان متناسب  است که نشان مي

خطي  [ عبارت غیر19[ و ]2های ]با ریشه دوم سطح مخزن است. در مرجع

همان    .تقریب زده شده است  kxبه صورت با استفاده با یک خط مستقیم  

تواند خطای زیادی الف مشخص است این تقریب مي -3طور که از شكل  

با توجه به    ،4بنابراین مطابق نكته    گیری مقدار واقعي ایجاد کند.در اندازه 

)sgnخطي بازه تغییرات و نمودار، بهترین نوع تقریب عبارت غیر ) | |x x 

انتخاب   ناحیه  سه  به  در  آن  رابطه  و  ميشده  زیر  فرض صورت  )با  شود: 

min maxx x= −) 

1

2

3

2

3

1

max
max

max

1
,

/ 1

sgn( ) | | ,

1
,

/ 1

:

:

:

max

max max

max

max

max max

max

max

x
x

x n x n

n
x x x

x

x
x

x n x n

x
x x

n

x x
x

n n

x
x x

n


 −

+ +





 +
 + +

−   −

−  

 

 

(11 ) 

درآن 1nکه    ،n    نحوی به  باید  و  بوده  طراحي  پارامتر  یک 

که از رابطه زیر محاسبه    تقریب  1مربعات انتخاب شود که خطای میانگین  

 کمینه و بیشترین دقت ممكن به دست آید.،شودمي

21 ˆMSE ( ( ) ( ))i if x f x
n

= −  (12) 

از دو قسمت رابطه    xتوان برای تقریب عبارت  به طور مشابه مي

 ( استفاده نمود. 11)

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.3
.3

5 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

3.
4.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

07
 ]

 

                             5 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.3.35
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.3.4.0
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-900-fa.html


40 

 

 یشنهادیفرم بسته پای آفین به مدل تكه بر  يمبتن يرخطیسه مخزن غ  ستمیس ید یبر یه نیبشیکنترل پ 

 بیطرفان، امین رمضاني محمد 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401، پاییز 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

maxبا توجه به معادله ترم غیرخطي و مقدار   0.62h 5n، عدد  = = 

5n. با در نظر گرفتن شودميبه عنوان مقدار بهینه انتخاب   ، استفاده از =

مربعات  میانگین  خطای  تكه  مقدار  تقریب  سه  در  در  پیشنهادی  آفین  ای 

 شود.  کمتر از حالت تقریب خطي مي بسیارناحیه، 

ی  اهای سیستم با معادلات تكهخطي دینامیکهای غیرتقریب عبارت

[  2مراجع ]  درسازی را نسبت به تقریب خطي پیشنهاد شده  آفین خطای مدل 

[ مي19و  کاهش  توجهي  قابل  مقدار  به  تقریب  [  دیگر  طرف  از  دهد. 

حجم محاسبات را   بخشي،  سه  ای آفینتكه عبارت  های غیرخطي باعبارت
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 )الف( تقریب خطي  

 
 ای آفین )ب( تقریب تكه

 : تقریب عبارت غیرخطي 3شكل 

 

( به جای  11مشابه رابطه )  PWA[، با جایگذاری تقریب 21در مرجع ]

)sgnهای  عبارت ) | |x x    وx  7)  روابطدر( تا  تقریبي    مقدار(  9( 

 : آورده شده استها در سیستم به صورت زیر به دست جریان 

 

3

2 3 3 3 3

1 3 3 33

2 3 3 3 3

[ ( ) ,

( ) ( ) ,

[ ( ) ,  

]

]

i

max
i i max i

V max max
i i ii

max
i i i max

h
k h h k u h h h

n

h h
Q t k h h u h h

n n

h
k h h k u h h h

n


− − −  −  −




− −  − 



− +  − 


 

(13) 

1

2 0 3 2

1 0 3

2 0 3 4

2 3 0 3 5

3

1 3 0 6

2 3 0 3 7

2 3 3 8

1 3 9

2 3 3 10

,

) ] ,

0

[ (

( )

[ ( )

[ ( )
( )

( )

[ ( )

[ ( )

(

,

,

)

[ (

,

] ,

]

)

] ,

,

]

,

] ,

i

i

i i i

i i i

i i i

i iV

i

i i

i i

i i i

i i i

i i i

k h h k u

k h h u

k h h k u

k h h k u
Q t

k h h u

k h h k u

k h h k u

k h h u

k h h k u




− − 

 − 


− + 
 − − 


− 
 − + 


− − 
 − 


− + 

 

(14 ) 

1 0 3 0

0
2 0 3 0 0 0

0 0
3 0 3 0 0

0
4 0 3 0 0 0

0
5 0 3 0 0 3 0

6 0 3 0

: ,

: , , ( )

: , ,

: , ,

: , , ( )

: , ,

i i

max
i i max i

max max
i i i

max
i i i max

max
i i max

max
i i

h h h h

h h
h h h h h h h h

n

h h h h
h h h h h h

n n

h h
h h h h h h h h

n

h h
h h h h h h h h

n

h h
h h h h

  

−
   − −  −  −

− −
   −  − 

−
    −  −

−
   − −  −  −

−
   − 0 0

3 0

0
7 0 3 0 3 0 0

8 0 3 0 3

9 0 3 0 3

10 0 3 0 3

: , ,

: , ,

: , ,

: , ,

max

max
i i max

max
i i max i

max max
i i i

max
i i i max

h h
h h

n n

h h
h h h h h h h h

n

h
h h h h h h h

n

h h
h h h h h h

n n

h
h h h h h h h

n

−
 − 

−
    −  −

   −  −  −

   −  − 

    −   

1 3 3

3

3

2 3 3 3

3

)

,0

( )

( ,

max

N

max
max

h
k h h

n
Q t

h
k h k h h

n

u

u


 


 +  


 

(15 ) 

آن که   3در 
3 ( )iV

iQ t    3و ( )iV
iQ t    ترتیب آب  به  جریان    ام -i  مخزنبین  دبي 

({1,2}єi)    پاییني و    مخزنو )3بوده و  شیر بالایي  سوم از شیر  )NQ t    دبي

1kپارامترهای(  51( الي )31در روابط )  است.سوم    مخزنآب خروجي از  

 ،2k ،3k ،1k ،2k   3وk .به صورت زیر تعریف شده است  

1

2

max

c gn
k

h
=   

2

2

/max max

c g
k

h n h
=

+

  

3

2

1

maxc gh
k

n
=

+

  

1

0

2

max

c gn
k

h h
=

−

  

2

0 0

2

( ) /max max

c g
k

h h n h h
=

− + −

  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.3
.3

5 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

3.
4.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

07
 ]

 

                             6 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.3.35
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.3.4.0
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-900-fa.html


 یشنهادیفرم بسته پای آفین به مدل تكه بر  يمبتن يرخطیسه مخزن غ  ستمیس ید یبر یه نیبشیکنترل پ 

 بیطرفان، امین رمضاني محمد 

41 
 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401، پاییز 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

0

3
1

)2 ( maxc g h h
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n
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]2]  مراجع در   و  عبارت  جهت[  19[  خطي  غیرخطيتقریب    ، های 

( روابط  مطابق  پیوسته  و  باینری  کمكي  )16متغیرهای  تا  جهت  19(  را   )

اند. )مطابق  هیبرید به صورت خطي تعریف کرده تعریف معادلات سیستم  

 ( 2و لم 1لم
(16 ) 

0 0( 1) ( ),   1,2,3i ih h i =   = 

0i    دهد  نشان ميیک متغیر باینری کمكي است که  (  61رابطه )در

وقتي ارتفاع  رود.  ام از شیر بالایي فراتر مي-iآب مخزن  چه زماني ارتفاع  

مقدار آن یک و در غیر این صورت  شود،  بیشتر    0hام از  -iمخزن  آب  

 شود.صفر مي
(17 ) 

0 0 0( ) ,   1,2,3 i i iz h h i− = 

0iz    که در    دهدرا نشان ميکمكي پیوسته  ( یک متغیر  71رابطه )در

0ih  مقدار  ،0hام از  -iارتفاع آب مخزن    بیشتر بودن  صورت h−    و در غیر

 گیرد.صفر مي  راین صورت مقدا
(18 ) 

0 03( ) ,   1,2 i i iz z z u i− = 

iz    بالایي   یک متغیر کمكي پیوسته است که اگر شیر(  81)  هرابطدر  

غیر این  اختلاف ارتفاع دو مخزن و در  روشن باشد،  بین دو مخزن مجاور  

   شود.صورت صفر مي
(19 ) 

3 0 3( ) ,   1,2 i i iz h h u i− = 

3iz    پاییني ( یک متغیر کمكي پیوسته است که اگر شیر  91رابطه )در  

بین دو مخزن مجاور روشن باشد، اختلاف ارتفاع دو مخزن و در غیر این  

 شود. صورت صفر مي

مر ]ادر  ]2جع  و  رابطه19[  غیرخطي  [  )3)های  تا  نظر  (  5(  در  بدون 

 شده است  تقریب زده زیر خطي به صورت ها، گرفتن دبي نشتي مخزن
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13  که در آن 23 3 1 1|N nK K K k == = 1و  = 2 1 1|nK K k == =

   شود.محاسبه مي

دستگاه  ( با  15( تا )13)متداول    PWAروابط تقریب  دستگاه  از مقایسه  

خطي  تقریب  )16)  روابط  الي  مي22(  مشاهده  معادلات که    شود(    تعداد 

 . استمعادله  28متداول  PWAمعادله و درتقریب  13حالت خطي 

برنامه های  مساله  حل  رویكردهای  از  ترکیبي،  یكي  صحیح  نویسي 

استفاده از روش شاخه و کران است و در آن بر اساس مقدار دهي یكي از  

 
1 Search tree 

های  رسد. تعداد گره مي 1جستجودرخت متغیرهای باینری در هر مرحله به 

یا همان تعداد مساله برنامهدرخت  به تعداد  های  نمایي  به صورت  نویسي، 

متغیرهای باینری وابسته است. بنابراین هرچه تعداد متغیرهای باینری کمتر  

( که باید حل شود کاهش مي یابد  QPنویسي )باشد تعداد مساله های برنامه

 و حجم محاسبات کمتر مي شود. 

( الي  13نواحي اعتبار هر یک از روابط )  تعیین [، به منظور  21مرجع ]

تعریف  15) باینری کمكي  متغیر  آن( یک  را  و  )کد  ها  مقاله  پیوست  در 

hysdel)  [  21جای آن که همانند مرجع ]  بهدر این مقاله    .ارائه نموده است

برای تبدیل هر عبارت منطقي به نامعادله عددی ترکیبي یک متغیر باینری  

بسته فرم  شود،  تعریف  جدید  بین  کمكي  جریان  معادلات  برای  ای 

با تعریف    شود. این کار باعث ميهای مجاور بدست آورده شده استمخزن

[ مرجع  به  نسبت  کمتری  باینری  را  ت ب[  21متغیرهای  مساله  روابط  وان 

کنترل  یک  با  سازی  پیاده  قابلیت  پیشنهادی  مدل  نمود.  کننده  بازنویسي 
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آنکه   3  در  ( )iV
iQ t    3و

3 ( )iV
iQ t    مخزن بین  دبي جریان آب  ترتیب  ام  -iبه 

(iє{1,2} و مخزن سوم از شیر ) باشد. مي پایینو شیر  بالا 

با توجه به سیستم سه مخزن که هدف کنترلي آن تنظیم سطح سیال  

  بین مبتني بر مدلکنترل پیشمخزن سوم در یک مقدار مطلوب است، مساله  

بین سیستم  شود. اگر مساله کنترل پیشبه صورت ردیابي مرجع نوشته مي

های سیستم در  سه مخزن پاسخ شدني داشته باشد به معني باقي ماندن حالت

دهد. همچنین برای  [ بوده و پایداری سیستم را نتیجه مي,maxh0مجاز ]  بازه 

انحراف  بدون  بازنویسي   1ردیابي  ورودی  سیگنال  تغییرات  فرم  به  مساله 

سیستم  مي یک  انحراف  بدون  خروجي  ردیابي  مساله  کلي  فرم  شود. 

 ای آفین به صورت زیر است:تكهسیستم دینامیكي هیبرید با ساختار 
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)گیری گسسته،  زمان اندازه   kکه در آن   )u k i+  های آینده  ورودی

)سیستم، | )y k i k+  پیش زمان  خروجي  در  مدل  آینده  شده  ، kبیني 

0yQ     ،0ماتریس )قطری( ضریب وزني ردیابي خروجي مرجعR  

بیني،  افق پیش  Nماتریس )قطری( ضریب وزني تغییرات سیگنال ورودی،

uN    ،کنترل سیستم، ورودی  uافق  باینری  و  پیوسته  های  ورودی  های 

 نرم است.  pهای کمكي پیوسته،ورودی zکمكي باینری،  

متغیرهای  82)  رابطهدر  :  5نکته    )N  ،uN،yQ   وR پارامترهای

بزرگتر باشد تعداد متغیرهای    Nباشند. هرچه  بین ميطراحي کنترل پیش

کننده کمتر است؛ هرچه  ای کنترل تصمیم بیشتر و در نتیجه تغییرات لحظه

uN    کنترل نتیجه  در  و  بیشتر  آزاد  ورودی  متغیرهای  تعداد  باشد  بزرگتر 

کننده( است؛ هرچه عنصر قطری ضریب  تر کنترل )امكان تغییر سریع  2پویاتر

 
1 Offset-free tracking 

زرگتر باشد اهمیت بیشتری برای تنظیم متغیر مربوط به آن در نظر  وزني ب

 شود. گرفته مي

بین  کنترل پیشنشان داده شده است، مساله  4همان طور که در شكل 

 کند. به صورت حلقه بسته با سیستم سه مخزن عمل مي  مبتني بر مدل 

MPC
Three-Tank 

System

Ref.

states

u*(1) Out.

 
 بین مبتني بر مدل حلقه بستهپیشکننده : کنترل 4شكل 

مساله    : 6نکته   پیشدر حل  مدل کنترل  بر  مبتني  تكه  بین  ای  هیبرید 

 شود از رابطه زیر محاسبه ميسازی آفین، تعداد متغیرهای باینری بهینه
(29 ) ( 1)( )l l lL N m r n= − + + 

پیش  Nکه در آن   تعداد    lrباینری،    هایورودیتعداد    lmبیني،  افق 

است. بیشینه  های باینری سیستم  تعداد حالتlnمتغیرهای کمكي باینری و  

2Lتعداد دنباله ممكن در حالتي که قیدی در نظر گرفته نشود برابر 

pm    است

که
pm های ممكن در لحظه تعداد زیرناحیهk تعداد  بیشترین [. 26باشد ] مي

حالت  -های ممكن متناسب با تعداد قیود در افراز فضای ورودیزیرناحیه

 سیستم است.  

سازی مختلف در حل سیستم  های مدل ، مشخصات روش3در جدول 

ها پیوسته بوده )مخزن ارائه شده است. در سیستم سه مخزن تمام حالتسه  

0ln 4lmو سیستم دارای چهار شیر خاموش/روشن )  (= تعداد  ( است.  =

مخزن  زیرناحیه سه  سیستم  در  ممكن  برنامههای  کد  از  استفاده  نویسي  با 

و  زیرناحیه بوده    8در حالت تقریب خطي برابر    آید ونوشته شده بدست مي

 باشد.  ميعدد  48برابر های پوچ زیرناحیهبا حذف  PWAدر تقریب 

شود در تقریب خطي از تعداد  مشاهده مي  3همان طور که در جدول 

استفاده شده و در    PWAمتغیرهای کمكي کمتری نسبت به هر دو تقریب  

باشد،  های ممكن در حل مساله ميلهنتیجه بار محاسباتي که متناسب با دنبا

الف( منجر  -3استفاده از تقریب خطي )شكل  در تقریب خطي کمتر است.

شود.  ( در تعیین مود عملكردی واقعي سیستم ميMSE=2.05به ایجاد خطا )

با کمترین تعداد ناحیه لازم    PWAراه حل کاهش خطا، استفاده از تقریب  

[(  21متداول )مرجع ] PWA  (. در تقریبMSE=0.17ب( است )-3)شكل

نشان دادن هر زیربخش  استفاده    برای  متغیر کمكي  از فضای حالت یک 

( که باعث پیچیدگي روابط شده و از نظر بار محاسباتي،  11نموده )رابطه  

زمان بسیار  را  مساله  تقریب  بر ميحل  در  به جای    PWAکند.  پیشنهادی، 

، با تعریف چند متغیر کمكي، فرم بسته معادل )رابطه  11استفاده از رابطه  

. فرم بسته پیشنهادی، بار محاسباتي را نسبت  ( بدست آورده شده است20

 بسیار کاهش داده است.  [21شده مرجع ] پیشنهاد  PWAبه تقریب 

 

2 More aggressive controller 
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 سازیی مدلهاروشبار محاسباتي  سهی: مقا3 جدول

دل
ش م

رو
ک 

امی
دین

ی 
ساز

ی 
ها

طي 
رخ

غی
 

ی  
ینر

ي با
مك

 ک
ی

رها
تغی

د م
دا

تع
( lr)  

* 

سته
پیو

ي 
مك

 ک
ی

رها
تغی

د م
دا

تع
 

*
*

 

اد 
عد

ت
حیه

رنا
زی

ن 
مك

ی م
ها

(
p

m ) 

ب  
قری

ی ت
طا

 خ
ت

بعا
مر

ن 
گی

میان
(

M
S

E
) 

*
*

*
 

در  
ن 

مك
ه م

نبال
د د

دا
 تع

ین
شتر

بی
رل 

کنت
له 

سا
ل م

ح
 

ض 
 فر

)با
N

=
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 ) 

[  2تقریب خطي ]

 [19و ]
3 7 8 2,05 142×8 

ای  تكهتقریب  

 [ 21متداول ] آفین
30 24 48 0,17 682×48 

ای  تكهتقریب  

 پیشنهادی  آفین
11 9 48 0,17 302×48 

 
و  محاسبه شده  (  16از رابطه )  ،تعداد متغیرهای کمكي باینری: در تقریب خطي  * 

  30متداول    PWAتقریب  مربوط به  [  21مرجع ]نویسي  کد برنامهشود؛ در  مي   3برابر  

جهت ؛ در این مقاله  است  هشد مربوط به هر زیرناحیه تعریف  باینری  متغیر کمكي  

( و  23(، )16به فرم بسته از متغیرهای کمكي باینری روابط )  PWAتعریف سیستم  

 باشد. عدد مي  11( استفاده شده و برابر 25)

( محاسبه 19( تا )17در تقریب خطي، از روابط )  :وستهیپ  يکمك  یرهایتعداد متغ  ** 

برابر   و  برنامهمي   7شده  در کد  ]نویسي  شود؛  به  21مرجع    PWAتقریب  [ مربوط 

تعریف    24متداول   جهت  مقاله  این  در  است؛  شده  تعریف  پیوسته  کمكي  متغیر 

بر    PWAسیستم   علاوه  پیشنهادی  بسته  فرم  )به  )17روابط  تا  متغیرهای  (  19(  از 

 باشد. عدد مي  9( استفاده شده و در مجموع برابر 24پیوسته رابطه ) کمكي

 شود. نویسي نوشته شده محاسبه مياز کد برنامه  استفادهبا   MSEمقدار   ***

 یسازهیشب ج ی نتا -4

پیش کنترل  عملكرد  ارزیابي  منظور  امكان  به  و  شده  طراحي  بین 

در  پیاده  تداخل  دارای  مخزن  سه  سیستم  برخط،  صورت  به  آن  سازی 

Simulink/Stateflow  شبیه دقیق  طور  )شكل  به  شده  قوانین  5سازی  و    )

پیش از حل  MPTبین طراحي شده در محیطکنترل  استفاده  گر تجاری  و 

MOSEK   شود. در هر زمان نمونه برداری فقط اولین عضو  سازی ميپیاده

محاسبه   سیستم  خروجي  و  شده  اعمال  مخزن  سه  سیستم  به  بهینه  دنباله 

 شود. شود و دو مرتبه در زمان نمونه برداری بعدی این مراحل تكرار مي  مي

 
Three-Tank System

T1

Computational

block

T3

T2

FSM

h1

h3

h2

event3

event1

event2

modeflows

Outputs

u*(1)

up1*(1)

up2*(1)

 
 : شماتیک مدل سازی سیستم سه مخزن در سیمولینک 5شكل 

 

های تقریبي نسبت به مدل واقعي  بدین منظور ابتدا خطای ناشي از مدل 

مي داده  نشان  فرض  سیستم  کلیت،  دادن  دست  از  بدون  شود  ميشود. 

طي فرایند بسته    23Vو   2Vشیرهای ارتباطي مخزن دوم و مخزن سوم یعني 

به هر سه مدل غیرخطي، مدل تقریب خطي و  بماند و یک ورودی یكسان  

نشان داده   6سازی در شكل وارد شود. نتایج شبیه ای آفینتكهمدل تقریب 

 شده است. 

 

 
 اول  مخزن )الف( ارتفاع 

 
 سوم  مخزن)ب( ارتفاع 

 
 ی عملكرد مود( ج)

ای  تكه : مقایسه رفتار سیستم با دینامیک غیرخطي، تقریب خطي و تقریب  6شكل 

 آفین 

شود، تقریب سیستم غیرخطي با  مشاهده مي 6همان طور که در شكل  

آفینتكه تقریب   ای  به  نسبت  بسیار کمتری  به خطای  منجر  ناحیه  سه  در 
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ور  شود. همان ط ها و دبي سیال خروجي ميخطي در تعیین ارتفاع مخزن

ج نشان داده شده است، خطای زیاد ناشي از تقریب خطي  - 6که در شكل 

ای  تكهشود اما در تقریب  منجر به تعیین اشتباه مود عملكردی سیستم مي

 این مشكل وجود ندارد. آفین

سازی شده است. در  در ادامه سیستم با دو هدف کنترلي متفاوت شبیه

برابر   مخازن  درون  سیال  اولیه  مقدار  حالت  دو  هر 
1(0) 0.2h = ،

2(0) 0.15h و    =
3(0) 0.1h در نظر گرفته شده است. تابع هزینه، به    =

ته شده است. ضرایب وزني تابع هزینه و  صورت نرم مرتبه دوم در نظر گرف

و با ملاحظات    بین مبتني بر مدل کنترل پیشبیني متناسب با مساله  افق پیش

مي انتخاب  محاسبات  بار  و  افق  همگرایي  ممكن  مقدار  کمترین  شود. 

برابرپیش 3Nبیني  بار    = کاهش  منظور  به  همچنین  است.  شده  انتخاب 

2uNمحاسباتي، مودهای دسترس ناپذیر حذف شده و افق کنترل برابر   = 

 در نظر گرفته شده است. 

اول: حالت  هدف  پایدارسازی  جریان  هدف  تامین  و  سیستم  های 

مخزن   سیال  سطح  تنظیم  با  ثابت  کنت  3خروجي  با  مشخص  مقدار  رل  در 

ها و موقعیت شیرهای خاموش/روشن است. ضرایب وزني به  جریان پمپ

3صورت  

610R I−=    10وyQ سازی در شكل  انتخاب شده و نتایج شبیه  =

 نشان داده شده است.  7

شبیه نتایج  در  که  مي  7سازی شكل  همان طور  کنترل  شود،  مشاهده 

های سیستم را برآورده و  پیشنهادی پایداری حالت  بین مبتني بر مدل پیش

دبي مطلوب خروجي را در مقدار ثابت تنظیم نموده است. خطای ردیابي  

برداری صفر شده است. با توجه به اینكه سیستم  دوره نمونه  10در کمتر از  

ندارد، ورودی کنترلي با کمترین    2و    1های  دی بر روی سطح سیال مخزنقی

هزینه به سیستم اعمال شده است و یا به عبارت دیگر سیستم پس از حالت  

و شیرهای    2گذار، پمپ  
2V    و

23V    و باز    1را بسته و تنها از طریق پمپ

نگه داشتن شیرهای  
1V   و

13V  کند. را تنظیم مي 3سطح مخزن 

 

 
 های سیستم حالت)الف( 

 
 خطای ردیابي )ب( 

 
 های بهینه سیستم ورودی( ج)

 خروجيسازی با هدف تنظیم دبي : نتایج شبیه7شكل 

 

دوم: حالت  هدف  پایدارسازی  سطح  هدف  تنظیم  و  سیستم  های 

ها و موقعیت  سیال هر سه مخزن در مقادیر مشخص با کنترل جریان پمپ

صورت   به  وزني  ضرایب  است.  خاموش/روشن  3شیرهای 

610R I−=   و

310yQ I=  شبیه نتایج  و  در شكل  انتخاب شده  داده شده    8سازی  نشان 

 است.

 
 های سیستم ها و خروجي)الف( حالت
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 )ب( خطای ردیابي 

 
 های بهینه سیستم ورودی( ج)

 سازی با هدف تنظیم سطح سه مخزن: نتایج شبیه8شكل 

 

شبیه نتایج  در  که  مي  7سازی شكل  همان طور  کنترل  شود،  مشاهده 

های سیستم را برآورده و  پایداری حالت  پیشنهادی  بین مبتني بر مدل پیش

ها را در مقدار مطلوب تنظیم نموده است. خطای ردیابي  سطح سیال مخزن

برداری نزدیک صفر شده است. در این حالت با  دوره نمونه  10در کمتر از  

تنظیم هم زمان سطح سیال مخزنتو  به هدف  نقطه  جه  با  تفاوت آن  ها و 

و شیرهای    2و    1های  تعادل سیستم، پمپ
13V    و

23V  ای باز و  به طور لحظه

 شوند. بسته مي
 

 گیری  نتیجه -8

مقاله سیستم سه مخزن به صورت یک سیستم هیبرید در نظر گرفته و    ایندر  

هیبرید به عنوان یک روش کنترل    بین مبتني بر مدلکنترل پیشبرای کنترل آن از  

بین پیش های هیبرید استفاده شده است. به منظور آن که بتوان کنترل  کارآمد سیستم 

سیستم دینامیكي منطقي  به فرم    را به سیستم اعمال نمود، سیستم باید   مبتني بر مدل

به غیر و یا سیستم تكه   ترکیبي  با توجه  تبدیل شود.  خطي بودن دینامیک  ای آفین 

ای آفین در سه ناحیه به  خطي با استفاده از روش تقریب تكه ها، عبارت غیر مخزن

نحوی که خطای میانگین مربعات تقریب در کل بازه تغییرات کمینه شود بدست  

مي  مي شودآورده  پیوسته،  و  باینری  کمكي  متغیرهای  تعریف  با  معادلات  .  توان 

تبدیل نمود. اما برای کاهش بار  سیستم دینامیكي منطقي ترکیبيای آفین را به تكه

محاسباتي باید تا حد امكان متغیرهای کمكي کمتری استفاده کرد به همین منظور  

سیستم  بدیل کرده و سپس مدل  ای آفین وابسته به مود را به فرم بسته تمعادلات تكه

شود را به دست ای آفین توصیف ميای آفین که هر مود آن با یک عبارت تكه تكه

  بین مبتني بر مدل پیش  کننده، کنترلکنترل آوردیم. برای بررسي صحت عملكرد  

در   که  دقیق  معادلات  با  مخزن  سه  سیستم  به  را  شده  طراحي 

Simulink/Stateflow  مال کردیم. همان طور که در نتایج  سازی شده اع مدل

کنترل  شبیه است،  شده  داده  نشان  مدلپیشسازی  بر  مبتني  آفین  تكه   بین  ای 

پایداری حالت  نموده  پیشنهادی  برآورده  را  سیستم  تنظیم خروجي  و  سیستم  های 

 است. 

 

 مراجع 
[1] Andersen ED and Andersen KD (2000) The mosek 

interior point optimizer for linear programming: an 

implementation of the homogeneous algorithm. In: 

High performance optimization. Springer, pp. 197–

232. 

[2] Bemporad A, Mignone D and Morari M (1999) Moving 

horizon estimation for hybrid systems and fault 

detection. In: Proceedings of the 1999 American 

Control Conference (Cat. No. 99CH36251), volume 4. 

IEEE, pp. 2471–2475. 

[3] Bemporad A and Morari M (1999) Control of systems 

integrating logic, dynamics, and constraints. 

Automatica 35(3): 407–427.  

[4] Blanke M, Kinnaert M, Lunze J, Staroswiecki M and 

Schr¨oder J (2006) Diagnosis and fault-tolerant 

control, volume 2. Springer. 

[5] B¨ohme TJ and Frank B (2017) Hybrid systems, optimal 

control and hybrid vehicles. Cham, CH: Springer 

International. 

[6] Camacho EF and Alba CB (2013) Model predictive 

control. Springer science & business media. 

[7] Camacho EF, Ram´ırez DR, Lim´on D, De La Pe˜na 

DM and Alamo T (2010) Model predictive control 

techniques for hybrid systems. Annual reviews in 

control 34(1): 21–31. 

[8] Farias AO, Queiroz GAC, Bessa IV, Medeiros RLP, 

Cordeiro LC and Palhares RM (2018) Sim3tanks: a 

benchmark model simulator for process control and 

monitoring. IEEE Access 6: 62234–62254. 

[9] Geyer T (2005) Low complexity model predictive 

control in power electronics and power systems. 

Cuvillier Verlag. 

[10] Hariprasad K and Bhartiya S (2016) A 

computationally efficient robust tube based mpc for 

linear switched systems. Nonlinear Analysis: Hybrid 

Systems 19: 60–76. 

[11] Heemels WP, De Schutter B and Bemporad A (2001) 

Equivalence of hybrid dynamical models. Automatica 

37(7): 1085–1091. 

[12] Heiming B and Lunze J (1999) Definition of the three-

tank benchmark problem for controller 

reconfiguration. In: 1999 European Control 

Conference (ECC). IEEE, pp. 4030–4034. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.3
.3

5 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

3.
4.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

07
 ]

 

                            11 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.3.35
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.3.4.0
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-900-fa.html


46 

 

 یشنهادیفرم بسته پای آفین به مدل تكه بر  يمبتن يرخطیسه مخزن غ  ستمیس ید یبر یه نیبشیکنترل پ 

 بیطرفان، امین رمضاني محمد 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401، پاییز 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

[13] Ingole, D., Drgoˇna, J., and Kvasnica, M. (2017) 

Offset-free hybrid model predictive control of 

bispectral index in anesthesia. In: 2017 21st 

International Conference on Process Control (PC), 

IEEE, pp. 422–427. 

[14] Kvasnica M, Grieder P and Baoti´c M (2004a) Multi-

Parametric Toolbox (MPT). URL 

http://control.ee.ethz.ch/˜MPT/. 

[15] Kvasnica M, Grieder P, Baoti´c M and Morari M 

(2004b) Multiparametric toolbox (MPT). In: 

International workshop on hybrid systems: 

Computation and control. Springer, pp. 448–462. 

[16] Lazar M (2006) Model predictive control of hybrid 

systems: stability and robustness. PhD Thesis, 

Eindhoven: Technische Universiteit Eindhoven DOI: 

10.6100/IR612103. 

[17] Lunze J and Lamnabhi-Lagarrigue F (2009) Handbook 

of hybrid systems control: theory, tools, applications. 

Cambridge University Press. 

[18] Mattone R and De Luca A (2006) Nonlinear fault 

detection and isolation in a three-tank heating system. 

IEEE Transactions on Control Systems Technology 

14(6): 1158–1166. 

[19] Mignone D (2002) Control and estimation of hybrid 

systems with mathematical optimization. PhD Thesis, 

ETH Zurich. 

[20] Nandola NN and Bhartiya S (2008) A multiple model 

approach for predictive control of nonlinear hybrid 

systems. Journal of process control 18(2): 131–148. 

[21] Sarailoo M, Rezaie B and Rahmani Z (2014) Fuzzy 

predictive control of three-tank system based on a 

modeling framework of hybrid systems. Proceedings 

of the Institution of Mechanical Engineers, Part I: 

Journal of Systems and Control Engineering 228(6): 

369–384. 

[22] Sathishkumar K, Kirubakaran V and Radhakrishnan T 

(2018) Real time modeling and control of three tank 

hybrid system, Chemical Product and Process 

Modeling 13(1). 

[23] Siavash, M., Sheikholeslam, F., Askari, J., & 

Hajshirmohammadi, S. (2015). Asynchronous control 

and stabilization of linear switched systems with 

unstabilizable subsystems by average dwell time 

approach, Journal of Control, vol. 9, no. 2, pp. 59–69. 

[24] Sontag E (1981) Nonlinear regulation: The piecewise 

linear approach. IEEE Transactions on automatic 

control 26(2): 346–358. 

[25] Sz˝ucs A, Kvasnica M and Fikar M (2012) Optimal 

piecewise affine approximations of nonlinear 

functions obtained from measurements. IFAC 

Proceedings Volumes 45(9): 160–165. 

[26] Thomas J, Dumur D, Buisson J and Gu´eguen H 

(2006) Model predictive control for hybrid systems 

under a state partition based mld approach (spmld). In: 

Informatics in Control, Automation and Robotics I. 

Springer, pp. 217–224. 

[27] Torrisi FD and Bemporad A (2004) Hysdel-a tool for 

generating computational hybrid models for analysis 

and synthesis problems. IEEE transactions on control 

systems technology 12(2): 235–249. 

[28] Yang H, Jiang B and Cocquempot V (2010) Fault 

tolerant control and hybrid systems. In: Fault Tolerant 

Control Design for Hybrid Systems. Springer, pp. 1–

9. 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.3
.3

5 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

3.
4.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
2-

07
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.3.35
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.3.4.0
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-900-fa.html
http://www.tcpdf.org

