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 دینامیكي سیستم.   است  شده   گرفته  نظر  در  هایبرید  و  ناپذیرخطي  غیرخطي،  دینامیكي  هایسیستم  از  گروه   یک  حاضر،  مقاله  در:  چکیده 

  چندعامل   سیستم  تداخل،  تانسور  کمک   به   نهایتا   و   شده   بازنویسي  عوامل  بین   تداخل  گراف،  نظریه   اساس  بر  و   یافته  تعمیم   چندعامل  کلي  فرم   به

  سیستم  گرافي  شبكه   بودن  ساده   و   جهت  بدون  متصل،  سیستم  یافتگي آرایش  در.  گیردمي  قرار   کنندهکنترل   طراحي  هدف  پیشرو  - پیرو  فرم  به

 طراحي  عاملچند  سیستم  آرایش  حفظ  و  ورودی  مرجع  مسیر   سازیدنبال   هدف برای  غیرخطي  کننده کنترل   ادامه،  در.  است  شده   گرفته  نظر  در

  از  متغیر هسیان ماتریس با  غیرخطي هدف تابع یک ساختن حداقل برای نیوتن شبه سازیبهینه الگوریتم اساس بر بهینه، کننده کنترل . گرددمي

  در  متداول   سازیبهینه  هایالگوریتم  همگرایي  امكان  عدم  و  پیشین  سازیبهینه  هایروش  عملكرد  به   توجه  با.  است  شده   طراحي  علامت،  نظر

  و  طراحي  مساله  کننده کنترل   برای  ویژه   مقادیر  روش  تعمیم  رویكرد  با  نیوتن  شبه  سازیبهینه  الگوریتم  هسیان،  ماتریس  علامت  تغییر  با   رابطه

 ماتریس  علامت  که   خاصي  حالت   در  کننده کنترل   عملكرد  بررسي  و  یافته  تعمیم   چندعامل  سیستم  برای  کننده   کنترل  آن  از  پس.  گرددمي  اعمال 

  هدف  تابع  هسیان  که   حالتي  در  عمومي  سازی  بهینه   های  روش  های کاستي  به  توجه  با  نتیجه،  در.  است  شده   آزموده   باشد،مي  منفي  هسیان

  یک  در  نهایتا. باشدمي  نامعین  علامت  هسیان   با   هدف   توابع  برای   نیوتن  شبه   سازی بهینه  روش  از  گیریبهره   مقاله،  نوآوری   دارد،  نامعین   علامت

 . است گردیده  ارائه  عددی  هایسازیشبیه نتایج و  شده  سازی پیاده  شده  ذکر موارد عددی مثال 

 . گراف نظریه متغیر، هسیان ماتریس عامل، چند  سیستم ویژه، مقادیر تعمیم  نیوتن، شبه سازی بهینهکلمات کلیدی: 

A class of multi-agent discrete hybrid non linearizable systems: 

Optimal controller design based on quasi-Newton algorithm for a 

class of sign-undefinite hessian cost functions 

Erfan Nejabat, Mohammad Reza Homaeinezhad 

Abstract: In the present paper, a class of hybrid, nonlinear and non linearizable dynamic systems 

is considered. The noted dynamic system is generalized to a multi-agent configuration. The 

interaction of agents is presented based on graph theory and finally, an interaction tensor defines the 

multi-agent system in leader-follower consensus in order to design a desirable controller for the noted 

system. A general undirected, simple and connected graph topology is proposed for the system. Next, 

a nonlinear controller is designed for the multi-agent system to track a predefined reference trajectory 

and maintain the formation topology. An optimal controller, based on quasi-Newton optimization 

method is proposed in order to minimize a nonlinear cost function with indefinite variable sign hessian 
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matrix. The convergence of previous optimization algorithms, namely the Newton optimization 

algorithm, regarding to variable sign hessian matrices fails. Thus, in the present paper, a quasi-newton 

optimization method is proposed based on eigenvalue modification to design a controller for the 

system. Afterward, the controller generalized for the multi-agent system and the performance of the 

controller is examined in a specific scenario of indefinite, variable hessian matrix problem. 

Consequently, the innovation of the present paper is proposed by considering the quasi-newton 

optimization method in order to overcome the disadvantages of traditional optimization methods in 

the problem of undefined hessian cost function. An example is provided in order to illustrate 

aforementioned claims and declared propositions. 

Keywords: Eigenvalue Modification, Graph Theory, Multi-Agent System, Quasi-Newton 

Optimization. 

 مقدمه -1

  های روش  ادغام   و  سازیبهینه  هایروش  از  استفاده  اخیر،  سالیان  در

  برای   جامع  های روش  به  رسیدن  جهت   کنترلي  مدرن  نظریات   با   مذکور

  امروز،  تا  گذشته  از.  است  شده   واقع  توجه  مورد  مختلف  هایسیستم  کنترل 

  بهره  مورد  و   طراحي  منظور   این   برای  مختلفي  سازی  بهینه  هایروش

  یک   در  سازیبهینه  هایروش  کلي،  حالت  در.  اندگرفته  قرار  برداری

  های روش   و  گرادیان  اساس  بر  هایروش  دسته  دو  در  بندی،تقسیم

  اساس   بر  که  سازیبهینه  عددی  هایروش.  گرفت  خواهند  قرار  ابتكاری

[.  1]   گیرند،مي  قرار  اول   دسته  در  کنندمي  فعالیت  هدف  تابع  مشتق  محاسبه

  سازی بهینه روش  به  توان مي ابتكاری های روش معرفي عنوان  به ادامه، در

  کلوني   سازیبهینه  روش  و  ذرات   دسته  سازیبهینه  روش  ژنتیک،

  اهداف   به   توجه  با .  کرد  اشاره   مذکور   های روش  مشتقات  و   مورچگان

  مقتضي  به   دسته   دو  هر  در  مذکور  هایروش  طراح،  دیدگاه   و  مساله  کنترلي

  بهینه   کننده کنترل   یک  طراحي  برای  روش  هر  ضعف  نقاط  و  هابرتری

  این   جمله   از .  گرفت  خواهند  قرار  استفاده   مورد   و  شده  انتخاب   جامع

  اساس   بر  های روش  برای  همگرایي  اثبات  وجود  به  توانمي  هابرتری

  به   مربوط   محاسبات  اوقات  گاهي  حال   این  با [.  2]   نمود،  اشاره   گرادیان

  محاسبات   نظر  از  هزینه  پر  عملیاتي  هدف،  تابع  دوم  و  اول   مشتقات

  شده معرفي هدف توابع انواع به  توجه با  همچنین[. 3] گردد،مي محسوب

  وجود  مذکور  هدف  توابع  پذیری  مشتق  شرط   نقض  امكان  ها،سیستم  برای

  صورت   به   که   ابتكاری   های روش  صورت،   این  در   لذا[.  4]   داشت،  خواهد 

  مقایسه  در  کنند،مي  فعالیت  هدف  تابع   مشتقات  محاسبه   به  نیاز  بدون  مستقل

  حال،   این  با.  یابندمي  برتری  گرادیان  اساس  بر   سازی   بهینه  های   روش   با

  عدم   همچنین  و  محلي  بهینه  نقاط  در  مذکور  هایالگوریتم  توقف  امكان

  را   هاروش  این  از  مطمئن  استفاده   امكان  دقیق،  همگرایي  اثبات  وجود

 .سازدمي محدود

  های روش  کلي  دسته   دو  در  گرادیان  اساس   بر  سازی بهینه  های روش

  از   و[  5]  اند،شده   بندی  تقسیم  اعتماد  ناحیه  هایروش  و  خطي  جستجو 

  نزولي   گرادیان  نیوتن، سازیبهینه  های روش  از   توانمي  هاروش  این   جمله

  ی زمینه  در  پیشین  مطالعات  در .  برد  نام  مربعات  حداقل  هایروش  و

  یک  کلمن   ،1995  سال   در   ابتدا  اعتماد،   ناحیه   و  خطي  جستجو   های روش

  گسسته   سیستم  برای  اعتماد  ناحیه  هایروش  اساس  بر  سازیبهینه  روش

 مساله  یک  تحقیق،  این  در[.  6]   است،  کرده   سازیپیاده   و  طراحي  زمان

  پویای   ریزی  برنامه   وسیله   به   که  شده  گرفته   نظر  در  بزرگ   ابعاد  با  قید   بدون

  نوع. گرددمي کنترل اعتماد ناحیه های روش روند  اساس بر  و دیفرانسیلي

  روش   و  شده  بررسي   کوادراتیک  همگرایي  صورت   به  روش  همگرایي

  بعد   مذکور، تحقیق   در. است شده  انتخاب نیوتن  روش  اصلي، سازیبهینه

  صورت   به   مذکور،  ماتریس  همچنین  و  بوده   تغییر  بدون  هسیان  ماتریس

  تكامل   و  پیشرفت  باعث   که  اصلي   نكته.  گرددمي  تعریف  معین   مثبت

  تغییر  همچنین   و   مساله  به  قیود  اعمال  گردیده،  مذکور  زمینه  در  تحقیقات

 و  سن  ادامه  در.  باشدمي  مساله  هدف  تابع  به  مربوط  هسیان  ماتریس  بعد

  را  کلمن پیشین فعالیت نادقیق، نیوتن هایروش از گیری بهره  با همكاران

  نیوتن   روش  از   استفاده   اصلي  دلیل [.  ۷]  اند،   داده   ادامه   و  کرده  تكمیل

  با   بزرگ  ابعاد  های سیستم  برای  تر  سریع  محاسبات  از  مندی بهره   نادقیق،

  ماتریس  علامت  تغییر  حال   این  با.  بود  خواهد  تر  کوتاه   زماني  هایگام

  که   صورتي  در  لذا  است؛  نشده   داده   پوشش   تحقیقات  این  در  هسیان

  ظاهر   منفي  صورت  به  هردلیل  به  یا  و  بوده   نامعین  صورت  به  هسیان  ماتریس

  در .  شد  خواهد  تغییر  دستخوش  مذکور  سازیبهینه  روش  همگرایي  گردد،

  معطوف   را  خود  تحقیقات  همكاران  و   کارارو  ،2018  سال   در  اخیر،  دهه

  سازی گسسته  روش[.  8]  اند،کرده   تطبیقي  نیوتن  سازیبهینه  روش  به

.  است  گردیده   انجام  محدود  المان   هایروش  وسیله  به  غیرخطي  سیستم

  اساس   بر  تطبیقي  نیوتن  الگوریتم  ی وسیله  به   بهینه   کنترلي  روش  اساس

  زده  تخمین  خطای  میزان  اساس  بر  گام  جهت  و  گام   طول   تكامل  و  تغییر

  تابع   مذکور،  تحقیقات  در.  باشدمي  مرحله  هر   در  تكرار  خطای  و  شده

  سیستم   هدف  تابع  ذات  و  گردیده   تعریف  سیستم  شناسایي  برای  هدف

  تخمیني   خطای  اساس  بر  دوم  درجه  هدف  تابع   یک  شناسایي،  جهت

  علامت   تغییر  دچار  و  بوده   معین  مثبت  هدف  تابع  همواره   لذا .  باشدمي

  از   گیریبهره  با  همكاران  و  لیویریس  2018  سال   در  ادامه،  در.  بود  نخواهد 

  تابع   یک  بهینه  نقطه  به  دستیابي  جهت  سازی  بهینه  مزدوج،  گرادیان  روش

 مزدوج  گرادیان  روش  حال   این  با[.  9]   اند،داده   قرار  بررسي   مورد  را   هدف

  هدف   توابع  برای [  5]  برویدن  روش   به  موسوم  روشي   یابي  جهت  پایه  بر

  های سوئیچ  وجود  صورت  در.  گیردمي  قرار  بررسي  مورد  کوادراتیک
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  الگوریتم   برای  صحیح  همگرایي  عدم  احتمال   سیستم،  دینامیک  در  متوالي

  زمینه   در  اخیر   تحقیقات  در  علت،  همین  به   و   داشته  وجود  مذکور

  و [  10]  تحقیقات  بهینه،  هایکننده کنترل   و   مدل   پیشبین  هایکننده کنترل 

  تحقیقات  در. اند شده داده  سوق مقید غیرخطي سازیبهینه سمت به[ 11]

  های روش  از  گیریبهره   با  مدل   پیشبیني  بر  مبتني  کنترل   زمینه  در  اخیر

  بر   مبتني  بهینه  کنترلي  اساس  هیبرید،  پیشبین  کنترل   و  مقاوم  پیشبین  کنترل 

  با [.  13]  ،[12]  است،  یافته   تعمیم  غیرخطي  هایسیستم  برای  مدل  پیشبیني

  کنندهکنترل   طراحي  مستلزم  همچنان  ناپذیرخطي  هایسیستم  حال،  این

  همكاران   و  فنگ  تحقیقات  در[.  14]  بود،  خواهند  غیرخطي  مدل   پیشبین

  یافتن   جهت  و  گرفته  قرار  نظر  مورد  مسیر  سازی  دنبال   مسئله   یک  ،[15]

  حال،   این  با.  است  شده   سازیپیاده   نادقیق  نیوتن  الگوریتم  بهینه،  نقطه

  تک   و  ورودی   تک  هایسیستم  حوزه،  این  در  پیشین   تحقیقات  در  عموما

 ماتریس  بعد  لذا.  اند  بوده   بررسي  مورد  عاملتک  صورت  به  خروجي

  ثابت   مذکور  تحقیقات  در  بهینه  جواب  هایپایه  بعد  همچنین  و  هسیان

  مرجع   مسیر  سازی  دنبال  جامع  روش  حاضر،   مقاله  در.  شودمي  فرض

  شده   واقع  بررسي   مورد  ناپذیرخطي  هیبرید  و   غیرخطي   سیستم   یک  ورودی

  قرار   سازی بهینه مورد نامعین هسیان با هدف   تابع  با مذکور، سیستم. است

  ی واسطه  به   سیستم  مشتقات  و   بهینه  جواب  پایه  دیمانسیون  و  گرفته 

 . است بوده متغیر سیستم، بودن چندعامل

  نظریه   اساس  بر  چندعامل  های سیستم  پایه  بر   اخیر  دهه  تحقیقات

  های سیستم  تشكیل   راستا،  این  در   و [  16]  گرفته  قرار  توجه   مورد  هاگراف

 ادامه،  در[.  1۷]  است،  شده   واقع  بررسي  مورد  متمرکز  رویكرد  با  چندعامل

  در  و [  18]  پذیرفته  صورت   غیرمتمرکز  روش   به  مذکور  روش  تعمیم

 غیرمتمرکز رویكرد ،2016 سال  در هو  توسط   شده  انجام پیشین تحقیقات

 [.  19]  است، شده  داده  توسعه چندعامل سیستم یک برای  یافته توزیع

  پیشبین   مدل  های کننده کنترل   طراحي   های کاستي  حاضر،  مقاله  در

  سیگنال  با  ناپذیر  خطي  غیرخطي  هایسیستم  با  رابطه  در  بهینه  و  خطي

  هدف   تابع  سازیبهینه  برای  نادقیق  نیوتن  سازی  بهینه  روش  با  سوییچ،

  همچنین، .  است  شده   بررسي  چندگانه،  محلي  هایمینیمم  دارای  غیرخطي

  گرادیان،  اساس  بر  سازی  بهینه  هایروش  در  ضعف  نقاط  وجود  به  توجه   با

 هسیان  ماتریس  نرم  بودن  منفي  صورت  در  همگرایي  امكان  عدم  جمله  از

  نامعین  ناپذیر،  خطي  هدف  توابع  با  رابطه  در  همگرایي  سرعت  کاهش  و

  طراحي   با .  است  شده  واقع  بررسي  مورد  هسیان،  ماتریس  علامت   بودن

  ناحیه   و  خطي  جستجوی  با  نادقیق  نیوتن  روش  اساس  بر  بهینه  کننده کنترل 

 ماتریس  منفي  نرم  وجود  با  فعالیت  به  قادر  شده،  ارائه  کنترلي  نظریه  اعتماد،

  بررسي  مطلق بهینه نقطه به  مذکور روش همگرایي  همچنان  و بوده هسیان

 سیستم  یک  به  عامل  تک  سیستم  تعمیم  با  نهایت،  در.  است  شده   اثبات  و

  افزایش  امكان  تداخل،  تانسور  بیان  و  گراف  نظریه  اساس  بر  عامل  چند

 . است شده  بررسي مذکور مساله در بهینه جواب های پایه دیمانسیون

  سیستم   یک  سازی   گسسته  و  بررسي  معرفي،  مقاله،  کلي   روند 

  بخش   در متوالي سوئیچ سیگنال  وجود با ناپذیر خطي غیرخطي دینامیكي

  از   پس.  بود  خواهد  سوم،  بخش  در  سازی  بهینه  روش  ارایه  سپس  و  دوم

  تابع   معرفي  با  سپس،.  است  یافته  تعمیم  عامل  چند  صورت  به  سیستم  آن

  سازی   دنبال   هدف   با   چندگانه   محلي   هایاکسترمم  دارای   مشخص   هدف 

  بودن   نامعین  همچنین،  و  هسیان  ماتریس  علامت  تغییر  امكان  مرجع،  مسیر

  الگوریتم   همگرایي  اثبات   ادامه،  در.  است  شده  واقع  بررسي   مورد  آن

  شده  ارایه  فیدبک  کنترلي  سیستم  پایداری  اثبات  به  آن  تعمیم  و  سازیبهینه

  کنندهکنترل   با  عامل  چند  سیستم  یک  سازیشبیه  انجام  با  نهایت  در.  است

  و   ورودی  مطلوب  مسیر  کردن  دنبال   کیفیت   و   عملكرد  متمرکز،  غیر

 . داد  خواهد  قرار  تحقیق   مورد  و  تایید  را  الذکرفوق  هایادعا   نتایج،  بررسي

  اساس  بر  سیستم  دینامیک  توصیف  و   استخراج  -2

 نیوتنی مکانیک قواعد

  درجه  یک  صورت  به  صلب  جسم  یک  دینامیک  بخش،  این  در

  دینامیكي  سیستم.  است شده  گرفته نظر در( 2) و( 1)  روابط طبق آزادی،

  دینامیكي   های   سیستم  از  خاص  گروه   یک  عنوان  به  ،(1)  رابطه  در

  توجه   با  مذکور،  سیستم  برای  همچنین،.  شودمي  گرفته  نظر  در  ناپذیرخطي

  بازنویسي قابل   دیراک دلتای  تابع اساس بر  که  شونده سوئیچ تابع   مقدار به

  حالت  در تر، روشن عبارت به. گرددمي تعریف  سوئیچ سیگنال  باشد،مي

 مقادیر   کنار  در  که  بود  خواهد  پیوسته  حالت  مقادیر  دارای  سیستم  کلي

  تشكیل   را  هیبرید  سیستم  یک  فوق  سوئیچ  سیگنال   از  حاصل  گسسته،

  سیستم   یک  برای  سوئیچ  سیگنال   سازی،شبیه  بخش  در.  داد  خواهند

 . شد خواهند ارایه سازیشبیه نتایج و شده  معرفي مرجع، دینامیكي

𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑥̇) + 𝑏𝑢 (1) 

𝓍̇ = 𝒻(𝓍, 𝑢; 𝑡) (2) 

  کننده کنترل   طراحي  برای  ،(2)  و(  1)  روابط  در  سیستم  عددی  حل

  دقیق   سازیگسسته  نیازمند  سازی  بهینه  تكراری  های  روش  اساس  بر  بهینه

  روش (  3)  رابطه  در  لذا.  بود  خواهد  محدود  پیشبیني  افق  درنظرگیری  با

  روش .  است  شده   گرفته   نظر  در[  20]  بشفورث  -آدامز  صریح  سازیگسسته

  سه   بشفورث   -آدامز  سازیگسسته  روش   به (  3)  رابطه   در  سازی   گسسته

 . گرددمي  فرض ثابت   سازی گسسته  زماني   گام  طول و شده   طراحي   گامي

𝓍(k) = 𝓍(k − 1) +
23T

12
𝒻[x(k − 1), u(k

− 1); tk−1]

−
4T

3
𝒻[x(k − 2), u(k

− 2); tk−2]

+
5T

12
𝒻[x(k − 3), u(k

− 3); tk−3] 

(3) 

(، در جملات دوم، سوم و چهارم سمت راست مساوی،  3در رابطه )

به ترتیب ورودی کنترلي یک، دو و سه گام زماني پیشتر دخیل شده اند.  

شود که جملات  ( مشاهده مي2( و ) 1با توجه به دینامیک مسئله در روابط )

به صورت   بازنویسي  قابلیت  پیشتر،  گام  و سه  دو  کنترلي  شامل ورودی 

)بردار حا رابطه  در  ابتدا  لذا  داشت.  را خواهند  سیستم  فرم  4لت  (، یک 
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( رابطه  طبق  شده  سازی  گسسته  سیستم  بیان  برای  مشاهده  3صریح   ،)

گردد که شامل مجموع جملات بردار حالت سیستم و ورودی کنترلي  مي

-(، بیانگر روش سه گامي آدامز4( و )3مراحل پیشتر خواهد بود. روابط )

ميب وشفورث  سیستم    باشند  که،  است  اهمیت  حائز  مهم  این  یادآوری 

ساده  بدون  بشفورث  آدامز  روش  با  شده  سازی  خطي  گسسته  و  سازی 

سازی به  سازی ارایه شده است و لذا در صورتي که گام زماني گسسته

اندازه کافي کوچک باشد، دینامیک سیستم گسسته شده بر دینامیک غیر  

 خطي واقعي، منطبق خواهد بود. 

𝑥(𝑘) = 𝑥(𝑘 − 1) +
23𝑇

12
[𝑓[𝑥(𝑘 − 1), 𝑥̇(𝑘 − 1)]

+ 𝑏𝑢(𝑘 − 1)]

−
4𝑇

3
[𝑓[𝑥(𝑘 − 2), 𝑥̇(𝑘 − 2)]

+ 𝑏𝑢(𝑘 − 2)]

+
5𝑇

12
[𝑓[𝑥(𝑘 − 3), 𝑥̇(𝑘 − 3)]

+ 𝑏𝑢(𝑘 − 3)] 

(4) 

x(k(،  4در رابطه  ) − 1), ẋ(k − به ترتیب بیانگر بردار سرعت و    (1

باشند. لازم  بشفورث مي-سازی شده طبق رابطه آدامزبردار مكان گسسته

ẋ(kبه ذکر است وجود   − ه معنای مشتق زماني بردار گسسته سازی  ب  (1

شده نبوده و بیانگر بردار سرعت در زمان گسسته خواهد بود. در نتیجه،  

 توان به فرم کلي زیر بازنویسي نمود. رابطه فوق را مي

x(k) = f1(x(k − 1), ẋ(k − 1))

+ [
23T

12
bu(k − 1)]

− f2(x(k − 2), ẋ(k − 2))

+ [−
4T

3
bu(k − 2)]

+ f3(x(k − 3), ẋ(k − 3))

+ [+
5T

12
bu(k − 3)] 

 

(5) 

( , fi(، جملات  5در رابطه  i ∈ {1,2,3}  ( (، ۷(، )6به صورت روابط 

 گردند. ( در ذیل تعریف مي8)

𝑓1[𝑥(𝑘 − 1), 𝑥̇(𝑘 − 1)]
= 𝑥(𝑘 − 1)

+
23𝑇

12
[𝑓[𝑥(𝑘 − 1), 𝑥̇(𝑘

− 1)]] 

(6) 

𝑓2[𝑥(𝑘 − 2), 𝑥̇(𝑘 − 2)]

=
4𝑇

3
[𝑓[𝑥(𝑘 − 2), 𝑥̇(𝑘 − 2)]] (۷) 

𝑓3[𝑥(𝑘 − 3), 𝑥̇(𝑘 − 3)]

=
5𝑇

12
[𝑓[𝑥(𝑘 − 3), 𝑥̇(𝑘 − 3)]] (8) 

 ( )6با جایگذاری روابط   ،)۷( ،)8 ( فرم کلي سیستم  4( در رابطه   ،)

بشفورث سه گامي برای سیستم در  -گسسته سازی شده در روش آدامز

 گردد. (، ارائه مي1رابطه )

 
1 Leader-Follower 

به   فوق،  روابط  در  شده  مطرح  دینامیكي  سیستم  کلي  حالت  در 

عامل، هدف  عامل بیان گردیده است. در مورد سیستم تکصورت تک

ال سازی مسیر مرجع بر اساس یک تابع هدف بهینه خواهد بود. بنابراین  دنب

طراحي   خطا  سیگنال  ساختن  حداقل  برای  ادامه  در  مساله  هدف  تابع 

نسبي  مي فاصله  صورت  به  عامل  تک  سیستم  خطای  سیگنال  گردد. 

ای عامل با مسیر مرجع ورودی تعریف گردیده و سیگنال دینامیک  لحظه

 گردد. بیان مي( 9خطا طبق رابطه ) 

𝑒(𝑘 − 1) ≜ 𝑥(𝑘 − 1) − 𝑥𝑑(𝑘 − 1) (9) 

سیستم   برای  خطا  دینامیک  شدن  مشخص  به  توجه  با  ادامه،  در 

مجموعه  تک است.  یافته  تعمیم  فرم چندعامل  به  سیستم  طبق    𝓝عامل، 

 باشد. های متداخل در سیستم چند عامل مي(، بیانگر تعداد عامل10رابطه )

𝓝 ≜ {1,2, … , 𝑛} (10) 

یا  1پیشرو-در حالت کلي، سیستم های چند عامل با دو رویكرد پیرو

بدون پیشرو بنا شده و تداخل میان عوامل سیستم در قالب نظریه گراف  

باشد. پیش از تعریف فرم کلي سیستم چندعامل، ابتدا  قابل بازنویسي مي

کلیات مدل سازی سیستم به فرم سیستم چندعامل در نظریه گراف بحث  

شود. در این رویكرد، هریک از عوامل مساله به عنوان یكي از راس مي

شوند و ارتباط و انتقال اطلاعات از یک  ای یک شبكه گرافي مطرح ميه

های شبكه گراف تعریف خواهد شد. لذا  عامل به عامل دیگر به عنوان یال 

 کند: شبكه گرافي حاکم بر مساله از فرضیات زیر تبعیت مي

اگر    شود مجموعه گراف، ساده فرض مي  گراف ساده:   -1تعریف  

های سیستم با خودشان در ارتباط نباشد لذا  و تنها اگر، هیچ یک از راس

,i)های شبكه گراف، به عنوان مجموعه یال   εبا فرض   i) ∉ ε. 

شود اگر  شبكه گرافي، متصل فرض ميگراف متصل:  -2تعریف  

کلیه راس بین  اگر،  تنها  به یک  و  ارتباط یک  های شبكه، حداقل یک 

 ای وجود نداشته باشد. عبارت دیگر، هیچ راس ایزولهوجود داشته باشد. به  

شبكه گرافي، بدون جهت فرض     گراف بدون جهت:-۳تعریف  

ام انتقال اطلاعات وجود  jام به گره  iاگر از گره    شود در صورتي که،مي

 ام نیز انتقال اطلاعات وجود داشته باشد. iام به گره  jدارد، حتما از گره  

شبكه   یک  صورت  به  مساله،  مبین  گرافي  شبكه  کلي،  حالت  در 

سیستم   برای  است.  شده  تعریف  جهت  بدون  و  متصل  ساده،  گرافي 

 گردد.(، تعریف مي11چندعامل، ابتدا ماتریس همسایگي به فرم رابطه )

𝑮𝐴 ≜ [

0 𝑤12
𝑎 ⋯ 𝑤1𝑛

𝑎

𝑤21
𝑎 0 ⋯ 𝑤2𝑛

𝑎

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑤𝑛1

𝑎 𝑤𝑛2
𝑎 ⋯ 0

] (11) 

𝐆A(،  11در رابطه ) ∈ ℝn×n   ،بوده و با توجه به ساده بودن گراف

wii
a = گراف،    0 بودن  جهت  بدون  به  توجه  با  و  بود  wijخواهد 

a =

±wji
a( رابطه  ماتریس  کلي  شكل  به  توجه  با  همچنین  ماتریس  11.   ،)
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همسایگي شبكه گراف به صورت یک ماتریس پادمتقارن در حالت کلي 

 ، تعریف گردیده است. یا متقارن در حالت بدون جهت

گردد. ماتریس (، تعریف مي12پس از آن، ماتریس درجه در رابطه )

 باشد. ام ميiدرجه بیانگر تعداد عوامل مرتبط به عامل  

𝑮𝐷 ≜

[
 
 
 
 
 
 ∑𝑤1𝑗

𝑎

𝑛

𝑗=1

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ ∑𝑤𝑛𝑗
𝑎

𝑛

𝑗=1 ]
 
 
 
 
 
 

 (12) 

𝐆D(،  12در رابطه ) ∈ ℝn×n   بوده و قطری با عناصر روی قطر اصلي

باشد. لذا ماتریس مذکور، یک ماتریس مثبت نیمه معین  مثبت یا صفر مي

باشد در رابطه  که بیانگر عوامل پیشرو مي 𝐆Lباشد. در نهایت ماتریس  مي

 ( تعریف گردیده است. 13)

𝑮𝐿 ≜ [
𝑤1

𝐿 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑤𝑛

𝐿
] (13) 

( رابطه  𝐆L(،  12در  ∈ ℝn×n  مي قطری  و  تعریف  بوده  با  باشد. 

( ماتریس تداخل برای شبكه  14، در رابطه ) 𝐆Lو    𝐆A  ،𝐆Dهای  ماتریس

 گرافي تعیین گردیده است. 

 برای تحلیل دینامیک خطا به دو تعریف زیر نیاز داریم.

𝑮 ≜ 𝑮𝐷 − 𝑮𝐴 + 𝑮𝐿 (14) 

های چند  ( در حالت کلي برای سیستم14لازم به ذکر است، رابطه )

پیشرو و هم بدون پیشرو برقرار خواهد بود.  -عامل هم در چارچوب پیرو

در صورتي که سیستم چند عامل به صورت بدون پیشرو تعریف گردد، با  

به   𝐆Lتوجه  = [0]   ( رابطه  به صورت  تداخل  ماتریس  بیان  15آنگاه،   )

 رابطه به لاپلاسین گراف معروف است. گردد که اینمي

𝓛 ≜ 𝑮𝐷 − 𝑮𝐴 (15) 

،  2و    1با توجه به ساده، بدون جهت و متصل بودن گراف، قضایای  

 گردند.برای ماتریس تداخل سیستم بیان مي

یک ماتریس تداخل متناظر با شبكه گراف    Γفرض کنید،    -1قضیه  

 باشد. در این صورت: مي Kساده، بدون جهت و متصل بوده که از درجه 

 است. Γیک مقدار ویژه برای ماتریس   K الف:

همواره برابر یا بزرگتر از یک    K درجه تكرار جبری مقدار ویژه   ب:

 باشد. مي

 اثبات: 

کنید  الف:   v1فرض  = [1,1, … ,1]T    برداری فضای    ℝn×1در 

.𝐆Aآنگاه،   v1 = K. v1    پسK    یک مقدار ویژه برای ماتریس خواهد

𝐆بود. لذا با توجه به تعریف ماتریس   − 𝐆D    و تعریف فرم کلي𝐆A    در

( مقدار  11رابطه  حضور   ،)K   ماتریس اصلي  قطر  عناصر  کلیه  روی 

مي ماتریس  مشخص  بودن  پادمتقارن  به  توجه  با  𝐆باشد.  − 𝐆D  نهایتا  ،

 خواهد بود.  Kدارای حداقل یک مقدار ویژه  𝐆ماتریس 

که    ب: صورتي  v2در  = [b1, b2, … , bn]
T    بردار هر  که  باشد 

که   است  غیرصفری  .𝐆Aدلخواه  v2 = K. v2   نظربگیریم در  اگر 

xmax = [max(x1) ,max(x2) , … ,max(xn)]    آن در  که 

max(xi)    عامل حالت  بردار  اقلیدسي  نرم  ميiبیانگر  آنگاه    باشد،ام 

Kxmaxداریم:   = 𝐆A. xmax  ،الف بخش  به  توجه  با  لذا   .v2    ترکیب

بوده و در نتیجه درجه تكرار جبری مقدار    Kخطي از بردار ویژه متناظر با  

 ویژه برابر با یک خواهد بود. 

، آنگاه Gبا فرض متصل بودن و بدون جهت بودن گراف  -2قضیه  

تعریف   گراف    𝓛با  لاپلاسین  عنوان  Rank(𝓛)به  = n − برقرار   1

 باشد. مي

 [ 21] اثبات:

( و  14( و ) 13(، )12(، )11طبق روابط  )  با تشكیل سیستم چندعامل 

( دینامیک خطا را  1۷( و )16(، روابط )9تعریف دینامیک خطا در رابطه )

 کنند. برای سیستم چندعامل بیان مي

𝑍𝑖𝑗(𝑘 − 1) ≜ 𝑥𝑖(𝑘 − 1) − 𝑥𝑗(𝑘 − 1); 𝑖 ∈ 𝓝 (16) 

𝑍𝑖0(𝑘 − 1) ≜ 𝑥𝑖
ℓ(𝑘 − 1) − 𝑥𝑗(𝑘 − 1); 𝑖 ∈ 𝕷 (1۷) 

 

( آن   16رابطه  در  که  بوده  همسایه  عامل  دو  نسبي  فاصله  بیانگر   ،)

xi, xj ∈ ℝ    خواهند بود وwij
a ≠ ( خطای متناظر  16باشد. رابطه ) مي  0

( خطای متناظر با عامل پیشرو را  1۷با عوامل پیرو را بیان کرده و رابطه )

مي آن  تعیین  در  که  xdکند  ∈ ℝ   برای ورودی  مرجع  مسیر  بیانگر  و 

و   بوده  عامل  چند  ربات  𝕷سیستم  مجموعه  مساله بیانگر  پیشرو  های 

 باشد. مي

( بر اساس پیرو یا پیشرو 1۷( و )16)همانطور که بحث گردید، روابط  

عامل   ) iبودن  رابطه  در  هستند.  متفاوت  تعریف جایگشت18ام  با  های  ( 

( مستقل از پیرو یا پیشرو بودن عوامل، در رابطه  1۷( و )16لیبنیتز، روابط )

 ( بازنویسي گردیده است. 18)

𝑍𝓂𝑗(𝑘 − 1) ≜ 𝜀𝑖
𝑎𝜀𝑗

𝑎𝑍𝑖𝑗(𝑘 − 1)

+ 𝑠𝑔𝑛(𝑤𝑖
ℓ)𝑍𝑖0(𝑘 − 1);𝓂

∈ 𝓝 ∪ 𝕷 

(18) 

( رابطه  εi(،  18در 
aεj

a = {
1     for i ∉ 𝕷
0     for i ∈ 𝕷

عبارت     به  بود.  خواهد 

(  18ام پیرو باشند، جمله اول رابطه )jام و  iدیگر، در صورتي که عوامل  

ام، جمله اول صفر iباشد و در صورت پیشرو بودن عامل مخالف صفر مي

 و جمله دوم مخالف صفر خواهد بود.

به ماتریس تداخل سیستم چند عامل در رابطه ) (، رابطه  14با توجه 

عامل مجزا، یک بردار در فضای برداری    n( برای سیستم چند عامل با  18)

ℝn  ( با ضرب مستقیم، رابطه دینامیک خطا  19دهد. لذا رابطه )تشكیل مي

 را برای سیستم چند عامل تعمیم داده است.

𝒁(𝑘 − 1) = [(𝑮𝐷 − 𝑮𝐴 + 𝑮𝐿) ⊗ 𝑰𝑛×𝑛]𝑍𝑖𝑗(𝑘 − 1)

− [𝑮𝐿 ⊗ 𝑰𝑛×𝑛][𝑰𝑛×𝑛

⊗ 𝑥𝑑(𝑘 − 1)] 

(19) 
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فرم رابطه   به  برای سیستم چند عامل  بردار جمع کننده حالت  نهایتا 

های  گردد که یک بردار ستوني بوده به قسمي که درایهمي( تعریف  20)

متناظر با بردار حالت هریک از عوامل سیستم چند عامل، در بردار مذکور  

 قرار خواهند گرفت. 

𝐗(k)

= [f(𝐱1(k − 1)), f(𝐱2(k − 1)),… , f(𝐱n(k

− 1))]
T

+
23T

12
[
b ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ b

] [
u1(k − 1)

⋮
un(k − 1)

] 

(20) 

 باشند.( قابل رویت مي21حالت در رابطه )  بردار جمع کننده معادلات

𝐱i(k − 1) ≜ [xi(k − 1), ẋi(k − 1), xi(k

− 2), ẋi(k − 2), xi(k

− 3), ẋi(k − 3)]; i

= 1,… , n 

(21) 

  روش   اساس   بر  بهینه  کنترلی  الگوریتم  تدوین  -۳

-علامت  هسیان  با  هدف  توابع   برای  نیوتن  شبه

 نامعین

در مقدمه، کنترل کننده    کنندهبا توجه به توضیحات طراحي کنترل 

بهینه در بخش حاضر، بر اساس روش بهینه سازی شبه نیوتن جهت کنترل  

( طراحي گردیده است. در  1ناپذیر در رابطه )سیستم سوئیچ شونده خطي

پیاده  و  طراحي  نتایج  هدف،  تابع  دو  نظرگیری  در  با  راستا  سازی  این 

هدکنترل  به  توجه  با  شد.  خواهد  مذکوربررسي  مسئله  کننده  اولیه  ف 

دنبال بهینه که  آرایش سازی  حفظ  و  مرجع  مسیر  ميسازی  باشد،  یافتگي 

 گردد.( انتخاب مي22تابع هدف اولیه طبق رابطه ) 

𝐽[𝑿(𝑘)] ≜ ∑ 𝐿𝑖[𝑿(𝑖)]

𝑘−1

𝑖=1

; 𝑿(𝑘)

∈ ℝ𝑛×1; 𝐽[∙]: ℝ𝑛×1

⟼ ℝ 

(22) 

𝐗(i)(،  22در رابطه ) ∈ ℝn×1    وJ[∙]: ℝn×1 ⟼ ℝ    یک تابعک

بوده و    ℝn×1یک تبدیل خطي در فضای برداری    Liکلي تعریف شده و 

 دهد. فرم کلي یک تابع هدف بهینه سازی را تشكیل مي

در روش بهینه سازی شبه نیوتن با رویكرد جستجو خطي، مقدار بهینه  

 گردد.( تعیین مي23در هر تكرار بر اساس رابطه )

𝑿(𝑘) = 𝑿(𝑘 − 1) + 𝛼(𝑘 − 1)𝑷(𝑘 − 1) (23) 

α(k(، 23در رابطه ) − 1) ∈ ℝ   و𝐏(k − 1) ∈ ℝ𝑛×1    بوده و به

 باشند. ترتیب بیانگر طول گام بهینه سازی و جهت نزولي مي

بهینه سازی نیوتن، شرط    جهت دستیابي به نقطه بهینه طبق الگوریتم 

 ( تعریف گردیده است. 24نزولي بودن جهت حرکت، طبق رابطه ) 

𝑷𝑇(𝑘 − 1)𝜵𝐽[𝑿(𝑘 − 1)] < 0 (24) 

𝛁J[𝐗(k(،  24در رابطه )  − 1)] ∈ ℝn×1  باشد و  مي𝐏(k − بردار    (1

بر   بهینه  بود. جهت طراحي کنترل کننده  الگوریتم خواهد  نزولي  جهت 

اساس الگوریتم بهینه سازی نیوتن، تعیین طول گام بهینه و جهت نزولي  

مي اجتناب  غیرقابل  الگوریتم  بهینه  برای  الگوریتم  اساس  بر  لذا،  باشد. 

ه  ( تعریف شده ک25سازی نیوتن، شرط نزولي بودن جهت، طبق رابطه )

𝓑−1(kدر آن  − 1) ∈ ℝn×n .یک ماتریس متقارن نامنفرد خواهد بود 

𝑷(𝑘 − 1) ≜ −𝓑−1(𝑘 − 1)𝜵𝐽[𝑿(𝑘)] (25) 

ماتریس   مقدار  نیوتن،  سازی  بهینه  الگوریتم  در  کلي،  حالت  در 

𝓑−1(k − ، همواره برابر با مشتق دوم یا هسیان تابع هدف مساله بهینه  (1

باشد. با این حال، با توجه به امكان نامعین بودن ماتریس هسیان  سازی مي

مساله، روش بهینه سازی نیوتن در حالت هسیان نامعین و منفي نیمه معین،  

بود نامعین  از  متاثر  مساله  همگرایي  و  نداشته  را  فعالیت  ادامه  ن  امكان 

نمي بررسي  و  توجیه  قابل  هسیان،  تعریف  علامت  به  توجه  با  لذا،  باشد. 

ماتریس   انتخاب  نیوتن،  شبه  سازی  بهینه  𝓑−1(kالگوریتم  − به  (1  ،

𝛁2J[𝐗(kگیرد که در آن ( انجام مي26صورت رابطه ) − 1)] ∈ ℝn×n    و

𝐄(k − 1) ∈ ℝn×n  ماتریس  مي و  𝐄(kباشند  − مثبت   (1 ماتریس  یک 

 باشد. معین و ترجیحا قطری مي

  
𝓑(𝑘 − 1) ≜ 𝜵2𝐽[𝑿(𝑘 − 1)] + 𝑬(𝑘 − 1) (26) 

( نامعین  26رابطه  بردار  که  بوده  همدیس  نگاشت  یک   ،)

𝛁2J[𝐗(k − مي  [(1 معین  مثبت  بردار  یک  به  ماتریس  را  لذا  نگارد. 

𝓑(k − در هرتكرار، به صورت مثبت معین تعریف شده و همگرایي    (1

مي تضمین  نیوتن  شبه  سازی  بهینه  معین  الگوریتم  مثبت  ماتریس  گردد. 

𝐄(k − (  2۷، به روش تجزیه مقادیر منفرد، انتخاب گردیده و در رابطه )(1

 باشد. قابل رویت مي

𝜵2𝐽[𝑿(𝑘 − 1)] = 𝑼𝜮𝑽∗; 𝑼 ∈ ℝ𝑛×𝑚; 𝜮

∈ ℝ𝑚×𝑚; 𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑚 (2۷) 

بیانگر اپراتور هرمیشن ماتریس خواهد بود به    ∗(، نماد  2۷در رابطه )

mقسمي که   = rank𝛁2J[𝐗(k − 1)] . 

(، و تعیین جهت الگوریتم بهینه  2۷( و )26با توجه به تعریف رابطه )

( رابطه  طبق  الگوریتم25سازی  جهت  بودن  نزولي  طبق    (،  سازی،  بهینه 

باشد. با توجه به تعریف  علامت منفي در هسیان تابع هدف قابل مشاهده مي

طول گام طبق شرایط ولف، نهایتا همگرایي الگوریتم بهینه سازی به نقطه  

 [. 5کمینه، برقرار خواهد بود، ] 

𝚺در حالت کلي ماتریس  ∈ ℝm×m شامل مقادیر ویژه یا مقادیر منفرد ،

𝛁2J[𝐗(kماتریس  −  باشد. ( قابل رویت مي28بوده که در رابطه ) [(1

𝜮 = [
𝜎1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑚

] (28) 

فرض     :1فرض   𝐔با  = 𝐕∗  و𝚺 = [
λ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ λn

  λiکه در آن،    [

i  متقارن ماتریس  ویژه  مقدار  𝛁2J[𝐗(kامین  − با  مي  [(1 آنگاه  باشد، 

 استفاده از تعریف مقادیر ویژه و بردار ویژه داریم:
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𝜵2𝐽[𝑿(𝑘 − 1)] = 𝑸𝜮𝑸𝑇 = ∑𝜆𝑖𝒒𝑖𝒒𝑖
𝑇

𝑛

𝑖=1

 (29) 

|δ|با شرط    δبا تعریف پارامتر اسكالر   < ، که در هر مرحله بهینه سازی  1

مي انتخاب  مناسب  صورت  )ميبه  درنظر  گردد  ثابت  عدد  یک  تواند  

سازی تنظیم شود(،  گرفته شود و یا اینكه با منطق مناسبي در هر گام بهینه

𝓑(kهای ماتریس مقدار هریک از دیمانسون − (  30بر اساس رابطه )  (1

 گردد. تعیین مي

𝓑(𝑘 − 1) = ∑𝜆𝑖𝒒𝑖𝒒𝑖
𝑇

𝑛

𝑖=1

+ 𝑬(𝑘 − 1) (30) 

𝐄(kبا توجه به تعاریف ذکر شده برای ماتریس   − ( یک  31، رابطه )(1

 نماید. رابطه صریح، برای ماتریس مذکور ارائه مي

𝑬(𝑘 − 1) = {
𝛿𝒒𝑗𝒒𝑗

𝑇      𝑠𝑔𝑛(𝜆𝑗) ≤ 0

0               𝑠𝑔𝑛(𝜆𝑗) > 0
 (31) 

( از رابطه  استفاده  با  و جایگذاری در رابطه )31نهایتا  (، رابطه کلي  30( 

نزولي الگوریتم بهینه سازی شبه نیوتن طبق رابطه )  (  به  32تعیین جهت 

 آید.دست مي

𝓑(𝑘 − 1) = ∑𝜆𝑖𝒒𝑖𝒒𝑖
𝑇

𝑛

𝑖=1

+ 𝛿𝒒𝑗𝒒𝑗
𝑇 (32) 

بهینه  (، نهایتا جهت نزولي الگوریتم  25( در رابطه )32با جایگذاری رابطه ) 

 ( تعریف خواهد شد. 33سازی طبق رابطه )

𝑷(𝑘 − 1) = −∑
1

𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

𝒒𝑖 (𝒒𝑖
𝑇𝜵𝐽[𝑿(𝑘 − 1)])

−
1

𝛿
𝒒𝑗 (𝒒𝑗

𝑇𝜵𝐽[𝑿(𝑘

− 1)]) 

(33) 

(، طول  33( و )32با تعیین جهت نزولي الگوریتم بهینه سازی طبق روابط )

α(kگام بهینه سازی   − باید معین گردد. لذا با توجه به شرایط ولف    (1

شود. طول گام انتخاب شده  [، طول گام بهینه سازی انتخاب مي5قوی ]

برای الگوریتم بهینه سازی بر اساس جستجو خطي، در هر تكرار باید در  

 ( صدق کند. 35( و )34روابط )

𝐽[𝑿(𝑘)] = 𝐽[𝑿(𝑘 − 1) + 𝛼(𝑘 − 1)𝑷(𝑘 − 1)]

≤ 𝐽[𝑿(𝑘 − 1)

+ 𝐶1𝛼(𝑘

− 1)𝜵𝐽𝑇[𝑿(𝑘 − 1)]𝑷(𝑘

− 1)] 

(34) 

𝜵𝐽𝑇[𝑿(𝑘 − 1) + 𝛼(𝑘 − 1)𝑷(𝑘 − 1)]𝑷(𝑘

− 1)

≥ 𝐶2𝜵
𝑇𝐽[𝑿(𝑘)]𝑷(𝑘 − 1) 

(35) 

0(، 35( و )34که در روابط ) ≤ C1 < C2 < باشد. به عنوان  مي  1

جمع طراحي  یک  جهت  نیوتن  شبه  سازی  بهینه  الگوریتم  کلي،  بندی 

 
1 Super linear 

)کنترل  رابطه  در  هدف  تابع  کمینه  مقدار  یافتن  برای  بهینه،  (،  22کننده 

(  33( و )32طراحي شده و با انتخاب جهت نزولي الگوریتم، طبق روابط )

( روابط  در  گام  طول  انتخاب  ) 34و  و  مذ35(  الگوریتم  قابلیت  (،  کور 

حداقل سازی تابع هدف با هسیان نامعین را خواهد داشت. با توجه به این  

که، روش بهینه سازی نیوتن در رابطه با سرعت همگرایي به نقطه بهینه،  

سرعتي به فرم درجه دوم دارد، همگرایي روش شبه نیوتن در ادامه بررسي  

 [. 5خواهد شد، ] 

 𝒟کلي روی مجموعه باز  در حالت    J[𝐗(k)]اگر تابع هدف    -۳قضیه  

نقطه شروع الگوریتم شبه نیوتن    𝐗(0)دوبار مشتق پذیر و پیوسته بوده و  

گونه که  به  گردد  انتخاب  Υای  = {𝐗(k) ∈ 𝒟 ∶ J[𝐗(k)]  ≤

J[𝐗(0)] }    یک مجموعه فشرده باشد، آنگاه اگر معیار تجزیه تعمیم یافته

 به فرم کلي رابطه  

𝛁2J[𝐗(k − 1)] = 𝐔𝚺𝐕∗; 𝐔 ∈ ℝn×m; 𝚺 ∈ ℝm×m; 𝐕 ∈

ℝn×m    ارضا گردد، گرادیانJ[𝐗(k)]     و نقطه کمینه صفر شده  برای 

 [: 5آید، ]( به دست مي36نتیجه رابطه )

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝜵𝐽[𝑿(𝑘)] = 0 (36) 

 [ مراجعه شود. 6اثبات: به مرجع ]

:[∙]J از فضای برداری    J[𝐗(k)]تابع هدف    -4قضیه   ℝn×1 ⟼ ℝ به

صورت دو بار پیوسته مشتق پذیر فرض شده، در این صورت اگر جهت  

𝐏(k − α(kجهت کاهشي و   (1 − αبا فرض   (1 > محدود بوده و    0

𝛁J[𝐗∗(k)]در شرایط ولف قوی صدق کند، در صورتي که شرط   =

برقرار باشد و ماتریس هسیان پس از تجزیه طبق الگوریتم مثبت معین    0

 کند. ( صدق مي3۷ابطه )به دست آید، آنگاه جهت نزولي در ر

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

||𝜵𝐽[𝑿(𝑘)] + 𝜵2𝐽[𝑿(𝑘)]𝑷(𝑘)||

‖𝑷(𝑘)‖
= 0 (3۷) 

 آنگاه: 

αطول گام    الف: = 𝐾برای کلیه مقادیر    1 > 𝐾0    امكان پذیر بوده 

فرض    ب: αبا  = صورت    1 به  نیوتن  شبه  الگوریتم  همگرایي 

 باشد. زبرخطي مي

)  𝐏(k)اگر    اثبات: رابطه  فرم  به  نیوتن  الگوریتم شبه  انتخاب  33طبق   )

گردد، الگوریتم بهینه سازی، همواره در جهت نزولي پیش خواهد رفت  

 ( قضیه  صورت  در  مثبت  گام  طول  نظرگیری  در  با  همگرایي  4و   ،)

در   kالگوریتم  → مي  ∞ )تضمین  رابطه  نتیجتا  و  برقرار  38گردد   )

 باشد. مي

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

||𝓑(𝑘) − 𝜵2𝐽[𝑿(𝑘)]𝑷(𝑘)||

‖𝑷(𝑘)‖
= 0 (38) 

سازی شبه    برای الگوریتم بهینه  1[ همگرایي زبرخطي 5لذا با توجه به ]

برقرار خواهد    𝛁2J[𝐗∗(k)]به    𝓑(k)نیوتن، حتي بدون همگرایي دقیق  

 بود. چرا که با توجه به 
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 [∇J[𝐗(k)] − ∇J[𝐗(k − 1)]]
T
𝐏(k) ≤ (c2 −

1)∇T
J[𝐗(k − 1)]𝐏(k −  رابطه  αبرای مقدار   (1

 [∇J[𝐗(k)] − ∇J[𝐗(k − 1)]]
T
𝐏(k) ≤ α(k −

1)‖𝐏(k − ( شرط لازم و کافي برای  38باشد و رابطه )برقرار مي  ‖(1

 گردد.سرعت همگرایي زبرخطي برای الگوریتم شبه نیوتن محسوب مي

(،  1نهایتا، معماری کنترلي حاکم بر مساله در مقاله حاضر در شكل )

 باشد. به صورت دیاگرام بلوکي قابل رویت مي

 
 سیستم کنترلي  دیاگرام بلوکي - 1شكل 

 کنترل   سیستم عددی سازی شبیه -4

شود مواردی که پیشتر بحث شده با توجه به  در این قسمت تلاش مي

( بررسي گردد. ابتدا سیستم  1سیستم دینامیكي نمایش داده شده در رابطه )

)  دینامیكي رابطه  فرم  )39به  رابطه  بازنویسي  که  تعریف  1(  است،   )

پارامترمي فهرست  همچنین،  در  گردد.  آن،  مقادیر  و  سازی  شبیه  های 

 ( ارائه شده است. 1جدول )

 های شبیه سازی پارامتر - (1جدول )

 پارامتر شبیه سازی  مقدار

1 [N
sec2

m2 ] μ 
4 [N

sec

m
] c 

2 [kg] m 
9.806 [

m

sec2] g 
0.01,0.001 [sec]  T 

[
0 1 2
1 0 3
2 3 0

] 𝐆A 

[
3 0 0
0 4 0
0 0 5

] 𝐆D 

[
1 0 0
0 0 0
0 0 0

] 𝐆L 

1.10 ξ(i) 
−1.10 ζ(i) 
0.99 δ 

1 [Hz] 
فرکانس مسیر  

 مطلوب 

5 [m]  دامنه مسیر مطلوب 

[0,4,6][𝑚]  شرایط اولیه عوامل 

 

𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑥̇, 𝑠𝑔𝑛(𝑥̇)) + 𝑏𝑢 (39) 

 

( بیان شده که در  40حاکم بر مساله به فرم رابطه )  معادله دیفرانسیل

آن، کنترل سیستم جرم و فنر و دمپر با استفاده از دمپر غیرخطي با سیگنال  

های سیستم، جهت دنبال  سوئیچ تعریف شده و با توجه به مقادیر پارامتر

 گیرد. سازی مسیر مرجع، مدنظر قرار مي

 

𝑥̈𝑖 = −
𝜇

𝑚
𝑥̇𝑖|𝑥̇𝑖| −

𝑐

𝑚
𝑥̇𝑖 − 𝑔 +

1

𝑚
𝑢𝑖; 𝑖

= 1,2,3 
(40) 

−با توجه به جمله  
μ

m
ẋi|ẋi|   ( وجود  40در رابطه ،)sgn(ẋ) باعث ،

به وجود آمدن یک سیگنال گسسته در سیستم پیوسته گردیده است. لذا،  

سیستم،   نامعین  سوئیچ  در    باشد. مي  sgn(ẋ)سیگنال  دیفرانسیل  معادله 

( متغیر40رابطه  تعریف  با  بازنویسي شده    های(  فرم روابط زیر  به  حالت 

 است.

 

𝑥𝑖,1 ≜ 𝑥𝑖; 𝑥𝑖,2 ≜ 𝑥̇𝑖 (41) 

𝑥̇𝑖,1 = 𝑥𝑖,2 (42) 

𝑥̇𝑖,2 = −
𝜇

𝑚
𝑥𝑖,2|𝑥𝑖,2| −

𝑐

𝑚
𝑥𝑖,2 − 𝑔 +

1

𝑚
𝑢𝑖 (43) 

 

- سازی آدامز  با توجه به توضیحات پیشین، به کمک روش گسسته

( به صورت  43( و )42معرفي شده در روابط )  بشفورث، سیستم دینامیكي

 گردد.( بازنویسي مي45( و )44گسسته در روابط )

 

𝑥𝑖,1(𝑘) = 𝑥𝑖,1(𝑘 − 1) +
23𝑇

12
𝑥𝑖,2(𝑘 − 1)

−
4𝑇

3
𝑥𝑖,2(𝑘 − 2)

+
5𝑇

12
𝑥𝑖,2(𝑘 − 3) 

(44) 

𝑥𝑖,2(𝑘) = 𝑥𝑖,2(𝑘 − 1)

+
23𝑇

12
[−

𝜇

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘

− 1)|𝑥𝑖,2(𝑘 − 1)|

−
𝑐

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘 − 1) − 𝑔

+
1

𝑚
𝑢𝑖(𝑘 − 1)]

−
4𝑇

3
[−

𝜇

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘

− 2)|𝑥𝑖,2(𝑘 − 2)|

−
𝑐

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘 − 2) − 𝑔

+
1

𝑚
𝑢𝑖(𝑘 − 2)]

+
5𝑇

12
[−

𝜇

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘

− 3)|𝑥𝑖,2(𝑘 − 3)|

−
𝑐

𝑚
𝑥𝑖,2(𝑘 − 3) − 𝑔

+
1

𝑚
𝑢𝑖(𝑘 − 3)] 

(45) 
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، بیانگر شماره عامل مورد iهمانگونه که مشخص است، زیراندیس  

شكل کلي آرایش یافتگي به صورت  باشد.  نظر در سیستم چندعاملي مي

 ( قابل مشاهده است. 2شكل )

 
 آرایش یافتگي سیستم چند عامل  -2شكل

 

لذا برای مشخص شدن نحوه ارتباط و تداخل عوامل در سیستم چند  

برای سیستم  ( مجددا  13( و )12(، )11عامل، تعاریف مربوط به روابط )

 مورد بحث، تعریف گردیده است. 

پیرو فرم  به  عامل  چند  پیشرو  -سیستم  یک  دارای  و  بوده  پیشرو 

عامل  مي iباشد.  = آرایش  1 شبكه  پیشرو  و  گردیده  تعریف  یافتگي 

 گرافي به فرم متصل، بدون جهت و ساده فرض شده است. 

 گردد.ارائه مي 1(، طبق جدول  46نهایتا ماتریس تداخل به فرم رابطه )

𝑮 = [
4 −1 −2

−1 4 −3
−2 −3 5

] (46) 

بهینه، تابع هدف مساله به صورت رابطه    کننده در راستای طراحي کنترل 

(، تابع تبدیل با ماتریس هسیان  4۷شود. در رابطه )( در نظر گرفته مي4۷)

علامت نامعین فرض شده است. علاوه بر آن وجود جملات تناوبي باعث  

 شود.کاهش اندازه خطا در هر تكرار به فرم هارمونیک مي

𝐽[𝑿(𝑘)]

= ∑ {𝐿𝑖
2[𝑿(𝑖)] + 𝜉(𝑖) [𝑠𝑖𝑛2[𝜁(𝑖)𝐿𝑖(𝑿(𝑖)]]}

𝑘−1

𝑖=1

 
(4۷) 

(، 3مقادیر متغیر و اسكالر بوده و در شكل )   𝜁(i)و    ξ(i)که در آن  

های مذکور نمایش داده شده  فرم کلي تغییرات تابع هدف بر اساس پارامتر

 است.

 
تابع هدف نوساني دارای اکسترمم های محلي چندگانه به ازاء    -3شكل

 پارامترهای مختلف 

 

( رابطه  در  شده  تعریف  هدف  خطای  4۷تابع  میزان  نهایتا   ،)

یافتگي را حداقل خواهد نمود. با این حال،  ی شده در آرایشگیراندازه 

گردد. همانگونه  وجود ترم هارمونیک باعث غیریكنوا بودن تابع هدف مي

( شكل  در  مي3که  مشاهده  متغیر  (  مقادیر  به  توجه  با  هدف  تابع  شود، 

(، دارای حداقل ها و  4۷فرکانس در آرگومان تابع هارمونیک در رابطه )

متغیر  های  حداکثر هدف،  تابع  مشتقات  علامت  و  بوده  متغیر  محلي 

 باشند. مي

جهت یافتن نقطه بهینه، ابتدا مشتقات اول و دوم تابع هدف مذکور  

 گردد.محاسبه مي

𝜵𝐽[𝑿(𝑘)]

= 2𝐿𝑖 (𝑿(𝑘))

+ 2𝜉(𝑖) 𝜁(𝑖)𝑠𝑖𝑛 (𝜁(𝑖)𝐿𝑖(𝑿(𝑘)))𝑐𝑜𝑠 (𝜁(𝑖)𝐿𝑖(𝑿(𝑘))) 

(48) 

𝜵𝟐𝐽[𝑿(𝑘)]

= 2 + 2𝜉(𝑖) 𝜁2(𝑖). 𝑐𝑜𝑠2 (𝜁(𝑖)𝐿𝑖 (𝑿(𝑘)))

− 2𝜉(𝑖) 𝜁2(𝑖)𝑠𝑖𝑛2 (𝜁(𝑖)𝐿𝑖(𝑿(𝑘))) 

(49) 

( تعریف  50های ماتریس هسیان آرایش یافتگي به فرم رابطه )نهایتا درایه 

 گردد. مي

𝛻2𝐽𝑖
𝑗
[𝑥𝑖

𝑗
]

= 2(1 + 𝜉(𝑖) 𝜁2(𝑖)𝑐𝑜𝑠 (2𝜁(𝑖)𝐿𝑖(𝑥𝑖
𝑗
))) 

(50) 

xi(،  50در رابطه )
j   همسایه بوده و به فرم  بیانگر مكان نسبي دو عامل

 هموردا خواهد بود. -یک تانسور مختلط مرتبه دوم پادوردا

های تانسور به فرم رابطه  با تعریف حد تک متغیره برای هریک از درایه

( مشخص گردیده  51های ماتریس هسیان در رابطه )(، علامت درایه50)

 است.

𝑙𝑖𝑚
𝐿𝑖(𝑥𝑖

𝑗
)→0

𝛻2𝐽𝑖
𝑗
[𝑥𝑖

𝑗
] = 2 + 2𝜉(𝑖) 𝜁2(𝑖) (51) 

ξ(، با فرض  51در رابطه )  > ζو    1 < ( برقرار خواهد  52رابطه )    1−

 بود. 

𝑙𝑖𝑚
𝐿𝑖(𝑥𝑖

𝑗
)→0

𝛻2𝐽𝑖
𝑗
[𝑥𝑖

𝑗
] ≤ 0 (52) 

( رابطه  )53نهایتا،  و  گرفته  54(  نظر  در  الگوریتم  نزولي  جهت  برای   )

 شوند. مي

𝐵𝑖𝑗(𝑘 − 1) = ∑ 𝜆𝑖𝑞𝑖𝑞
𝑖 + 𝐸𝑖𝑗(𝑘 − 1)

𝑘−1

𝑖=1

 (53) 

𝑃𝑖(𝑘 − 1) = ∑
1

𝜆𝑗
𝑞𝑖𝑞

𝑖𝛻𝐽𝑖
𝑗
−

1

𝛿
𝑞𝑗𝑞

𝑗𝛻𝐽𝑖
𝑗

𝑘−1

𝑖=1

 (54) 

برای    سازیدر بخش حاضر، با توجه به نوع تابع هدف مساله، شبیه

سیستم تک عامل و سیستم چند عامل انجام گردیده است. با توجه به نتایج  
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حاصل از الگوریتم بهینه سازی، در هر تكرار مسیر بهینه یافته شده و رفتار  

 شود. سیستم مدار بسته بررسي مي

(، سیستم تک عامل قابل رویت بوده و مسیر مرجع ورودی  4در شكل )

ارمونیک در نظر گرفته شده و با زمان نمونه  برای سیستم مذکور به فرم ه

در شكل    0.01الف و با زمان نمونه برداری  -4در شكل    0.001برداری  

 شود. ب ارائه مي-4

 

 
 الف(

 
 ب(

دنبال سازی مسیر مرجع سیستم تک عامل. الف( زمان نمونه   -4شكل

 0/ 01ب( زمان نمونه برداری   0/ 001برداری 

 

ن بودن دینامیک عوامل تشكیل دهنده آرایش  در ادامه، با توجه به یكسا

یافتگي، ورودی کنترلي برای هر یک از عوامل یكسان خواهد بود. لذا،  

 (، نمودار ورودی کنترلي، نمایش داده شده است. 5در شكل )

 
 نمودار ورودی کنترلي -5شكل

 

x(، نشانگر مسیر عامل پیشرو در صفحه  6شكل )  − ẋ    بوده و با توجه به

(، کاملا ارضا  4۷گردد که تابع هدف به فرم رابطه ) ( مشاهده مي6شكل )

(، این مورد  6های نوساني و هارمونیک در شكل )شده و وجود حرکت

 را تایید مي نماید. 

 

 
xمسیر سیستم تک عامل در صفحه  -6شكل − ẋ 

 

(، ۷یزان فراجهش و زمان نشست سیستم تک عامل، شكل ) جهت بررسي م

دنبال سازی مسیرمرجع ورودی به فرم پالس مستطیلي را نمایش داده و  

 شود.ب( ارائه مي-۷ورودی کنترلي متناظر در شكل ) 

 
 الف( ورودی کنترلي 

 
 ب( دنبال سازی پالس مستطیلي 

مستطیلي با  الف( ورودی کنترلي ب(دنبال سازی پالس  -۷شكل

 تابع هدف کمینه ساز خطا 

 

(، تابع هدف مساله به صورت یک تابع هدف کمینه ساز  ۷در شكل )

دینامیک خطا مطرح گردیده است. مجددا با فرض یكسان بودن دینامیک  
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( را برای هریک ۷عوامل در سیستم چند عامل، میتوان نتیجه نمودار شكل )

زمان   میزان  داد.  تعمیم  مساله  عوامل  برای  از  برخواستن  زمان  و  نشست 

کنترل کننده کاملا بر اساس تنظیم ضرایب کنترل کننده خواهد بود لذا  

توان به فرم یک کنترل کننده تناسبي  رفتار سیستم در نمودار فوق را مي

بدون مشتقگیر تخمین زد. در نتیجه با افزایش ضریب کنترل کننده میزان 

 د خواهد بود.همگرایي و دنبال سازی مسیر قابل بهبو 

( فرم رابطه  به  تابع هدف  با درنظر گرفتن  ادامه  پالس مستطیلي  4۷در   ،)

 باشد. ( قابل رویت مي8مجددا جهت بررسي نتیجه دنبال سازی، در شكل ) 

 

 
 دنبال سازی پالس مستطیلي با تابع هدف نامعین  -8شكل

 

همانگونه که بحث شد، ماتریس هسیان مربوط به تابع هدف رابطه  

شود. با توجه به این که  ، به صورت نامعین از نظر علامت تعریف مي(4۷)

روش بهینه سازی شبه نیوتن، همچنان نیاز به تعیین مقدار هسیان تابع هدف  

 ( شكل  در  بررسي  9داشته،  هسیان،  ماتریس  اندازه  مقدار  تغییرات   ،)

 گردیده است. 

 

 
 تغییرات اندازه ماتریس هسیان در طول مدت بهینه سازی   -9شكل

 

( قابل رویت است، مقدار اندازه ماتریس  9همانگونه که در شكل )

کند. این برد، برای تابعک نرم، به ازای  تغییر مي  -2تا  6هسیان بین اعداد 

( مشخص شده و مستقل از  9های نمونه برداری مختلف در شكل )زمان

توان نتیجه گرفت، تابع هدف در  برداری بوده است. لذا ميزمان نمونه  

(، به صورت نامعین خواهد بود همچنین این مساله قابل بررسي  4۷رابطه )

ثانیه، به ازای هر دو تكراری که مقدار    0.1است که در زمان نمونه برداری  

با   هسیان  ماتریس  متوالي  تكرار  سه  بوده،  مثبت  هسیان  ماتریس  اندازه 

نمونه  علامت   مقادیر  بقیه  ازای  به  روند،  این  است.  گردیده  ظاهر  منفي 

 باشد. برداری نیز قابل رویت مي

حداقل   نهایي،  هدف  نیوتن،  شبه  سازی  بهینه  روش  انتخاب  به  توجه  با 

ساختن تابع هدف مساله بدون وابستگي به مثبت معین بودن هسیان، بوده  

  x∗(k)هدف به ازای مقدار است. در این راستا، در هر تكرار، مقدار تابع  

مي هدف  تابع  بهینه  مقدار  )که  شكل  در  و  گردیده  محاسبه  (  10باشد 

 شود.مشاهده مي

 

 
 مقدار تابع هزینه در هر تكرار  -10شكل

 

بر اساس مقایسه   در الگوریتم بهینه سازی شبه نیوتن، معیار توقف الگوریتم 

با مقدار مرجع قرار داده شده است. با توجه به این که مقدار مرجع برای  

εstopتوقف الگوریتم به صورت   = قرار داده شده، کلیه مقادیر   0.01

( مقادیر بهینه قابل قبول بوده اند. در صورت  10مشخص شده در شكل )

ا تكرار  به  سازی  بهینه  الگوریتم  مرجع،  مقدار  حصول  تا  عدم  داده  دامه 

ها، از اهمیت بالایي از نظر هزینه  مقدار مرجع ارضا گردد. لذا تعداد تكرار

(،  11محاسباتي و زماني الگوریتم برخوردار خواهد بود. نتیجتا در شكل )

ها  های الگوریتم بهینه سازی قابل رویت بوده و تعداد تكرارتعداد تكرار

 باشد. دوم الگوریتم مي(، نشانگر سرعت همگرایي درجه 11در شكل )

 

 
 های الگوریتم تعداد تكرار -11شكل

 

الگوریتم بهینه سازی، پس از طي کردن تعداد محدود تكرار که در شكل  

سازد. پس از شود، نهایتا مقدار تابع هزینه را حداقل مي(، مشاهده مي11)

مداربسته،  سیستم  حل  زماني  گام  هر  در  مساله  تابع هدف  شدن  حداقل 

گردد، جهت دنبال سازی به  تعریف مي  x∗(k)بهینه که به صورت  مقدار 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time [sec]

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

P
o

si
ti

o
n

 o
f 

A
g
e
n

t 
[m

]

Agent #1

Reference Trajectory

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

0.5

1

1.5

C
o

st
 V

a
lu

e

10
-3  A.[Sample time : 0.001 sec]

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

0.5

1

1.5

C
o

st
 V

a
lu

e

10
-3 B.[Sample time : 0.01sec]

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

2

4

6

8

C
o

st
 V

a
lu

e

10
-4 C.[Sample time : 0.1 sec]

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

2

4

6

8

C
o

st
 V

a
lu

e

10
-14 D.[Sample time : 1.00 sec]

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

N
u

m
b

er
 o

f 
It

er
a
ti

o
n

A.[Undefinite Hessian Cost]

0 2 4 6 8 10

Time [sec]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

N
u

m
b

er
 o

f 
It

er
a
ti

o
n

B.[Tracking Error Minimization Cost]

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
16

.3
.1

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

14
01

.1
6.

3.
2.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
1-

08
 ]

 

                            11 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/joc.16.3.11
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1401.16.3.2.8
https://joc.kntu.ac.ir/article-1-909-fa.html


22 

 

  نینامع - علامت انیتوابع هدف با هس ی برا وتنیبر اساس روش شبه ن نهیکنترل به ي: طراح يگسسته زمان چند عامل  ریناپذ  ي خط د یبریه یهاستم یس

 نژاد  یينجابت، محمدرضا هما عرفان 

 

Journal of Control, Vol. 16, No. 3, Fall 2022  1401پاییز ، 3، شماره 16مجله کنترل، جلد 

 

 

مي وارد  دینامیكي  بهینه  سیستم  مقادیر  که  صورتي  در  با    x∗(k)شود. 

توان  ای مسیر مرجع ورودی برای هر عامل یكسان باشد، ميمقادیر لحظه

نتیجه گرفت که اولا الگوریتم شبه نیوتن، عملیات بهینه سازی را فارغ از  

بودن علامت ماتریس هسیان، موفقیت آمیز به انجام رسانیده و ثانیا،    نامعین

دنبال سازی مسیر مرجع برای عوامل با ورودی کنترلي محدود امكان پذیر  

در شكل )مي الگوریتم  بهینه سازی  نتیجه  لذا  داده شده  12باشد.  نشان   )

 است.

 

 
 مقدار بهینه  -12شكل

 

( سیستم چند عامل و نتیجه دنبال سازی مسیر  13پس از آن، در شكل )

 باشد. مرجع قابل رویت مي

 
 دنبال سازی مسیر مرجع سیستم چند عامل  -13شكل 

 

(، مسیر سیستم چند عامل با شرایط اولیه متفاوت برای  14نهایتا در شكل )

xی  هر یک از عوامل، در صفحه − ẋ    نمایش داده شده و همچنان کاهش

سیستم   برای  هارمونیک،  فرم  به  هدف  تابع  به  مربوط  خطا،  نوساني 

 باشد. چندعامل نیز قابل رویت مي

 
xمسیر سیستم چند عامل در صفحه   -14شكل − ẋ 

 

بهینه    هایدر پایان جهت مقایسه روش کنترلي معرفي شده با روش

(، مقایسه بین کنترل کننده حاضر و کنترل  15سازی متداول، در شكل ) 

صورت    Yalmip   مدل پیشبین که بهینه سازی آن بر اساس جعبه ابزار

 [، انجام پذیرفته است. 22گرفته ] 

 

 
بهینه سازی برای   مقایسه حضور و عدم حضور الگوریتم -15شكل

 تابع هدف با هسیان نامعین 

 

با توجه به شكل فوق، در نقاطي که علامت هسیان تابع هدف تغییر  

نموده است، واگرایي و افزایش میزان خطا نسبت به مسیر مرجع ورودی  

باشد. در نتیجه، الگوریتم ارایه شده در مقاله در مسائل با  قابل رویت مي

های کلاسیک  ، از برتری کامل نسبت به روش(3تابع هدف به فرم شكل ) 

 باشد. بهینه سازی برخوردار مي

 

 گیری  نتیجه -8

در این مقاله، یک سیستم دینامیكي غیرخطي و خطي ناپذیر در نظر  

از روش گسسته سازی آدامز استفاده  با  با گام    -گرفته شده و  بشفورث 

میكي مذکور  زماني کوتاه مورد حل قرار گرفت. پس از آن، سیستم دینا

ماتریس   و  یافت  ارتقا  عامل  چند  سیستم  به  گراف  نظریه  اساس  بر 

ارائه  یافتگي سیستم چند عامل در روابط بخش شبیهآرایش  نتایج  سازی 

مرجع  مسیر  سازی  دنبال  عامل  چند  سیستم  برای  نهایي  هدف  گردید. 

ورودی و حفظ آرایش یافتگي سیستم تعریف شده و جهت دستیابي به  

کنترل کننده بهینه برای سیستم به فرم غیرمتمرکز طراحي شد. با  این مهم،  

توجه به این نكته که تابع هدف طراحي شده در مقاله حاضر، به صورت  

متغیر،   ضرایب  با  هارمونیک  جملات  وجود  علت  به  و  بوده  غیرخطي 

مي  تغییر  منفي  و  صفر  تا  مثبت  مقادیر  از  هسیان  ماتریس  کند،  علامت 

سازی نیوتن امكان همگرایي نداشته لذا الگوریتم مذکور  بهینه    الگوریتم

به الگوریتم بهینه سازی شبه نیوتن تعمیم یافته که بر اساس روش تعمیم  

و   ساخته  ممكن  مداربسته  سیستم  برای  را  امكان همگرایي  ویژه،  مقادیر 

همچنین سرعت همگرایي زبر خطي و درجه دوم نیز در الگوریتم حاضر  

کنترل کننده بهینه که هسته اصلي بهینه سازی آن در  حفظ گردیده است.  

مقاله حاضر بر اساس روش بهینه سازی نیوتن و شبه نیوتن انتخاب گردیده  

کنترل   فرایند  کلي،  هدف  تابع  یک  سازی  حداقل  اساس  بر  است، 

ميآرایش  انجام  به  را  بهینه  یافتگي  روش  از  استفاده  اصلي  دلیل  رساند. 

ه سرعت  نیوتن،  شبه  در  سازی  مذکور،  الگوریتم  دوم  درجه  مگرایي 

حالتي که هسیان تابع هدف به صورت غیرقابل پیشبیني تغییر علامت دارد،  
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بوده است. با این حال با توجه به عدم همگرایي الگوریتم نیوتن، در حالت  

باشد، الگوریتم  خاصي که تابع هدف مساله دارای مشتقات دوم نامعین مي

عریف و کنترل کننده بهینه بر اساس روش مذکور  بهینه سازی شبه نیوتن ت

طراحي گردید. با توجه به نتایج شبیه سازی، نرم ماتریس هسیان مربوط به  

تابع هدف سیستم چند عامل، از مقادیر مثبت تا مقادیر صفر و منفي  تغییر  

داشته به همین علت، الگوریتم شبه نیوتن مستقل از علامت ماتریس هسیان  

های بهینه سازی بر پایه جستجو خطي، دنبال  بر اساس روشدر هر تكرار  

 سازی مسیر مرجع و حفظ آرایش یافتگي سیستم را تضمین کرده است. 
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اپراتور و  متغیر  نماد،  جدول  الف:  استفاده  ضمیمه  های 

 شده در این مقاله

 های مساله مترپارا -(1- جدول )الف

 توضیح
نماد 

 پارامتر/متغیر/اپراتور 

 x متغیر مكان سیستم 
,f(x دینامیک سیستم ẋ) 

 b بهره ورودی کنترلي 
 u ورودی کنترلي 

 T زمان گسسته سازی
 k زمان گسسته
e(k خطای تعقیب  − 1) 
xd(k مسیر مطلوب  − 1) 

 𝓝,n مجموعه عاملها، تعداد عاملها 
شماره عامل، مجموعه یالهای شبكه  

 گراف
i, ε 

 𝐆A ماتریس )تانسور( همسایگي 
wij درایه های ماتریس همسایگي

a  

 𝐆D ماتریس )تانسور( درجه
 𝐆L ماتریس )تانسور( پیشرو

wi درایه های قطری ماتریس پیشرو 
L 

 𝐆 ماتریس )تانسور( تداخل 
 𝓛 ماتریس )تانسور( لاپلاسین گراف

 Γ ماتریس لاپلاسین کلي شبكه 
 𝐾 مقدار ویژه ماتریس لاپلاسین 

Zij(k ام -jام و -iفاصله عامل  − 1) 

ام ومسیر مرجع -iفاصله عامل 

 ورودی
Zi0(k − 1) 

xi ام از عامل پیشرو -iفاصله عامل 
ℓ(k − 1) 

 𝕷 مجموعه رباتهای پیشرو 
Z𝓂j(k ام -jفاصله عوامل همسایه عامل  − 1) 

εi کرونكر ماتریس دلتای 
aεj

a 

 ⊗ اپراتور ضرب مستقیم داخلي 
 𝐈n×n ماتریس هماني 

بردار فاصله عوامل سیستم چند  

 عامل
𝐙(k − 1) 

𝐱i(k ام -iبردار حالت عامل  − 1) 
ui(k ام -iورودی کنترلي عامل  − 1) 
 𝐗(k) بردار جامع حالت

 J[𝐗(k)] تابع هدف 

 Li[𝐗(i)] فانكشنال تابع هدف 
α(k طول گام بهینه سازی  − 1) 

𝐏(k بردار جهت بهینه سازی  − 1) 

 𝛁 اپراتور گرادیان
𝓑(k ماتریس دلخواه متقارن نامنفرد − 1) 

 𝛁2 اپراتور گرادیان مجذور 
 ماتریس تصحیح کننده مقادیر 

 ویژه ماتریس هسیان  
𝐄(k − 1) 

 تجزیه مقادیر منفرد ماتریس 

 مجذور گرادیان تابع هدف 
𝐔𝚺𝐕∗ 

 تجزیه چولسكي ماتریس

 مجذور گرادیان تابع هدف 
∑λi𝐪i𝐪i

T

n

i=1

 

 مقدار اسكالر تصحیح کننده مقادیر

 ویژه ماتریس هسیان  
δ 

,C1 ضرایب شرایط ولف C2 
مجموعه باز دلخواه دوبار مشتق  

 پذیری

 تابع هدف  
𝒟 

مجموعه فشره دلخواه دوبار مشتق  

 پذیری

 تابع هدف  
Υ 

 𝐗∗(k) بردار جامع بهینه حالت 

 K0 مقدار ویژه مرجع ماتریس هسیان 
 sgn تابع علامت 

,xi,1 ام -iموقعیت و سرعت عامل  xi,2 
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