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، 1Lحلقه  نهاي توابع تبديل گي كاربري ابزارهاي آناليز متداول سيستم خطي شامل ماتريس تعميم و به مقالة حاضر به :چكيده
اين روش امكان . پردازد هاي كنترل غيرخطي نرَم مي به كلاس سيستم 1Rشده  و كنترل 1T، سيستم كنترل 1Sتركينگ  خطاي

روند و از آنها  سازي يك سيستم غيرخطي نَرم از بين مي عمول درطي خطيآورد كه بطور م استفاده از اطلاعاتي را براي ما فراهم مي
ها براساس حالت  كلية محاسبات و تعميم. شود برداري مي ة خطي براي سيستم و يا آناليز سيستم كلي بهرهكنند در طراحي يك كنترل

MIMO اثر ابزارهاي تحليل ذكرشده، در يك  در پايان،. و در هر دو حوزة زمان و تبديل لاپلاس چندبعدي صورت گرفته است
  .شود سيستم غيرخطي بيان مي

  .هاي غيرخطي، توابع تبديل تعميم يافته، سري ولترا، ضرب كرونكر سيستم :هاي كليدي واژه

Abstract: Balanced realization has the advantage of producing some valuable information on 
controllability and observability (C/O) of the plant. This specification was used in pairing of 
MIMO plants to some SISO subplants. Using balanced realization, the pairs with better C/O are 
selected. In this paper the problem of pairing based on balanced realization is interpreted as an 
assignment problem. Therefore the Hungarian algorithm can utilize to solve the pairing 
problem. The algorithm is fully systematic and may be utilize in online and adaptive pairing. 
The pairing algorithm is also developed to reject any undesired pair like uncontrollable and/or 
unobservable pairs. With some modification, it is also applied to nonsquare plants. 

Keywords: nonlinear systems, extended transfer functions, Volterra series, Kronecker product. 
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  مقدمه .1

هاي  هاي فيزيكي، بطور ذاتي غيرخطي هستند، لذا تمامي دستگاه سيستم
از طرف ديگر، دستيابي . تحت كنترل نيز در يك حوزة معين، غيرخطي هستند
هاي كنترل غيرخطي  به تمام اهداف مطلوب عملكردي براي سيستم

 توان براساس سعي و پذير نبوده و يك سيستم كنترل خوب را فقط مي امكان
عملكرد /عملكرد، هزينه/بودن، پايداري مقاوم/خطاهاي مؤثر برحسب پايداري

ها نرم باشند و اگر وظايف  ولي، اگر غيرخطي. و نظاير آنها، بدست آورد
توان از  ها كند باشند، مي سيستم كنترل در حوزة كوچك باشد و يا حركت

ل را بطور تحت كنتر  ها صرفنظر كرد و دستگاه در ديناميك  اثرات غيرخطي
در اينجا، با استفاده از ]. 1[شده، تقريب زد قبولي بوسيلة يك سيستم خطي قابل

كنندة خطي  توان اقدام به طراحي كنترل خطي، مي هاي آسان كنترل تئوري

آن، در حوزة كاري  تحت كنترل كرد، كه درپي  براي تقريب خطي دستگاه
گيرد و  د ارزيابي قرار ميتحت كنترل واقعي مور  مورد علاقه، برروي دستگاه

درصورت نامطلوب بودن ميزان انجام صحيح وظايف سيستم كنترل، طراح 
اي  اما درپاره). )1شكل  (گردد  كننده بازمي مجدداً به مرحلة طراحي كنترل

كنترل،  ي تحتها  به رفتارغيرخطي دستگاه هاي كنترل، اهميت توجه ازسيستم
-2[پذيرد  روند صورت به مراتب بيشتر از آن است كه در آخرين مرحلة اين

يا كلاسيك خطي كه ] 12-8[كنندة مقاوم خطي دراين وضعيت، كنترل]. 7
شدة نامي، بهترين عملكرد را داراست، هنگام بكارگيري  برروي سيستم خطي

به  توجه. ندارد برروي سيستم غيرخطي، دراكثر مواقع عملكرد مناسبي را
تواند سبب  براينكه مي هاي تحت كنترل علاوه  رفتارهاي غيرخطي دستگاه

] 5,6,13[كنندة خطي  كاهش تعداد سعي و خطاها در روند طراحي كنترل
، ]2[برداري از سيستم كنترل در شرايط استرس  تواند سبب بهره شود، مي

ايداري و افزايش آن تر حوزة پ ، تعيين دقيق]8[بودن  افزايش حوزة مقاوم
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، تامين ]3[كننده، قابليت مانور بيشتر در طراحي  ، كاهش درجة كنترل]14,15[
و بالاخره، صرفه جويي در ] 2,14,16[بيشتر رفتار مطلوب سيستم كنترل 

كنندة  از اينرو، روند طراحي كنترل. گردد] 15,17[استفاده از منابع و امكانات 
اخيراً شاهد . نياز به اصلاحات مناسبي داردالذكر ناكافي بوده و  خطي فوق

هاي دستگاه  تحقيقات جديد دربارة داخل كردن اطلاعات بيشتر از غيرخطي
عنوان  ها به دراين روش. ايم هاي تحليل و طراحي بوده تحت كنترل، در پروسه

جاي اينكه صرفاً عبارت خطي سيستم در نظر گرفته شود، سيستم  مدل، به
تقريبي غيرخطي از آن، استفاده شده و تحليل و طراحي غيرخطي اصلي ويا 

-2,4[شود  كنندة خطي، براساس آن انجام مي سيستم كنترل داراي كنترل
در -هاي خطي  كننده ترتيب امكان استفاده از كنترل بدين]. 7,16,13,18-26

در داخل چهارچوبة عملكرد  -اي فراتر از حوزة كار خطي ولي محدوده
ها، منجر به  در واقع اين روش. شود حت كنترل فراهم ميدستگاه غيرخطي ت

شوند و ضمناً امكان چشم پوشي از اطلاعات  افزايش دقت سيستم كنترل مي
  .آورند هاي سيستم را فراهم مي ارزش دربارة غيرخطي بي

  تقريب خطي سيستم غيرخطيكنندة خطي، براي  طراحي كنترلروند  )١ شكل

توان در حوزة زمان يا در حوزة فركانس  رفتار غيرخطي سيستم را مي
هاي ولترا  فرم و سري توان از نرمال در حوزة زماني، مي. مورد بررسي قرار داد

توان  در حاليكه در حوزة فركانس، مي [32-25,27]و نظاير آن استفاده كرد 
عمدة تحقيقات . [29,30]را استفاده كردهاي ولت از تبديلات لاپلاس كرنل

هاي ولترا، بر حل مسايل خاص است و حداكثر ارائة  صورت گرفته با سري
در اين ميان، فقدان ابزارهاي . ابزارهاي خاص براي حل مسايل خاص است

عمومي كه بتوان بوسيلة آنها رفتارهاي غيرخطي را مشابه با رفتارهاي خطي 
  .[21,23,24-19]بيان كرد، مشهود است

توان اطلاعات  نمايد كه براساس آن مي اين مقاله، روشي را معرفي مي
ويژگي مثبت اين روش . مفيد موجود در سيستم غيرخطي نرَم را حفظ كرد

هاي توابع تبديل شناخته شده در  آن است كه با استفاده از تعميم ماتريس
. طراحي بهره بردتوان از مفاهيم سيستمي آنها در آناليز و  كنترل خطي، مي

ارتباط بين مفاهيم كنترلي رديابي مناسب و كاهش خطاي تركينگ و افزايش 
)(هاي توابع تبديل  يك سيستم كنترل خطي با ماتريسبودن  مقاوم 11 sL ،

)( 11 sS ،)( 11 sT  و)( 11 sRو داراي كاربردهاي  ، كاملاً شناخته شده
هاي توابع تبديل  اين مفاهيم و ماتريس مقاله سعي دارد، اين. باشد فراواني مي

هاي كنترل غيرخطي تعميم داده و ضمن معرفي يك گروه از  آنها را به سيستم
ها و مفاهيم كنترلي آنها را  ، ايدهRو  L ،S ،Tهاي توابع تبديل  ماتريس

ها و مفاهيم  ترتيب، طراحان آشنا به روش بدين. دهد مي نيز مورد استفاده قرار
راحتي قادر به استفاده از دانش و تجارب قبلي خود درزمينة  كنترل خطي، به

ن تنظيم آنكه امكا هاي كنترل خطي بوده، ضمن آناليز و طراحي سيستم
يافته براساس شدت غيرخطي بودن سيستم، جهت  پيچيدگي معادلات تعميم

مقاله با . شود حداكثر استفاده از اطلاعات موجود در مدل غيرخطي فراهم مي
توابع تبديل تعميم يافته و مباني . شود بيان صورت مسئلة مورد بحث شروع مي

ي بعدي، اقدام به ها پس از اين، بترتيب در بخش. رياضي بخش بعدي است
هاي توابع تبديل گين  تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر ماتريس

 اساس، اين بر. شود شده مي حلقه، خطاي تركينگ، سيستم كنترل و كنترل
جاي  حاليكه به و در بخش بعد، در. كنيم برخي روابط بين آنها را محاسبه مي

يك سيستم غيرخطي در شكل موردنظر، كنترل  تحتغيرخطي  دستگاه
  .كنيم دهيم، ابزارهاي تحليل و طراحي را براي آن تعيين مي قرارمي

  مسئله رياضي مورد بحث .2

هاي كنترل خطي  هاي آناليزي سيستم در اين مقاله مفاهيم، ابزارها و روش
)(هاي توابع تبديل  كه مبتني بر ماتريس 11 sL ،)( 11 sS ،)( 11 sT  و

)( 11 sR ساختار در . يابند مي هاي كنترل غيرخطي نرَم تعميم هستند به سيستم
كار، ساختار كنترلي استاندارد ذيل است كه هدف  نظر گرفته شده براي اين

ساختن نيازهاي خطي و  منظور برآورده در آن، طراحي يك رگولاتور خطي به
  .بر عملكرد خطي است دستگاه تحت كنترلل غيرخطي تاثير كمتر عوام

  ساختار كنترلي استاندارد )٢ شكل

يك سيستم ولترا با  دستگاه تحت كنترلكنيم در اين ساختار،  فرض مي
 :هاي ضربة متقارن ذيل بوده مجموعة پاسخ

  
 

تحت  غيرخطيدستگاه 

 کنترل

 دستگاه تحت کنترلسازي طيخ

 خطيكنندةكنترلطراحي

 براي سيستم خطي

دستگاهر رويارزيابي ب
 تحت کنترلغيرخطي

 آيا رفتار
  مطلوب حاصل
  شده است؟

STOP
 خيربلي 
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  :ل آنها برابرهاي توابع تبدي كه مجموعة ماتريس
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نيز بترتيب بردارهاي ورودي و خروجي دستگاه  ty)(و  tu)(است، 
نيز بردار  tr)(به يكديگر مربوط هستند و  )4( تحت كنترل بوده كه با رابطة
پاسخ ضربة  τc)(همچنين در آن، . باشد ورودي مرجع دلخواه مي

)(كنندة خطي و  كنترل sC  ماتريس تابع تبديل آن است بطوريكه ماتريس
)معكوس  ) 1

111 )()( −+ ssI CH فرض تقارن . وجود دارد و علي است
  .سازد ت مسئله وارد نميهاي ضربه، خللي به كلي پاسخ

مباني رياضي براي تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر سيستم 
  .كنترل مورد نظر، بخش بعدي اين مقاله است

  مباني رياضي .3

اي بزرگ از  خروجي دسته –بمنظور نمايش كامل رفتارهاي ورودي 
از  توان هاي غيرخطي، بدون نياز به اطلاع قبلي دربارة ورودي، مي سيستم
توان براي  ها را مي اين سري. [29,30,33]هاي ولترا استفاده كرد  سري

اين نوع نمايش، . [19]هاي نَرم بكاربرد  هايي با غيرخطي نمايش سيستم
درواقع يك تعميم مستقيم پاسخ ضربة حالت خطي است كه با اين ديد، 

ن در اي. باشند هاي غيرخطي مي هاي خطي، يك زيركلاس از سيستم سيستم
تحقيق، دستگاه تحت كنترل يك سيستم ولترا است، بدين معني كه اگر 

)(tu  و)(ty  بترتيب بردارهاي ورودي و خروجي دستگاه تحت كنترل
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 nhهاي  و ماتريس [34]نماد ضرب كرونكر بوده  ⊗، )4( در رابطة 
پاسخ ضربة درجة ، nh، به عبارت )4(  در رابطة. داراي ابعاد مناسب هستند

nاگرچه به پاسخ ضربة . شود ام گفته ميnhشود ، كرنل ولترا نيز گفته مي .

1)(نيز،  )3(  در رابطة ty ورودي   شده به همان پاسخ سيستم خطي)(tu 
2)(باشد و  مي ty ،…  و)(tyn دهندة عملكرد غيرخطي  بترتيب نشان

 tu)(ازاي ورودي  ام سيستم مورد نظر بهnو درجة  …درجة دوم، 
)(در اينجا، . باشند مي 11 τh از . باشد شده مي ن پاسخ ضربة سيستم خطيهما

در عمل، اين نوع . شود ، بنام سري ولترا خوانده مي)3(  طرف ديگر، رابطة
نمايش وقتي بيشترين كاربرد را دارد كه بتوان با يك تقريب مناسب، فقط از 

جملة اول سري  Nتيب، اگر فقط تر بدين. چند جملة اول آن استفاده كرد
پاسخ  Nدر نظرگرفته شوند، پاسخ كلي سيستم غيرخطي، عبارت از مجموع 

شود،  هايي كه انجام مي بعبارت ديگر، اين روش و تحليل .منحصر بفرد است
قابل ) kپيوسته از مرتبه ( kهاي كنترل غيرخطي كلاس  براي سيستم

ها و توابع تبديل  سازي است و درحالت اخير، سري استفاده و پياده
  .خواهند بود kآيند، تا درجة  اي كه بدست مي يافته تعميم

بصورت  )4(  با استفاده از تبديل لاپلاس چند بعدي، تبديل لاپلاس رابطة
  :ذيل خواهد بود
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برطبق اين روش . روش ديگر، استفاده از اشتراك متغيرها است
),...,( 1 nn ssYشود تا به  ، مرحله به مرحله معكوس مي)(sYn  برسد و

  .بدست خواهد آمد tyn)(از آنجا 
هاي ولترا و تبديلات  شود، با استفاده از كرنل همانگونه كه مشاهده مي

هاي خطي  هايي كه برروي سيستم توان از تلاش نوعي مي لاپلاس آنها، به
  1.كرد هاي غيرخطي استفاده صرف شده است، براي مطالعة سيستم

شوند، لذا  هاي ولترا به طرز واحدي نمايش داده نمي از آنجاييكه كرنل
بمنظور ايجاد يكتايي، از شكل متقارن كه يك شكل استاندارد است و مانند 

                                                            
اي و  هاي ولترا براي چند ساختار پايه بعنوان نمونه، كرنل [30]در  ١

 متداول محاسبه شده است تا ضمن آشنايي با نحوة تعيين آنها و كاربرد آنها در

هاي حوزة زمان با حوزة لاپلاس نيز  ساختارهاي مشابه، ارتباط و مزاياي كرنل

  .مشخص شود
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بر طبق تعريف، كرنل ولتراي متقارن در رابطة ذيل . [29]شود  آن استفاده مي
  :كند صدق مي

)٧(    ( ) ( ) ( ) ),...,,(),...,,( nnnn ssssss πππ 2121 HH =  

)جاييكه  ).π جايگشتي از اعداد صحيح دهندة هر نشان n,...,2,1 
  :شكل ذيل متقارن ساخت توان به مي هاي ولترا را همچنين كرنل. است

)٨(   
{ }),...,,(...),...,,(

!
1

),...,,(

1121

21

ssssss
n

sss

nnnnn

nnsym

−++

=

HH

H
  

هاي ولترا دربارة همگرايي  ديگر تحقيقات انجام شده برروي سيستم
)Convergence(پذيري ، كنترل )Controllability(پذيري ، مشاهده 
)Observability(سازي ، قابليت پياده )Realizability ( و نظايرآن است

  .مشاهده كرد [29,30]توان آنها را در  كه مي

تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر  .4
  ماتريس تابع تبديل گين حلقه

بين . نماييم  را تعيين مي ty)(به  te)(منظور، گين مسير از  براي اين
)(te  و)(tu روابط ذيل وجود دارد:  

)٩(   ∫ −=
t

dtetu
0

)()()( τττc  

)١٠(   )()()( sEssU C=  

. برقرار است) 4( و) 3(نيز روابط ty)(و  tu)(از طرف ديگر، بين 
و بازنويسي آن با توجه به خواص ) 5(در رابطة ) 10(پس از جايگذاري رابطة

  :ضرب كرونكر، رابطة ذيل بدست خواهد آمد

)١١(  [ ]
[ ])(...)()(.

)(...)()(),...,,(
),...,,(

21

2121

21

n

nnn

nn

sEsEsE
ssssss

sssY

⊗⊗⊗
⊗⊗⊗

=
CCCH 

مرتبط  te)(هاي ضربه با  با يك مجموعه از پاسخ ty)(ترتيب،  بدين
  :اين مجموعه را بصورت ذيل در نظر بگيريم اگر. است

)١٢(   { }...,),...,,(,...,),(,)(
),...,,(

2121211

21

nn ττττττ
τττ

lll
l =∞ 

  :تبديل لاپلاس چند بعدي آنها بصورت ذيل خواهد بود

)١٣(   { }...,),...,,(,...,),(,)(
),...,,(

2121211

21

nn ssssss
sss

LLL
L =∞  

، بصورت ذيل بدست )13(جاييكه هر يك از اعضاء مجموعه در رابطة
  :آيند مي

)١٤(    )()()( 11111 sss CHL =  

)١٥(    [ ])()(),(),( 21212212 ssssss CCHL ⊗=  

)١٦(   
[ ])(...)()(),...,,(

),...,,(

2121

21

iii

ii

ssssss
sss

CCCH
L

⊗⊗⊗
= 

، گين يا پاسخ ضربه يا nl، به عبارت )12(در رابطة :ترمينولوژي
),,...,(مجموعة   ام حلقه گفته و بهnكرنل ولتراي درجة  21 ∞τττl 

عبارت  ، به)13(همچنين دررابطة. گوييم هاي ضربةحلقه مي مجموعة پاسخ
nL گين ماتريس تابع تبديل  nدرجة  تبديل  تابع  يا ماتريس ام حلقه n ام

),,...,( مجموعة  به و  گفته حلقه 21 ∞sssL توابع  هاي مجموعة ماتريس 
  .گوييم حلقه مي  تبديل

ام nام حلقه يا پاسخ ضربة درجة n، بنام گين nlعلت نامگذاري 
وار است كه از  ، برابر با گين مسيري دايره)2(حلقه اين است كه آن در شكل

 ).3شكل(يابد كننده شروع شده و تا نقطة ورود به آن امتداد مي عمخروجي ج

 

  هاي حلقه ستاندارد براي تعريف گين يا گينساختار كنترلي ا )٣ شكل

، سيگنال نهايي )12(و رابطة)) 3(رابطة (با توجه به تعريف سري ولترا 
برحسب ورودي )) 2(خروجي سيستم در ساختار شكل) (3(حلقه در شكل

)(te تواند بصورت ذيل نوشته شود مي.  

)١٧( 
[ ]

[
] L

L

+−⊗

⊗−⊗−+

+−⊗−

+−=

∫∫ ∫

∫ ∫

∫

ii

t
ii

t t

t t

t

dddte

tete

ddtete

dtety

ττττ

τττττ

ττττττ

τττ

...)(

...)()(),...,,(...

)()(),(

)()()(

21

0 21210 0

0 0 2121212

0 1111

l

l

l

، اولين عبارت، حاصل عملكرد سيستم )3(ا بطور متناظر رابطةدراين رابطه وي 
هاي ديگر نيز، نمايانگر اثرات  باشد و عبارت مي te)(ورودي  شده به خطي

ضمناً، ). 3شكل(باشند مي te)(ازاي ورودي  عملكردهاي غيرخطي حلقه، به
)( 11 τl طبع آن  به(باشد  شده مي سخ ضربة حلقة سيستم خطيهمان پا
)( 11 sL باشد شده مي ماتريس تابع تبديل گين حلقة سيستم خطي.(  

، te)(ازاي ورودي  از اينرو، براي كاهش عملكرد غيرخطي حلقه، به
يا بطور متناظر و ) 3(به بالا در رابطة 2كافي است كه هر يك از اجزاء درجة 

 -  
+  )(te

)(tyLinear 

Controller  
Non-Linear 

Plant  
0)( =tr ×

×  ),...,,( 21 ∞τττl
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، te)(براي كاهش هر عبارت صرفنظر از ورودي . ، كاهش يابند)17(رابطة
نحو مناسبي كاهش  ضربة حلقة مربوط به آن عبارت، به  كافي است كه پاسخ

),,...,(اما در تمامي . يابد 21 ii sssLكنندة خطي  ، مضارب كنترل
)()(...)(بصورت  21 isss CCC لذا براي تغيير . وجود دارد ⊗⊗⊗

),,...,(در اندازة هر يك از  21 ii sssL  كافي است رگولاتور خطي
)()(...)(اي طراحي شود كه  بگونه 21 isss CCC به نحو  ⊗⊗⊗

دهي  خوشبختانه اين بيانگر اين نكته است كه شكل. مناسبي تغيير يابد
)( sC نظير مسئلة (كنندة خطي است حي كنترلهاي طرا كه موضوع روش

، منجر به نوعي كنترل بر عوامل غيرخطي حلقه )حساسيت مخلوط وزين
  .خواهد شد

تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر  .5
  اي تركينگماتريس تابع تبديل خط

را در ) te)((منظور، كافي است كه سيگنال خطاي تركينگ  براي اين
محاسبه نماييم زيرا بوسيلة ) tr)((، بر حسب ورودي مرجع )2(شكل سيستم
  .را بدست آورد te)(به  tr)(هاي توابع انتقال از  توان ماتريس آن، مي

)١٨(    )()()( tytrte −=  

)١٩(    [ ])()()( tetrte l−=  

هاي  بوسيلة يك سري و باكمك يك مجموعه ازپاسخ tr)(بنابراين،
، شرط لازم tr)(برحسب  te)(اما براي تعيين. مرتبط است te)(ضربه با

)و كافي، وجود  ) 1−+ lI براي وجود اين معكوس نيز، تنها وجود . است
براين اگر آن علي باشد جواب از  علاوه. س اپراتور خطي كافي استمعكو

مطابق با فرض مسئله، اين هر دو شرط . لحاظ تئوري كنترل جذاب است
يك سري است كه با يك مجموعه  te)(وجود دارد و لذا در حالت كلي،

  :يعني داريم. دباش مرتبط مي tr)(هاي ضربه با  از پاسخ

)٢٠(    ∑
∞

=

=
1

)()(
n

n tete  

  :هاي ضربة ذيل كه با مجموعة پاسخ

)٢١(   { }...,),...,,(,...,),(,)(
),...,,(

2121211

21

nn ττττττ
τττ

sss
s =∞ 

مرتبط است و تبديل لاپلاس چند بعدي آنها بصورت ذيل  tr)(با 
  :خواهد بود

)٢٢(   { }...,)...,,,(,...,),(),(
),...,,(

2121211

21

nn ssssss
sss

SSS
S =∞  

  :آيند از دسته معادلات زير بدست مي iSتوابع تبديل  : 1پروپوزيشن
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∑جاييكه، 
iπ

ijjjروي همة  دهندة جمع بر نشان  ,...,, است  21

ijjjبطوريكه  ,...,,   .هستند i,...,2,1يك جايگشتي از اعداد  21

جايگذاري كرده و ) 18(در رابطة) 17(را از رابطة ty)(ابتدا  :اثبات
:آيد ، رابطة ذيل بدست ميte)(هاي مربوط به  سپس با جابجايي عبارت

____________________________________________  
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 :، داريم)20(از رابطة te)(جايگذاريرا زير انتگرال برده و با  te)(توان  اما با استفاده از تابع ضربه، مي

)٢٧( 

[ ]

L

L
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2
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1

1
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بندي جملات هم درجه و با توجه به خواص ضرب  و در آخر، با دسته
  :آمد كرونكر، روابط ذيل بدست خواهد 

)٢٨(                    [ ] )()()()(
0

111111 trdte
t

=−+∫ ττττδ l  

)٢٩(                                             [ ] [ ] 0)()(),()()()(
0 0 2121112120 112111 =−−+−+ ∫ ∫∫
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nn

t
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dddtetete

ddtetedte

l

ll L

گيريم  ، تبديل لاپلاس چند بعدي مي)30(تا ) 28(اكنون، از دسته معادلات
، با te)(به  tr)(هاي توابع تبديل از  و پس از مرتب كردن آنها، ماتريس

تا ) 23(و خواص ضرب كرونكر، بصورت روابط متقارن) 8(توجه به رابطة
  .آيند بدست مي) 25(

، پاسخ ضربه يا كرنل nsبه عبارت ) 21(در رابطة :ينولوژي ترم
ام خطاي تركينگ گفته و به مجموعة nولتراي درجة 

),...,,( 21 ∞τττs گوييم تركينگ مي هاي ضربة خطاي مجموعة پاسخ .
ام nتبديل درجة تابع ماتريس nSعبارت ، به)22(همچنين دررابطة

),,...,(تركينگ گفته وبه مجموعة  خطاي 21 ∞sssS  مجموعة
  .گوييم تركينگ مي هاي توابع تبديل خطاي ماتريس

 ام خطاي تركينگ اينn، بنام پاسخ ضربة درجة nsعلت نامگذاري 
، برابر با پاسخ ضربة سيستمي با ورودي منطبق بر )2(است كه آن در شكل

ورودي مرجع ساختار كنترلي و خروجي منطبق بر سيگنال خطاي تركينگ 
  .باشد ساختار كنترلي مي

، سيگنال )21(و ) 20(و روابط)) 3(رابطة (با توجه به تعريف سري ولترا 
تواند  مي tr)(برحسب ورودي مرجع ) 2(كلدر ش te)(خطاي تركينگ 

   :بصورت ذيل نوشته شود
____________________________________________  
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 ، اولين عبارت، خطاي تركينگ)20(در اين رابطه و يا بطور متناظر رابطة

هاي ديگر نيز،  است و عبارت tr)(ورودي مرجع   شده به پاسخ سيستم خطي
نمايانگر خطاهاي تركينگ حاصل از عملكرد غيرخطي سيستم مورد نظر 

)(ضمناً، ). 2شكل(باشند مي tr)(ازاي ورودي مرجع  به 11 τs  همان پاسخ
)(طبع آن  به(باشد  شده مي ركينگ در سيستم خطيضربة خطاي ت 11 sS 

  ).باشد شده مي ماتريس تابع تبديل خطاي تركينگ در سيستم خطي
از اينرو، براي كاهش خطاهاي تركينگ حاصل از عملكرد غيرخطي، 

و يا بطور متناظر ) 20(به بالا در رابطة 2كافي است كه هر يك از اجزاء درجة 

براي كاهش هر عبارت صرفنظر از ورودي مرجع . ، تقليل يابند)31(ةرابط
)(tr كافي است كه پاسخ ضربة خطاي تركينگ مربوط به آن عبارت ،
  .نحو مناسبي كاهش يابد به
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تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر  .6
  ماتريس تابع تبديل سيستم كنترل

، سيگنال خروجي )2(ه در سيستم شكلبراي اين منظور، كافي است ك
))(ty ( را بر حسب ورودي مرجع))(tr ( محاسبه نماييم تا بوسيلة آن

با توجه . را بدست آورد ty)(به  tr)(هاي توابع انتقال از  بتوان، ماتريس
  :توان بصورت ذيل بازنويسي كرد را مي) 18(طة، راب)31(به رابطة
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يك سري است كه با يك مجموعه از  ty)(لذا در حالت كلي،
داده شده در  يعني سري نشان. باشد مرتبط مي tr)(هاي ضربه با  پاسخ
  :لهاي ضربة ذي ، با مجموعة پاسخ)3(رابطة
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مرتبط است و تبديل لاپلاس چند بعدي آنها بصورت ذيل  tr)(با 
  :خواهد بود
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جايگذاري كرده و ) 17(در رابطة) 20(را از رابطة te)(ابتدا  :اثبات
و خواص ) 3(بندي جملات هم درجه و نيز با توجه به رابطة سپس با دسته

  :توان روابط ذيل را نوشت ضرب كرونكر، مي
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گيريم  ، تبديل لاپلاس چند بعدي مي)40(تا ) 38(اكنون از دسته معادلات
و پس از فاكتورگيري و توجه به رابطة ) 25(تا ) 23(و با استفاده از روابط

Issشناخته شدة  =+ )()( 11 TS  و نيز خواص ضرب كرونكر و
، بصورت روابط ty)(به  tr)(بع تبديل از  هاي توا ، ماتريس)8(رابطة
  . آيند بدست مي) 37(تا ) 35(متقارن

Issشود كه رابطة  به راحتي ثابت مي :تذكر  =+ )()( 11 TS  كه
. نيز برقرار است) 2(قرار بود، در ساختار كنترلي شكلهاي خطي بر در سيستم

  :را با هم جمع نماييم) 35(و ) 23(يعني اگر روابط

)٤١(    Iss =+ )()( 1111 TS  

، پاسخ ضربه يا كرنل ntبه عبارت ) 33(در رابطة :ترمينولوژي 
),,...,(و به مجموعة ام سيستم كنترل گفته nولتراي درجة  21 ∞τττt 

، به )34(همچنين دررابطة. گوييم كنترل مي هاي ضربة سيستم مجموعة پاسخ
كنترل گفته وبه مجموعة  ام سيستمnماتريس تابع تبديل درجة  nTعبارت 

),...,,( 21 ∞sssT كنترل  تبديل سيستم هاي توابع مجموعة ماتريس
  .گوييم مي

ام سيستم كنترل اين است n، بنام پاسخ ضربة درجة ntعلت نامگذاري 
، برابر با پاسخ ضربة سيستم كنترل با ورودي منطبق بر )2(كه آن در شكل

ختار ورودي مرجع ساختار كنترلي و خروجي منطبق بر سيگنال خروجي سا
  .باشد كنترلي مي

، سيگنال خروجي )33(و رابطة)) 3(رابطة(با توجه به تعريف سري ولترا 
تواند بصورت  مي tr)(برحسب ورودي مرجع ) 2(سيستم كنترل در شكل

  :ذيل نوشته شود

_____________________________________________  
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t

  

، اولين عبارت، پاسخ سيستم كنترل )3(در اين رابطه و يا بطور متناظر رابطة
هاي ديگر نيز، نمايانگر  باشد و عبارت مي tr)(ورودي مرجع   شده به خطي

ازاي  سيستم كنترل مورد نظر به ty)(اثرات عملكرد غيرخطي، در خروجي 
)(ضمناً، ). 2شكل(باشند مي tr)(ورودي مرجع  11 τt  همان پاسخ ضربة

)(طبع آن  به(باشد  شده مي سيستم كنترل خطي 11 sT  نيز ماتريس تابع تبديل
  ).باشد شده مي سيستم كنترل خطي

ازاي ورودي  ، بهty)(از اينرو، براي كاهش عملكرد غيرخطي خروجي 
و يا ) 3(به بالا در رابطة 2، كافي است كه هر يك از اجزاء درجةtr)(مرجع 

براي كاهش هرعبارت صرفنظر از . ، كاهش يابند)42(بطور متناظر رابطة
به آن  ، كافي است كه پاسخ ضربة سيستم كنترل مربوطtr)(ورودي مرجع 

  .نحو مناسبي كاهش يابد عبارت، به

  :ها به شكل ذيل با يكديگر ارتباط دارندiTها و iS : 3پروپوزيشن

)٤٣(    )()()( 111111 sss SLT =  

)٤٤(    ),(),( 212212 ssss ST −=  

)٤٥(    ),...,,(),...,,( 2121 iiii ssssss ST −=  

ها نيز به شكل ذيل با يكديگر ارتباط tyi)(ها و tei)(براين،  علاوه
  :دارند

)٤٦(    )()()( 11 tetrty −=  

)٤٧(    )()( 22 tety −=  

M  
)٤٨(    )()( tety ii −=  

تا ) 23(با مجموعة روابط) 37( تا) 35(از مقايسة مجموعة روابط :اثبات
تا ) 43(شود كه اين دو مجموعه، به شكل مجموعة روابط ، مشاهده مي)25(
همچنين روابط متناظر با اين دسته از معادلات . با يكديگر مرتبط هستند) 45(

در مجموعه ) 40(تا ) 38(توان با استفاده از جايگذاري دسته معادلات را مي
  . نوشت) 48(تا ) 46(رت مجموعة روابط، بصو)30(تا ) 28(روابط

) 38(، نسبت به دسته معادلات)48(تا ) 46(بديهي است كه دسته معادلات
  .تر هستند مراتب ساده ، به)40(تا 

تعيين نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر  .7
  شده ماتريس تابع تبديل كنترل

، سيگنال خروجي )2(براي اين منظور كافي است كه در سيستم شكل
محاسبه نمود تا ) tr)((را بر حسب ورودي مرجع ) tu)(( هكنند نترلك

را  tu)(به  tr)(هاي توابع انتقال از  بعداً بتوان بوسيلة آن، ماتريس
بصورت  tu)(، خروجي )9(و رابطة) 2(باتوجه به شكل. آورد بدست
[ ])()( tetu c=  به)(te اما . شود مربوط مي)(te برطبق رابطة)31( ،

]: برابر است با ])()( trte s= .،پس در حالت كلي)(tu  يك سري
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يعني . باشد مرتبط مي tr)(ا هاي ضربه ب است كه با يك مجموعه از پاسخ
  :داريم
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  :خواهد بود
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از دسته معادلات زير بدست  iRتوابع تبديل  : 4يشنپروپوز
:آيند مي
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  :گذاريم مي) 9(در رابطة) 20(را از رابطة te)( :اثبات

)٥٥(    ∫ ∑
∞

=

−=
t

n
n dtetu

0
1

)()()( τττc  

بندي جملات  وبا دسته) 55(در ) 49(از رابطة tu)(سپس، با جايگذاري 
  :نويسيم درجه، روابط ذيل را مي هم

)٥٦(    ∫ −=
t

dtetu
0

11 )()()( τττc  

)٥٧(    ∫ −=
t

dtetu
0

22 )()()( τττc  

)٥٨(    ∫ −=
t

ii dtetu
0

)()()( τττc  

گيريم  ، تبديل لاپلاس چند بعدي مي)58(تا ) 56(اكنون از دسته معادلات
ضرب كرونكر،  و با توجه به خواص) 25(تا ) 23(و با استفاده از روابط

تا ) 52(، بصورت روابط متقارنtu)(به  tr)(بع تبديل از  هاي توا ماتريس
  .آيند بدست مي) 54(

، پاسخ ضربه يا كرنل nrبه عبارت ) 50(در رابطة :ترمينولوژي 
),,...,(شده گفته و به مجموعة  رلام كنتnولتراي درجة  21 ∞τττr 
، به )51(همچنين در رابطة. گوييم شده مي هاي ضربة كنترل مجموعة پاسخ

شده گفته و به مجموعة  ام كنترلnماتريس تابع تبديل درجة  nRعبارت 
),...,,( 21 ∞sssR شده  هاي توابع تبديل كنترل مجموعة ماتريس
  .گوييم مي

شده اين است  ام كنترلn، بنام پاسخ ضربة درجة nrعلت نامگذاري 
، برابر با پاسخ ضربة سيستمي با ورودي منطبق بر ورودي )2(كه آن در شكل

كنندة  نترلمرجع ساختار كنترلي و خروجي منطبق بر سيگنال خروجي ك
  .باشد ساختار كنترلي مي

، سيگنال )50(و ) 49(و روابط)) 3(رابطة(با توجه به تعريف سري ولترا 
تواند  مي tr)(برحسب ورودي مرجع ) 2(در شكل هكنند خروجي كنترل

  :بصورت ذيل نوشته شود
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 هكنند ، اولين عبارت، پاسخ كنترل)49(در اين رابطه و يا بطور متناظر رابطة
هاي ديگر نيز  باشد و عبارت مي tr)(ورودي مرجع   شده به در سيستم خطي

نمايانگر اثرات عملكرد غيرخطي سيستم كنترل مورد نظر در خروجي 
ضمناً، ). 2شكل(باشند مي tr)(دي مرجع ازاي ورو ، بههكنند كنترل

)( 11 τr طبع آن  به(باشد  مي  شده در سيستم خطي همان پاسخ ضربة كنترل
)( 11 sR باشد شدة خطي مي نيز ماتريس تابع تبديل كنترل.(  

ازاي  ، بههكنند از اينرو، براي كاهش عملكرد غيرخطي در خروجي كنترل
به بالا در  2، كافي است كه هر يك از اجزاء درجة tr)(ورودي مرجع 

براي كاهش هر عبارت . ، كاهش يابند)59(و يا بطور متناظر رابطة) 49(رابطة
مربوط به آن  ، كافي است كه پاسخ ضربة tr)(صرفنظر از ورودي مرجع 

  .نحو مناسبي كاهش يابد عبارت، به
با مجموعة ) 54(تا ) 52(از طرف ديگر، با مقايسة مجموعة روابط

شود كه اين دو مجموعه به شكل ذيل با  ، مشاهده مي)25(تا ) 23(روابط
  :يكديگر مرتبط هستند

)٦٠(    )()()( 11111 sss SCR =  

)٦١(    ),()(),( 21221212 ssssss SCR +=  

)٦٢(    
),...,,()...(
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ssssss
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=
 

ها، افق مناسبي را در زمينة iRها و iTها ، iSن نحوة ارتباط بي
چگونگي تاثير كنترل عوامل غيرخطي، بر خطاي تركينگ، عملكرد سيستم 

  .دهد دست مي به هكنند كنترل و سيگنال خروجي كنترل

  ها مثال .8

، با شرط دستگاه تحت كنترليك  فرض كنيد معادلة حاكم بر :مثال 
)(2اولية صفر و  yyg   :، بصورت ذيل است=−

     )())(( tuygbyy ++λ=&  

ضعيف است، پس   از آنجاييكه معادلة ديفرانسيل فقط شامل غيرخطي
)(ty توان با يك سري، مشابه رابطة را مي)اما با يك بررسي . نمايش داد) 3

پس با . فقط شامل عبارتهاي فرد است ty)(توان فهميد كه  ، ميساده

، در معادلة ديفرانسيل بدست آمده و )3(ها از رابطة جايگذاري اين عبارت
  :بندي جملات هم درجه، معادلة ذيل بدست خواهد آمد دسته

     ( ) ( )
( ) 0...)(2

)()(

3155

2
13311

=++−
++−+−−

tuyyyy
tuyyytubyy

λ
λλ

&

&&  

، چنين نتيجه tu)(ازاي هر ورودي  سپس با توجه به لزوم برقراري آن به
در آخر، اولين دو تابع تبديل . شود كه رابطه بايد براي هر دسته برقرار باشد مي

غير صفر اين سيستم، با استفاده از تبديل لاپلاس چند بعدي برابر است با 

λ−
=

1
11 )(

s
bsH  و  

)()()(1),,( 211132113213 sHsHsssH
b

sssH ++−= . 

  ):هاي حلقه ن گينتعيي(مثال 
، مثال مورد بررسي )2(در ساختار كنترلي شكل دستگاه تحت كنترلاگر 

),,(باشد و از  3213 sssH
sym

نيز استفاده شود، اولين دو گين حلقة  

غيرصفر، برابر است با 
λ−

=
1

1
11

)()(
s

sCbsL  و  

     
[ ])()()()()()()()()(

)(
3
1),,(

312113121132111

32113213

sLsLsCsLsCsLsCsLsL

sssH
b

sssL

++

++−=  

) 3درجة(ل خطي، داراي سيگنال غيرخطيبر سيگنا سيگنال نهايي حلقه، علاوه
آمده، هر عمل كنترلي كه گين  باشد كه باتوجه به رابطة بدست نيز مي
براي . شود دهد، منجربه كاهش اين سيگنال نيز مي را كاهش مي هكنند كنترل

  .، رجوع شود 4توضيح بيشتر، به دو پاراگراف انتهايي بخش

  ):تعيين توابع تبديل خطاي تركينگ(مثال 
، مثال مورد بررسي )2(در ساختار كنترلي شكلدستگاه تحت كنترل اگر 

),,(باشد و از  3213 sssH
sym

نيز استفاده شود، اولين دو تابع تبديل  
  غيرصفر خطاي تركينگ، برابر است با

     
)(

)(
11

1
11 sbCs

ssS
+λ−
λ−

و =
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),,(در نظر گرفته شود، ) 60(و ) 43(اگر روابط 3213 sssS  بصورت
  :ذيل خلاصه نويسي خواهد شد

     
[ ])()()()()()()()()(

3
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312111312111312111

32113211
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sTsTsRsTsRsTsRsTsT
b

sssHsssSsssS
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شود، سيگنال خطاي تركينگ شامل خطاي  همانگونه كه ملاحظه مي
اينرو براي  از. باشد مي) 3درجة(تركينگ خطي و خطاي تركينگ غيرخطي

را مدنظر قرارداد،  1Sبودن  براينكه بايد حداقل بررسي خطاي تركينگ، علاوه
آمده،  همچنين باتوجه به رابطة بدست. را نيز تحليل كرد 3Sبودن  بايد حداقل

 3Sدهد منجربه كاهش  را كاهش مي 1Sو  1T  ،1Rهر عمل كنترلي كه 

براي توضيح بيشتر، به . شود و البته، در اينجا آزادي عمل بيشتري داريم نيز مي
  .، رجوع شود 5دو پاراگراف انتهايي بخش

 ):تعيين توابع تبديل سيستم كنترل(مثال 

، مثال مورد بررسي )2(ساختار كنترلي شكلدر دستگاه تحت كنترل اگر 
),,(باشد و از  3213 sssH

sym
نيز استفاده شود، اولين دوتابع تبديل غيرصفر  

  سيستم كنترل، برابر است با
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1
11 sbCs

sbCsT
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=
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[
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b

sssT

++

++++−=

),,(در نظر گرفته شود، ) 60(اگر رابطة 3213 sssT  بصورت ذيل
  :خلاصه نويسي خواهد شد

     
[ ])()()()()()()()()(

3
)()(),,(

312111312111312111

32113211
3213

sTsTsRsTsRsTsRsTsT
b

sssHsssSsssT

++

++++−
=  

شده  بر پاسخ سيستم كنترل خطي سيگنال خروجي سيستم كنترل، علاوه
ي رفتار حالت برا اين در. باشد نيز مي) 3درجة(داراي اثرات عملكرد غيرخطي

. نيز حداقل باشد 3Tيك باشد، بايد  1Tبراينكه بايد  آل، علاوه ايده
و  1T  ،1Rآمده، هر عمل كنترلي كه  به رابطة بدست راستا، باتوجه درهمين

1S  براي توضيح . شود دهد، موجب كاهش اثرات آن نيز مي ميرا كاهش
  .، رجوع شود 6و پاراگراف بعدي آن، در بخش) 42(بيشتر، به توضيح رابطة

 ):شده تعيين توابع تبديل كنترل(مثال 

، مثال مورد بررسي )2(در ساختار كنترلي شكلدستگاه تحت كنترل اگر 
),,(باشد و از  3213 sssH

sym
اده شود، اولين دوتابع تبديل غيرصفر نيز استف 

  شده، برابر است با كنترل

     
)(

)()()(
11

11
11 sbCs

ssCsR
+λ−

λ−
=  

     
[ ])()()()()()()()()(

3
)(),,(

312111312111312111

3211
3213

sTsTsRsTsRsTsRsTsT
b

sssTsssR

++

++
= 

شده و  در سيستم خطي هكنند ، شامل پاسخ كنترلهكنند خروجي كنترل
باشد كه در  مي هكنند در خروجي كنترل) 3درجة(اثرات عملكرد غيرخطي 

راستا، براي كاهش سيگنال  درهمين. ا مدنظر قرار دادها بايد هردو ر تحليل
را  1R، دراين سيستم كنترل، اضافه براينكه بايد هكنند خروجي از كنترل

داد كه باتوجه به رابطة فوق، هر عمل  را نيز كاهش 3Rداد، بايد  كاهش
در  3Rدهد، منجربه كاهش اثرات  را كاهش مي 1Rو  1Tكنترلي كه 

. خواهد شد كه البته، دراينجا آزادي عمل بيشتري داريم هكنند خروجي كنترل
،  7و پاراگراف بعدي آن، در بخش) 59(توضيح رابطة براي توضيح بيشتر، به

هاي  هاي هريك از شاخص برتري شدن همچنين، بمنظور مشخص. رجوع شود
هاي مختلف،  هكنند هاي خطي و تاثير كنترل يافته نسبت به شاخص تعميم

بعنوان ) 5(و ) 4(هاي هاي زيادي دارند، در شكل اگرچه اين ابزارها توانايي
هاي اول و سوم رفتار غيرخطي نسبت به خطي  نمونه، بترتيب اندازة هارمونيك

هاي مشابه  هكنند ازاي كنترل را ، به tu)(خروجي 
( ) ( )00)( pszsKsC  3Rيافتة  ، كه بوسيلة ابزار تعميم=−−

شود، اثرات  همانطوركه مشاهده مي. شده است بدست آمده، نشان داده
تواند  كنندة مورد استفاده، مي به دامنة ورودي و كنترل عملكرد غيرخطي، بسته

 dB11مقدار  وثر باشد و حتي رفتار نسبي حالت دائم خطي را بهبشدت م
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صورت، شكل موج خروجي مورد نظر را دچار اعوجاج  تغيير دهد و دراين
  .نمايد و يا هارمونيك درجة سوم در آن ايجاد كند
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 tu)(مربوط به خروجي  به خطي اندازة هارمونيك سوم رفتار غيرخطي نسبت )۵ شكل

  هاي مختلف هكنند ازاي كنترل به

 

  گيري نتيجه .9

در اين مقاله، به بررسي مسئلة رياضي كنترلي تعميم مفاهيم، ابزارها و 
هاي كنترل غيرخطي نرَم  هاي كنترل خطي به سيستم زي سيستمهاي آنالي روش

ساختار در نظر گرفته شده براي اينكار، ساختار كنترلي استاندارد . پرداخته شد
ابتدا با ارائة سه پروپوزيشن، نحوة تاثيرگذاري عوامل غيرخطي بر . بود

هاي توابع تبديل گين حلقه، خطاي تركينگ، سيستم كنترل و  ماتريس
در اين راستا با ارائة چهار . شده، با كمك سري ولترا تعيين شد رلكنت

هاي توابع تبديل  يافتة ماتريس ترمينولوژي، شكل تعميم )( 11 sL  ،
)( 11 sS  ، )( 11 sT و   )( 11 sR ، بمنظور بيان كمي اثرات عوامل  

پس از آنها، مفاهيم كنترلي اين . ها، بدست آمد تفاده از سريغيرخطي با اس
شان تبيين  يافته، متناظر با مفاهيم كنترل خطي هاي توابع تبديل تعميم ماتريس

شد و در طي يك پروپوزيشن و يك تذكر، برخي روابط بين آنها محاسبه شد 

ر بعنوان مثال اگ. كه توجه به آنها براي حل صحيح مسئله، ضروري است
سيستم كنترل داراي رفتار غيرخطي درجة دوم باشد، بايد در آناليز رفتارهاي 
آن از ماتريس تابع تبديل  ),( 212 ssS در آخر، اين . هم استفاده شود 

شويم  نهايتا متذكر مي .ابزارهاي تحليل براي يك سيستم غيرخطي تعيين شد
افته در اين مقاله، تا درجة ي هاي توابع تبديل تعميم كه روابط و ماتريس k   ،

هاي كنترل غيرخطي كلاس  براي سيستم k .شود بكار برده مي   
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الگوي كد ديسك  شعاعي يگيري دقيق و سريع مقدار لنگ اندازه برايابزاري 
  انكودرهاي چرخان نوري

  جعفر رضايي

  بخش مكانيك، دانشكده فني ومهندسي، دانشگاه شهيد رجايي
rezaei@alum.sharif.edu-J 

_____________________________________________________________________________  
پذيري و قابليت اطمينان بالا شناخته  گيري زاويه چرخش با دقت، تفكيك اندازه انكودرهاي چرخان نوري عموماً بعنوان ابزار: چكيده

 ″گيري خيلي دقيق در رنج  براي اندازه. باشديكي از منابع مهم خطاي اين نوع انكودرها لنگي شعاعي الگوي كد ديسك مي. شوند مي
باشد و همچنين اين مقدار لنگي بايد تحت  µm 1ار كمتر از لنگي شعاعي الگوي كد نتيجه از ياتاقانها و نصب بايد بسي ± 5″تا  ± 1

تواند در گردد كه ميدر اين مقاله ابزاري جهت نصب ديسك كدشده پيشنهاد مي. بارهايي نظير نيروهاي وزن يا فرايند تضمين گردد
اصول . گيري نمايدندازهخلال نصب و بعد از نصب موقت ديسك كدشده مقدار لنگي شعاعي الگوي كد را خيلي دقيق و سريع ا

همچنين روابط خطاي احتمالي اين روش . استگيري لنگي شعاعي الگوي كد توسط اين ابزار با روابط رياضي اثبات شدهاندازه
اي از طرح پيشنهادي نمونه. استگيري محاسبه گرديده و با تحليل نتايج آن مشخصات عملكردي ابزار پيشنهادي استخراج شدهاندازه
گيري شد و با لنگي لنگي شعاعي الگوي كد يك ديسك نصب شده، توسط اين ابزار اندازه. ته شد و مورد آزمايش قرار گرفتساخ

گيري زاويه چرخش وقتي از آن براي اندازه _گيري همان ديسك نصب شده اندازه خطايشعاعي محاسبه شده از تحليل منحني 
دهد كه ابزار پيشنهادي قادر است تا لنگي شعاعي الگوي كد را با دقت و قابليت مي نتايج نشان. مقايسه گرديد _شد استفاده مي

  .گيري نمايداطمينان بالايي اندازه

  لنگي -خطاي احتمالي –دقت انكودر چرخان  -نصب ديسك انكودر -انكودر چرخان: هاي كليدي واژه

Abstract: Optical rotary encoders are generally known as rotational angle measuring devices 
with high accuracy, resolution, and reliability. One of the important error sources of these 
encoders is code pattern radial runout of its disk. Usually, for high accuracy measurements in 
the range of ±1 arc sec to ±5 arc sec, the code pattern radial runout resulting from the bearing or 
during installation must be significantly less than 1µm. These values must also be guaranteed 
under loads e.g. from workpiece weight and process forces. In this paper an instrument is 
proposed for installation of encoded disk that can measure radial runout of code pattern both 
during installation and after temporary installation of encoded disk with high accuracy and fast. 
The principle of code pattern radial runout measuring by this instrument is proven by 
mathematics equations and also probability of error equation of this measuring method is 
calculated. The performance characteristics of the proposed instrument are exploited by 
analyzing of the results. A prototype of the proposed instrument was fabricated and tested. 
Measured radial runout of a mounted disk by the fabricated instrument were compared whit 
calculated radial runout resulting of error curve analyzing of the same mounted disk, when it is 
used for measurement of rotational angles. Results show that the proposed instrument is capable 
to measuring code pattern radial runout with high accuracy and reliability. 

Keywords: Encoder Disk Mounting, Rotary Encoder Accuracy, Probability of Erorr, Runout, 
Optical Rotary Encoder 

____________________________________________________________________________  
  ها، علائم و اختصارات و واحدها سمبل

(Rad) زاوية چرخش شفت انكودر      λ  
(mm) مقدار لنگي الگوي كد      e  



16 

 رضايي. ، جيچرخان نور يكد ديسك انكودرها يشعاعي الگو يدقيق و سريع مقدار لنگ يگير اندازه يبرا يابزار

Journal of Control, 2007, V.1, N.1  ،۱، شماره ۱، جلد ۱۳۸۵مجله کنترل  

  

(mm)  e1        بحراني اول.crite  

(mm) e 2        بحراني دوم.crite  
(mm) شعاع الگوي كد    R  

(Rad)  هد زاوية قرائت شده توسطC     1γ  

(Rad)  زاوية قرائت شده توسط هدD     2γ  
(CPR) تعداد سيكل خروجي انكودر در دور    Z  

(V)  ولتاژ توليد شده توسط هدC       1V  

(V)  ولتاژ توليد شده توسط هدD      2V   
(V) DC آفست        c 

(V)  دامنه موجAC         a  

(Rad)  اختلاف فاز ناشي از موقعيت هدهايC  وD  η  

(Rad) ز بين سيگنال هدهاي اختلاف فاC  وD    φ  

 (Rad) تغييرات نسبي زاوية فاز بين سيگنال هدهايC  و D φ∆  
 (s) زمان يك سيكل خروجي هريك از هدهايC  ياD  T  
(s) هاي مشابه و متوالي سيگنال هدهاي  تغييرات فاصلة زماني مابين لبهC وD 

          t∆  
(mm) دعرض متوسط خطوط الگوي ك (linespacing)   S  

(mm) S 1        بحراني اول.critS  

(mm) S 2        بحراني دوم.critS  

(mm) S بهينه        .optS  
(Rad)  زاويه بين هدهايC  وD و محور دوران    ψ  

(RPM) سرعت دوران ديسك كدشده    N 

 M      حساسيت يا بزرگنمايي) بدون واحد(

(mm)  خطاي احتماليe      eσ  

 (s) خطاي احتماليt∆       t∆σ  

(s)  خطاي احتماليT         Tσ  

 (mm) خطاي احتماليS       Sσ  

(Rad) خطاي احتماليψ      ψσ  

  S ،(e/S)       Uه ب eنسبت ) بدون واحد(

  U      Uσخطاي احتمالي) بدون واحد(

(mm) خطاي موقعيت هدها بروي شعاع ديسك كد شده  R∆  
توانند بطور همزمان روي  تعداد خطوط الگوي كد كه مي) بدون واحد(

  Zn      ا قرار گيرندگيرنده نوري هده

(Hz) گيري زمانفركانس ساعت اندازه    cF  
تفكيك پذيري ساعت اندازه گيري زمان در واحد فركانس ) بدون واحد(

  K        سيگنال خروجي هدها

  optK.        بهينه K) بدون واحد(

  minK.        منيمم K) واحد بدون(
  n    گيري تعداد دفعات اندازه) بدون واحد(

  مقدمه  .1

هاي ابزار انجام  دهي در فرايندهايي كه با ماشين افزايش دقت موقعيت
پذيري و  گيري زاوية چرخش با تفكيك گيرند، نيازمند ابزاري براي اندازه مي

گيري  نوري عموماً بعنوان ابزار اندازهانكودرهاي چرخان . باشد دقت بالا مي
پذيري و قابليت اطمينان بالا شناخته  زاويه چرخش با دقت، تفكيك

ساختمان يك انكودر چرخان نوري مرسوم رانشان  1شكل . ]1،2،3[شوند مي
اين نوع انكودر شامل يك ديسك چرخان مي باشد كه روي آن  .دهدمي

ن ديسك روي روتور انكودر قرار است، اييك الگوي كد شعاعي ايجاد شده
شود يك ماسك نيز روي استاتور انكودر گرفته و محور بار به آن كوپل مي

يك منبع نور ، . باشد كه شامل بخشي از الگوي كد ديسك چرخان استمي
كند پرتوي نوري لازم را جهت عبور از الگوي كد ديسك و ماسك مهيا مي

را به سيگنالهاي الكتريكي تبديل و چند گيرندة نوري پرتوي نور عبوري 
 .شوندكرده و سپس اين سيگنالها براي شمارش پردازش مي

  ساختمان يك انكودر چرخان نوري مرسوم  )۱ شكل
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دقت انكودرهاي چرخان بصورت انحراف موقعيتي در يك دور چرخش 
انحراف . ]2،4[گردد سيگنال خروجي تعريف مي 1انكودر و در يك دورة
 2چرخش انكودر در اثر عواملي نظير لنگي شعاعي موقعيتي در يك دور

. ]2،4،5،6[باشد دار الگوي كد شعاعي مي الگوي كد ديسك و انحراف جهت
انحراف موقعيتي در يك دورة سيگنال مربوط به كيفيت آشكارسازي الگوي 
كد، تغييرات گام الگوي كد، نواقص محلي الگوي كد و واسطة ديسك 

هر دو نوع انحراف موقعيتي تأثير ذاتي روي . ]2،4،6،7[باشدانكودر مي
خصوصاً در محركهايي كه با كنترل سرعت . دارند 3مشخصات محركها

  . ]2،8،9[باشند، اين تأثير بسيار قدرتمند خواهد بود   ديجيتال مي
دو روش اساسي براي بدست آوردن سرعت موتورها توسط انكودر 

ناميده  4مترمعين كه فركانسشمارش پالسهاي انكودر در زماني : وجود دارد
ناميده  5گيري عرض يك پالس كه پريودمتر  شود، يا اندازه مي
گيري دقيقي را در سرعت پايين ارائه  روش دوم اندازه .]8،9،10[شود مي
دهد تا كنترلر  تر است و به ما امكان مي اين روش از روش اول دقيق. دهد مي

ارتعاش بكار ببريم، اما دقت آن گشتاور نيرومندي را بدون مشكلات نويز و 
اين انكودر بايد . ]9[بستگي كاملي به دقت انكودر مربوطه خواهد داشت

 .]8،9[سيگنالهايي با دقت لبه تا لبة خوبي را فراهم نمايد

منابع خطاي لنگي شعاعي الگوي كد و روشهاي  .2
 كاهش اين خطا

  :باشد خطاي لنگي شعاعي الگوي كد داراي سه مؤلفة زير مي
لنگي شعاعي الگوي كد در اثر خيز شفت انكودر تحت بارهاي  -1

اثر اين مؤلفه لنگي با اتصال محور بار  ).نيروهاي وزن يا فرايند(خارجي 
  .گرددپذير به شفت انكودر تقريباً حذف مي توسط كوپلينگهاي انعطاف

براي  .لنگي شعاعي الگوي كد در اثر لنگي شعاعي ياتاقانهاي انكودر -2
اين مؤلفه لنگي، بلبرينگهاي كه در انكودرها استفاده مي شود بايد از كاهش 

كلاس تلرانس بلبرينگها دو نوع دقت . كلاس تلرانسي بالايي برخوردار باشند
دقت ابعادي كه براي نصب سلامت بلبرينگها مهم : كند بلبرينگها را تشريح مي

. مهم استباشد و دقت عملكردي كه براي لنگي عضو چرخندة ماشين  مي
 ABEC 4تواند در انكودرها بكار رود  ترين كيفيت بلبرينگها كه مي پايين

                                                            
 

 
1. Period    
2. Radial Runout 
3. Drives  
4. Frequencimeter 
5. Periodimeter 

 
 

 
 

يا مخصوص ساخته  ABEC 7ها با بلبرينگهاي  باشد و بهترين سيستم مي
كه مناسب  mm 8با قطر داخلي  ABEC 7يك بلبرينگ . ]4[شوند  مي

 µm 5/2شعاعي ماكزيمم  لنگي تواند ذاتاً داراي خطاي انكودرها باشد مي
  .پذير نخواهد بود ، كه پرهيز از آن امكان]11[باشد 

لنگي شعاعي الگوي كد در اثر نصب نامناسب ديسك چرخان بروي  -3
براي نصب دقيق ديسك كد شده بر روي شفت انكودر معمولاً  .شفت انكودر

گردد و مركز الگوي كد را به مركز دوران شفت  از ميكروسكوپ استفاده مي
در اين روش نصب، بدليل اينكه الگوي كد ديسك در مركز . ندده انتقال مي

گيرد و نه مركز بلبرينگها، لذا لنگي شعاعي الگوي ياتاقانهاي خودش قرار مي
عموماً براي . كد ناشي از لنگي شعاعي ياتاقانها نيز حذف خواهد گرديد

فوق لنگي نتيجه از سه مؤلفة  ± 5″تا  ± 1 ″گيري خيلي دقيق در رنج  اندازه
  .]2[باشد µm 1بايد بسيار كمتر از 

روش معمول نصب ديسك كدشده را بروي شفت انكودر نشان  2شكل 
بندي  ميدهد، با توجه به شكل در روش معمول ابتدا شفت در يك فلنج ياتاقان

شده و سپس ديسك كد شده بر روي نشيمنگاه خود در روي شفت قرار داده 
با . گردد به شفت محكم ميشود و توسط يك بست بصورت موقت  مي

چرخاندن شفت و مشاهدة الگوي كد ديسك از طريق يك ميكروسكوپ، 
يابد كه مركز الگوي كد منطبق بر محور دوران  ديسك به موقعيتي انتقال مي

 .شود و نهايتاً ديسك توسط چسب به شفت اتصال دائم داده مي. گردد

[1]  

  د از نصب اجزاءبع) ب(، اجزاء لازم جهت نصب ديسك كدشده) الف( )٢ شكل

بدليل اينكه عمليات نصب ديسك كد شده به كمك چشم انجام 
گيرد، خستگي چشم و در نتيجه خطاي اپراتور وجود خواهد داشت، از  مي

طرف ديگر اندازه گيري لنگي شعاعي الگوي كد قبل از نصب دائم ديسك 
سازي ديسك وجود  كدشده لازم است، زيرا بعد از نصب دائم امكان جدا

پذيري رتيكل درون چشمي ميكروسكوپ نيز از  معمولاً تفكيك. داردن
0.01mm توان  كند؛ بنابراين بكمك چشمي ميكروسكوپ نمي تجاوز نمي
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باشد را  ميزان لنگي شعاعي الگوي كد كه معمولاً خيلي كمتر از اين مقدار مي
در صورتيكه (كمك گرفتن از ميز ميكروسكوپ . گيري كرد اندازه

گيري لنگي  جهت اندازه) ابزارسازي مورد استفاده قرار گيرد،ميكروسكوپ 
باشد، لذا براي  گير، پرزحمت و غيردقيق مي شعاعي الگوي كد وقت

     .گيري لنگي شعاعي الگوي كد نيازمند به روشي دقيق و سريع هستيم اندازه

  گيري لنگي شعاعي الگوي كدابزار اندازه .3

دشده تشريح مي گردد كه مي در اين مقاله ابزاري جهت نصب ديسك ك
تواند در خلال نصب ويا بعد از نصب موقت ديسك كدشده مقدار لنگي را 

تصويري از ابزار مورد نظر  3شكل . براحتي و خيلي دقيق اندازه گيري نمايد
، فيكسچر نصب ديسك DCاين ابزار شامل بدنه، موتور . را نشان مي دهد

ه بتوانيم توسط اين ابزار لنگي براي اينك. ميباشد Dو Cكدشده و هدهاي 
شعاعي ياتاقانها انكودر را نيز كاهش دهيم، فيكسچر نصب ديسك كدشده 

  .بايد همان استاتور انكودر مربوطه باشد
 Dو  Cبدون نصب هدهاي  2از ابزار شكل   XXديد ) الف( -4شكل  

ي ياتاقان بند) استاتور(در فلنجي) روتور(در اين شكل شفت انكودر. مي باشد
شده است و ديسك كدشده بصورت موقت توسط بست به شفت انكودر 

نيز ) ب( -4شكل . اتصال يافته وبه كمك چرخ و تسمه بدوران در مي آيد
در برش نشان داده شده  Cدر اين شكل هد . باشدمي 2از شكل  YYديد 
در اين شكل هدها مطابق با اصول نور هندسي الگوي كد را آشكار . است
باشد هدها بايد مطابق با  µm 8هرحال اگر گام الگوي كد كمتر از كنند، بمي

مشابه اند و  Dو Cهردو هد ]. 12[اصول پراش و تداخل نور عمل كنند
موقعيتي متقارن نسبت به محور شفت انكودر دارند و جهت آشكارسازي 

اين هدها مي توانند در خلال نصب، . الگوي كد  ديسك بكار مي روند
هدها . صورت سيگنالهاي آنالوگ يا ديجيتال آشكار نمايندالگوي كد را ب

با شل كردن پيچ خروسكي هدها . توسط پيچ خروسكي به پايه محكم شده اند
مي توانند از ديسك كدشده دور شوند تا فيكسچر نصب ديسك كدشده 

ابزار فوق براي نصب . بتواند روي ابزار نصب گردد و يا از آن جدا شود
اند توسط روبنده روي ميز يك ميكروسكوپ توديسك كدشده مي
  .نصب گردد 5ابزارسازي نظير شكل 

  

  جهت نصب ديسك كدشدهپيشنهادي ابزار  )۳ شكل

  

  

 )الف( ]2[

  

  )ب( ]3[

  2از ابزار شكل  YYديد ) ب(، 2از ابزار شكل   XXديد ) الف(  )۴ شكل

نشان  Dو  Cكه بترتيب با حروف  Dو Cهندسه موقعيت هدهاي  6شكل 
در صورتيكه   6مطابق شكل . بت به الگوي كد نشان مي دهدداده شده را نس

 Óباشد، اگر شفت انكودر كه محور آن در نقطة  eالگوي كد داراي لنگي
به   Cبراي هد  Oبچرخد، الگوي كد حول مركز خود λباشد به اندازة  مي

و مقدار خطاي لنگي . چرخيده است 2γبه اندازة   Dبراي هدو  1γاندازة 
D ،αو در موقعيت هد  −C ،αدر موقعيت هد    .باشد مي +′



19 

 رضايي. ، جيچرخان نور يكد ديسك انكودرها يشعاعي الگو يدقيق و سريع مقدار لنگ يگير اندازه يبرا يابزار

Journal of Control, 2007, V.1, N.1  ،۱، شماره ۱، جلد ۱۳۸۵مجله کنترل  

  

و  DOÓهاي  كه بترتيب حاكم بر مثلث) 2(و ) 1(به كمك روابط 
COÓ نمود كه مقادير توان بصورت زير اثبات باشد مي ميα وα براي  ′

  :باشند ها با هم برابر مي λتمام مقادير

)١(    eR )sin()sin( αλ ′=   

)۲(    eR )sin()sin( αλπ =−  

)sin()sin(از آنجائيكه، λπλ   :بنابراين داريم است، =−

)۳(    αα ′=   

    
⎩
⎨
⎧

+=
−=

∴
αλγ
αλγ

2

1  

هاي اوليه هدها آنالوگ هستند و دو رابطة نوعي آنها را با توجه  سيگنال
  :توان بصورت زير نوشت  مي 6به شكل 

)٤(    )sin( 1111 γZacV +=  

)٥(    )sin( 2222 ηγ ++= ZacV  

سيگنالهاي خروجي  ACدامنة مؤلفه  aو  DCمؤلفه  cدر روابط بالا 
آيد كه باشد و هنگامي بوجود مياختلاف فاز دو سيگنال هدها مي η.است

موقعيت هدها روي الگوي كد ديسك از نظر فازي در نقاط مشابهي قرار 
در روابط ) 3(از رابطة  2γو  1γ  با جايگزين كردن مقادير. باشندنگرفته

  : داريم) 5(و ) 4(

)٦(    )sin(111 αλ ZZacV −+=  

)٧(    )sin(222 ηαλ +++= ZZacV  

 2Vنسبت به 1Vسيگنال φاختلاف فاز ) 7(و) 6(با توجه به روابط 
  :باشدبصورت زير قابل محاسبه مي

)۸(    ηααληαλφ +=−−++= ZZZZZ 2)()(  

اي  ، خطاي سرعت زاويهφاز اختلاف فاز  αZ2در رابطة بالا 
به اين . باشد كه در اثر لنگي شعاعي الگوي كد ديسك ايجاد شده است مي

نيز  αمقدار) 1(كمك رابطة به. گويند مي Phase Jitterتغييرات زاوية فاز 
  : گردد بصورت زير محاسبه مي

)٩(    )sin(λα
R
e

=  

باشد و مقدار ماكزيمم آن در  راديان مي αواحد) 8(در رابطة 
2πλزواياي 23πλو =   :هد كه برابر خواهد بود با د رخ مي =

)١٠(    
R
e

±=maxα  

تغييرات نسبي زاوية فاز در يك دور كامل انكودر ) 8(بنابراين طبق رابطه 
  :از روابط زير محاسبه مي گردد

)١١(    )sin(2 λφ
R
Ze

=∆  

)١٢(    
R
Ze2

max =∆φ  

باشد و واحد آن راديان  ية فاز ميتغييرات نسبي زاو ∆φدر روابط بالا 
  .است

در صورتيكه بتوانيم مقدار ماكزيمم تغييرات نسبي زاويه فاز را 
توانيم مقدار لنگي شعاعي الگوي كد را مطابق رابطة زير  گيري كنيم مي اندازه

  :محاسبه نماييم 

)۱۳(    
Z

R
e

2
maxφ∆

=  

 
  يسك كدشدهيك نمونه ميكروسكوپ ابزارسازي براي نصب د  )۵ شكل

  

  Dو Cشماتيك الگوي كد همراه با دو هد   )۶ شكل
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  تغييرات نسبي زاويه فاز گيريهانداز .4

ترين روش اندازه گيري ماكزيمم تغييرات نسبي زاوية فاز،  دقيق
هاي متناظر دو سيگنال خروجي  گيري تغييرات فاصلة زماني مابين لبه اندازه

)(ديجيتال هدها t∆ گيري زمان يك دورة كامل  و همچنين اندازه
، و سپس )7شكل(باشد توسط يك ساعت فركانس بالا مي (T) سيگنالها

  :توان بصورت زير محاسبه نمود  را مي ∆maxφتوسط رابطة زير مقدار

)١٤(    πφ 2⋅∆
=∆

T
t  

    πφ 2max
max ⋅

∆
=∆∴

T
t  

توان  مقدار لنگي شعاعي الگوي كد را مي) 14(و ) 13(با تركيب روابط 
  :زير تعيين كرد بصورت 

)١٥(    S
T
t

e ⋅
∆

= max  

zRSدر اين رابطه 2/2π=  عرض متوسط خطوط الگوي
بدليل وجود . باشد و واحد آن ميليمتر است  مي  (Line Spacing)كد

گيري شده از يك سيكل اندازه Tاي، زمان خطاي تغييرات سرعت زاويه
براي حذف اين . باشدمي ±∆4tسيگنال خروجي داراي ماكزيمم خطاي

را از دو سيكل مجاور هم از دو سيگنال خروجي  2Tو 1Tخطا بايد زمان
  .گيري كرد وسپس ميانگين رياضي آنرا محاسبه نموداندازه

در هر زمان سيكلهاي دو سيگنال خروجي هدها ) 7(و ) 6(مطابق روابط 
  :گردندلحظه بصورت زير بيان مي

     
NZ

T 60)
2

1(1 π
α

−=  

     
NZ

T 60)
2

1(2 π
α

+=  

)۱۶(    
NZ

TT
T 60

2
21 =

+
=∴  

  .باشدسرعت دوران ديسك كدشده مي Nدر روابط بالا 

  

خط پر ( دو سيگنال خروجي ديجيتال هدهاتوسط  Tو  ∆tگيري زماناندازه )۷ شكل
  .)دهندل واقعي و خط چين سيگنال تئوري را نشان ميسيگنا

تعميم روابط بدست آمده براي هر موقعيت  .5
  هندسي هدها نسبت به الگوي كد 

نسبت به محور دوران متقارن بوده و  Dو Cموقعيت هدهاي  6در شكل 
. درجه مي باشد 180زاويه اي كه نسبت به مركز دوران تشكيل مي دهند 

در . وقعيت هدها را بروي الگوي كد نشان مي دهدحالت عمومي م 7شكل 
  .تشكيل مي دهند ψنسبت به محور دوران زاويه Dو Cاين شكل هدهاي 

 λمي باشد به اندازه Óاگر شفت انكودر كه محور آن  8مطابق شكل 
كمك گيري مي شود بهكه توسط هدها اندازه 2γو 1γبچرخد مقادير

  :روابط زير محاسبه مي گردند

)١٧(    11 αλγ −=  

)١٨(    22 αλγ −=  

  :در روابط بالا داريم

)١٩(    )sin(1 λα
R
e

=  

)٢٠(    )sin(2 ψλα +=
R
e  

  : از طرفي روابط نوعي سيگنالهاي دو هد برابر خواهد بود با

)٢١(    )sin( 1111 γZacV +=  

)٢٢(    )sin( 2222 ηγ ++= ZacV  

  :بترتيب داريم ) 22(، )20(، )18(و  ) 21(، )19(، )17(با تركيب روابط 

)٢٣(    ))sin(sin(111 λλ
R
eZZacV −+=  

)٢٤(    ))sin(sin(222 ηψλλ ++−+=
R
eZZacV  
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  :بنابراين تغييرات نسبي زاويه فاز بين سيگنالها برابر خواهد بود با 

)٢٥(    [ ])sin()sin( λψλφ −+=∆
R
Ze  

  :رابدست مي آوريم  ∆maxφسپس با ماكزيمم كردن رابطه بالا

)٢٦(    )
2

sin(2
max

ψφ
R
Ze

=∆  

  :ولنگي شعاعي الگوي كد نيز مي تواند از رابطه زير محاسبه گردد 

)٢٧(    
)2sin(2

max

ψ
φ

Z
Re ∆

=  

  :نيز بصورت زير بدست مي آيد ) 15(همچنين فرم عمومي رابطه 

)۲۸(    
)2sin(

max

ψ
S

T
t

e ⋅
∆

=  

محاسبه گردد،  2Tو 1Tتواند از ميانگين رياضي زمانهايمي Tزمان 
 1Tنسبت به ψ−180اي به اندازه در اختلاف زاويه 2Tبشرط اينكه

  .باشدگيري شدهاندازه
مقدار حساسيت يا بزرگنمايي سيستم طراحي شده توسط رابطه زير 

  :محاسبه مي گردد 

)٢٩(    )2sin(2)( max ψ
φ

R
Z

de
d

M =
∆

=  

رابطه  Rرابطه مستقيم و با  Zبزرگنمايي با )27(با توجه به رابطه 
  .بزرگنمايي افزايش مي يابد πتا مقدار ψهمچنين با افزايش. معكوس دارد

  

  Dو Cالگوي كد همراه با دو هد عمومي شماتيك  )۸ شكل

  قابليت اطمينان و خطاي احتمالي .6

با . باشندگيري معمولاٌ داراي توزيع نرمال ميخطاهاي تصادفي در اندازه
را بصورت زير  eگيري ازهتوان احتمال خطاي اندمي) 27(استفاده از رابطه 

  .محاسبه نمود

)٣٠(    
)2(4

. 2

2

2

2

2

2

2
max

2
max

ψ
σσσσ

σ ψ

tgSTt
e STt

e +++
∆

= ∆  

. باشدمي eخطاي احتمالي  eσدر رابطه بالا
maxt∆σ  خطاي

باشد اگر فركانس ساعت مي Tخطاي احتمالي  Tσو ∆maxtاحتمالي
بناميم، خطاي احتمالي cFيري زمان راگاندازه

maxt∆σ  با برابر
)2/(1 cF±  وsσ  1)/22(برابر cF± خواهد بود .sσ  خطاي

چون در . انكودر استباشد كه مربوط به فرايند توليد ديسك مي Sاحتمالي 
گردد مقدار توليد ديسكهاي انكودر نوري از تكنيكهاي ليتوگرافي استفاده مي

sσ يك مقدار نوعي براي . به سيستمهاي رزيست و نوردهي بستگي دارد
sσ  30حدود nm همچنين اگر هدها در اثر تلرانسهاي ]. 13[باشدمي

يا انبساط حرارتي ابزار پيشنهادي در شعاع دلخواه روي الگوي كد  ساخت
ZRداراي خطاي سيستماتيك  Sقرار نگيرند مقدار  /).( ∆π خواهد بود .

RReتوزيع اين خطا يكنواخت بوده و باعث خطاي  /).( گيري در اندازه ∆
 eσت جبري با مقدار لنگي شعاعي الگوي كد خواهد شد كه بايد بصور

رود خوشبختانه بهترين گيرنده نوري كه در انكودرها بكار مي. جمع گردد
توان اندازه سطح اين مي]. 12[باشدمي (solar cell)سلول خورشيدي 

بزرگتر از طول خطوط الگوي كد انتخاب  Dو  Cها را براي هدهاي گيرنده
گيري مستقل از موقعيت شعاعي هدها بروي ازهكرد، در اينصورت دقت اند

همچنين بدليل اينكه اين نوع گيرنده نوري ميانگين . الگوي كد خواهد شد
 Sكند عملاٌ نور عبوري از تعداد زيادي خطوط الگوي كد را دريافت مي

و خطاي ] 14[باشدمقدار ميانگين عرض تعداد زيادي از خطوط الگوي كد مي
تعداد خطوط الگوي كد  Zn. خواهد شد zn/30باندازه  sσاحتمالي 

بهر حال ما . گيرندكه بطور همزمان روي گيرنده نوري قرار ميباشد مي
فرض  nm 30را همان  Sσكنيم و مقداربدترين حالت مسئله را حل مي

) 30(با توجه به رابطه . باشدتلرانس ساخت ابزار پيشنهادي مي ψσ.كنيممي
πψاگر  . گيري برابر صفر خواهد شدباشد اين مؤلفه از خطاي اندازه =

πψاگر. دهيمما هم تحليل خود را براي بهترين طراحي ادامه مي = 
-مي cFبا توجه به اينكه با تغيير. محاسبه گردد) 15(بايد از رابطه  eσباشد

و Tσتوان مقادير
maxt∆σ  را تغيير داد، خطاهاي احتمالي را به دو دسته
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را  ∆Ttmaxبراي سادگي تحليل . كنيمثابت و قابل تغيير دسته بندي مي
U بنابراين داريم . كنيمتعريف مي:  

)٣١(    SUe ⋅=  

و خطاي احتمالي ، eσ :، برابر است با    

)٣٢(    2222
SUe US σσσ +=  

:برابر است با  Uσهمچنين  

)٣٣(    
2

2

2
max

2
max

TtS
e Tt

U
σσ

σ +
∆

⋅= ∆  

وساده كردن ) 33(قادير هريك از پارامترهاي رابطه با جايگزين كردن م
  :اين رابطه خواهيم داشت

)٣٤(    2

2

2
1

602
1

S
e

F
ZN

c
U +⋅⋅=σ  

)()60(اگر cFZNK   :باشد، داريم =

)٣٥(    2

2

2
1..

2
1

S
eKU +=σ  

پذيري ساعت در واحد فركانس سيگنال خروجي هدها تفكيك Kمقدار 
اثر . را كاهش داد Uخطاي احتمالي  توانباشد، كه با كاهش مقدار آن ميمي
K خطاي احتمالي  در كاهش مؤلفه قابل تغييرUSσ  و خطاي احتماليe  را
از  Kهمچنين شكل نشان مي دهد كه  اگر . مشاهده كرد 9توان در شكل مي

 eمقاديري از ناميم كوچكتر گردد بازاي مي critK.مقدار معيني كه ما آنرا 
 SUσ، تنها تا مقدارeσباشند، خطاي احتمالي ، crite.1كه بزرگتر از 

 critK.هايي كه كوچكتر از Kتوان براي تواند كاهش يابد و لذا ميمي
  :را بصورت زير نوشت  eσباشند،  با تقريب خوبي رابطه

)٣٦(    SSe S
eU σσσ ⋅==   

خطا در محاسبه خطاي احتمالي واقعي مجاز % 1اگر ماكزيمم 
  .توان از رابطه زير  محاسبه نمودرا مي critK.بدانيم،

)٣٧(    
S

K S
crit

σ
⋅= 403.0.  

گردد و موقعيت آن نيز اسبه مياز رابطه زير مح crite.1همچنين مقدار 
  .استشدهنشان داده 9در شكل  critK.براي

)٣٨(    
S

crit
KSe
σ

2

1. 51.3 ⋅=  

 
، و )SUσ(مؤلفه ثابت خطاي احتمالي )eσ(گيري خطاي احتمالي اندازه )۹ شكل

با مقادير ) e(در مقابل لنگي شعاعي الگوي كد )  USσ(مؤلفه قابل تغيير خطاي احتمالي 
 Kمختلف 

گيري تنها تا براي اين بخش از خطاي احتمالي بدليل اينكه دقت اندازه
SSeمقدار σ)(± توان براي هر مقدار لنگي تواند بهبود يابد ميمي

را از  eσاگر خطاي محاسبه مشابهاٌ. كرداي محاسبهبهينه e (K(شعاعي مجاز 
را از رابطه ) optK.(بهينه  Kتوان در نظر بگيريم مي% 1مقدار واقعي آن 

مقداريست كه اگر ابزار پيشنهادي را با  optK.بنابرين. بدست آورد) 38(
Kهاي بسيار كوچكتر از.optK  بهبود در  % 1نيز بكار ببريم، تنها بايد انتظار

  .باشيمدقت اندازه گيري داشته

)٣٩(    
22.

5.0
285.0

SeS

e
K S

opt
+⋅

⋅=
σ  

هاي مختلف Sو خطاي احتمالي مطابق با آن را براي  optK.10شكل 
توانند يها نهايتاٌ مe .optKبا توجه به شكل با افزايش . دهدنشان مي

هاي S، براي مقادير eو همچنين بازاي مقدار معين . افزايش يابند critK.تا
خوشبختانه امروزه تكنولوژي . باشندها كوچكتر ميoptK.بزرگتر

است، هاي خيلي كوچك را فراهم كردهKالكترونيكي اجازه بكارگيري 
قابل  Kاگر كمترين . حداقلي نيز وجود داردK بهرحال نبايد فراموش كرد كه

بناميم، بازاي هر مقدار خطاي مجاز  minK.انتخاب توسط ابزار پيشنهادي را
بحراني محاسبه نمود كه براي  S) 40(توان مطابق رابطه ، ميeلنگي شعاعي ،

SSeگيري برابر با بحراني دقت اندازه Sمقادير كوچكتر از  σ)(± مي -
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 minK.گيري تابعي ازبحراني دقت اندازه Sهاي بزرگتر از Sاما براي . باشد
  :بناميم داريم critS.1بحراني را  Sاگر اين . گرددمي

)۴۰(    
2
1

22
.min

2

1. 1
3.1

15.0
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+⋅⋅=

eK
eS S

crit
σ  

هاي eبحراني دومي بدست آورد كه براي  eتوان مي 9باتوجه به شكل 
كوچكتر از آن بتوان خطاي احتمالي را با تقريب خوبي بصورت 

KS5.0± اگر . نوشتe  2بحراني دوم را.crite  بناميم و خطاي
توان مطابق رابطه در نظر بگيريم، مي% 1را از مقدار واقعي آن  eσمحاسبه

  .را محاسبه نمود crite.2زير

)٤١(    
S

crit
KSe
σ

2

2. 071.0 ⋅=  

توان به كمك ،  ميeمشابهاٌ براي هر مقدار خطاي مجاز لنگي شعاعي ،
هاي بزرگتر از آن بتوان خطاي Sبدست آورد كه براي  critS.2)42(رابطه 

  . نوشت KS5.0±احتمالي را با تقريب خوبي بصورت 

)٤٢(    
2
1

22
.min

2

2. 1
3.1

151.3
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⋅⋅=

eK
eS S

crit
σ  

 

  S، بازاي مقادير مختلف  optK.مطابق آن در مقابل eσو e مقادير  - )۱۰ شكل

و ) SUσ(، مؤلفه ثابت خطاي احتمالي )eσ(گيري خطاي احتمالي اندازه  )۱۱ شكل

با ) S(در مقابل عرض متوسط خطوط الگوي كد )  USσ(ي احتمالي مؤلفقابل تغيير خطا
  Kمقادير مختلف 

گيرند، خطاي احتمالي بحراني قرار مي Sهايي كه بين دو Sبراي مقادير 
ها را در مقابل Sمقادير  11شكل . گرددمحاسبه مي) 31(از رابطه 

eσ،USσ وSUσ با مقادير مختلف.minK با توجه به . دهدنشان مي
منيمم  eσاي وجود دارد كه بازاي آنبهينه Sمعين  minK.شكل براي هر

  :واهيم داشتبناميم خ optS.بهينه را  Sاگر . گرددمي

)٤٣(    
.min

.
2
K
e

S S
opt

σ
=  

بطور خلاصه حالتهاي مختلف استفاده از ابزار پيشنهادي را به  2و  1جداول 
گيري لنگي شعاعي الگوي كد ديسك و  نصب ديسك ترتيب براي اندازه
  .كندانكودر تشريح مي

گيري استفاده كنيم، براي اندازه 1اگر از ابزار پيشنهادي مطابق جدول 
  .باشدنامساوي زير هميشه برقرار مي Sبازاي تمام مقادير  eدار معين مق

     SSU SeUSKS σσσ )(5.0 <+<  

گيري لنگي الگوي كد را هنگامي خواهيم بنابراين بهترين دقت اندازه
critee.2داشت كه نامساوي  Sو اگر براي نصب ديسكي با . برقرار باشد ≥

نامساوي زير هميشه برقرار  eكنيم بازاي تمام مقاديراستفاده  2معين از جدول 
  .است

     SSU SeUSKS σσσ )(5.0 <+>  

بنابراين بهترين دقت نصب ديسك را هنگامي خواهيم داشت كه 
.2.1نامساوي critcrit SSS همچنين شاخص كلي . برقرار باشد >>
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شد كارايي ابزار بيشتر باشد،  هر چه مقدار آن كمتر بامي minK.ابزار
  .خواهد بود

توان گيري با سرعت بالا، توسط ابزار پيشنهادي ميبدليل قابليت اندازه
گيري كرده و سپس مقدار مقدار لنگي شعاعي الگوي كد را بارها اندازه

گيري بهتري در اين صورت دقت اندازه. ميانگين رياضي آن را محاسبه نمود

 nدر اين رابطه . گرددبيان مي ±neσخواهيم داشت كه بصورت
  .باشدگيري ميتعداد دفعات اندازه

  نتايج تجربي .7

ساخته شد و جهت  o90=ψيك نمونه از طرح پيشنهادي با زاويه
اندازه گيري لنگي شعاعي الگوي كد يك ديسك كد شده افزايشي كه داري 

mmRشعاع الگوي كد بوده مورد استفاده  Z=1200و =5.17
تصويري از دو سيگنال ديجيتال خروجي هدها را بر روي  9شكل . قرار گرفت

در اين شكل تغييرات نسبي زاويه . صفحه نمايش اسيلوسكوپ نشان مي دهد
) 26(ابطة به كمك ر. ت شدئقرا 0.725Radمعادل 41.54Degفاز

  :بصورت زيرمحاسبه مي شود  (e)مقدار لنگي شعاعي الگوي كد

     mme 00748.0
)4sin(12002

5.17725.0
=

××
×

=
π

  

  :شده برابر است باحساسيت ابزار ساخته

     97.96)4/sin(
5.17

12002
=×

×
= πM  

 

  Dو  Cسيگنالهاي خروجي هدهاي  - )۱۲ شكل

  خروجي انكودرمنحني خطاي  - )۱۳ شكل

را  Dو  Cمنحني خطاي زاويه اندازه گيري شده توسط هدهاي  10شكل 
گرفته  FFTبراي تفكيك هارمونيكهاي مختلف آن از آن . نشان مي دهد

در اين شكل . نشان داده شده است 11شده و طيف فركانسي آن در شكل 
لنگي شعاعي الگوي  مربوط به خطاي 1Hzدامنه هارمونيك 

)(كد maxαمي باشد دامنه آن برابرo023.0 
RadEمعادل 40.4 را  e مقدار) 10(حال توسط رابطة . است −

  :محاسبه مي كنيم 

     mme 0070.000040.05.17 =×=  

خطا با مقدار لنگي اندازه نزديكي مقدار لنگي بدست آمده از منحني 
گيري شده توسط سيستم طراحي شده صحت عملكرد اين سيستم را نشان مي 

گيري است و بخش بخشي از اختلاف موجود مربوط به دقت اندازه. دهد
. بروي منحني خطا بوده است FFTبيشتري از اين اختلاف در اثر نشتي فرايند 

داري از انرژي هارمونيك نيز مشاهده مي گردد مق 11بطوريكه در شكل 
1Hz شده است؛ و لذا دامنه هارمونيك  روي فركانسهاي اطراف آن توزيع
1Hz استشدهكمتر از مقدار واقعي نشان داده.  

  خطا طيف فركانسي منحني - )۱۴ شكل
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  بنديجمع .8

 يكي از منابع خطاي انكودرهاي چرخان نوري، لنگي الگوي كد ديسك
نصب ديسك  اي از اين خطا مربوط به ياتاقانها وقسمت عمده. باشدآنها مي

توان در خلال نصب باشد، توسط ابزار پيشنهادي در اين مقاله ميكدشده مي
يا بعد از نصب موقت ديسك كدشده مقدار لنگي را خيلي سريع و دقيق 

گيري اين خطا قبل از نصب دائم ديسك كدشده از اندازه. گيري كرداندازه
ب دائم ديسك كدشده، باشد؛ زيرا بعد از نصلحاظ هزينه توليد بسيار مهم مي
عملكرد ابزار بصورت رياضي بيان شده . باشدتصحيح اين خطا امكانپذير نمي

گيري توسط ابزار پيشنهادي و همچنين با تحليل خطاي احتمالي اندازه
دهند اين مشخصات نشان مي. استمشخصات عملكردي ابزار استخراج شده

- گيري لنگي الگوي كد ميندازهكه اين ابزار با درجه بالايي از دقت قادر به ا

گيري لنگي هاي از طرح پيشنهادي ساخته شده و جهت اندازسپس نمونه. باشد
mmRاي باشعاعي الگوي كد ديسك كدشده 5.17= 

شده توسط اين ابزار گيري مقدار لنگي اندازه. بكاربرده شد Z=1200و
نتايج صحت . ه توسط منحني خطا مقايسه گشتبا مقدار لنگي محاسبه شد

با انتقال اطلاعات بدست آمده از دو  .دهدعملكرد ابزار پيشنهادي را نشان مي
سازي چرخش و لنگي ديسك توسط يك هد به يك كامپيوتر شخصي و شبيه

. نياز شدتوان از كاربرد ميكروسكوپ براي نصب ديسك كاملاٌ بيافزار مينرم
توان ب خودكار و كنترل كيفت خودكار نصب ديسك ميهمچنين براي نص

  . از اين روش  بهره جست
 

  گيري لنگي شعاعي الگوي كد يك ديسك نصب شدهمشخصات ابزار پيشنهادي براي اندازه -1جدول 
 eمقادير   Sمقادير   گيريدقت اندازه  تنظيمي Kمقدار   براي بهبود دقت بايد

K وSσ اهش دادرا ك  .critKK >  
SU US σσ  eتمام مقادير   Sتمام مقادير   ±+

Sσ را كاهش داد  .minK يا.optK SSe σ)(±   تمام مقاديرS  
1.critee ≥  

.minKوSσ را كاهش داد  .minK  
SU US σσ   Sتمام مقادير   ±+

1.2. critcrit eee <<  

.minK را كاهش داد  .minK  KS5.0±  تمام مقاديرS  
2.critee ≤  

 
  رانكود مشخصات ابزار پيشنهادي براي نصب ديسك -2جدول 

 Sمقادير  eمقادير  گيريدقت اندازه تنظيميKمقدار براي بهبود دقت بايد

Sσ را كاهش داد  .minK يا.optK SSe σ)(±   تمام مقاديرe  
1.critSS ≤ 

.minKوSσ را كاهش داد  .minK  
SU US σσ   eتمام مقادير   ±+

2.1. critcrit SSS <<  

.minK را كاهش داد  .minK  KS5.0±  تمام مقاديرe  
2.critSS ≥  
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كاربرد وسيع سيستمهاي حركت از راه دور در صنعت باعث شده كه در اين مقاله با ارائه روشي مناسب، پايداري و عملكرد  :چكيده 
فرمانبر به همين منظور از دو كنترلگر تطبيقي مدل مرجع مستقل براي سايت . اين سيستم ها در مقابل تاخير زماني خط انتقال بهبود يابد

طراحي و به سايت فرمانبر اعمال شده اما براي  ] 10[كنترلگر فرمانبر مطابق كار قبلي نويسندگان مقاله. و فرمانده استفاده شده است
سايت فرمانده بدليل تاخير زماني خط انتقال ابتدا سعي شده كه توسط جبرانساز فيدفوروارد فرآيند تحت كنترل تبديل به يك فرآيند 

كيدا حقيقي مثبت شود و سپس با طراحي كنترلگر تطبيقي ردياب مولد فرمان، كارايي مطلوب و پايداري مناسب براي آن هميشه ا
 .حاصل گردد

سيستم هميشه اكيدا حقيقي مثبت، كنترلگر ردياب مولد فرمان، جبرانساز  سيستم حركت از راه دور، تاخير زماني،: هاي كليدي واژه
  فيدفوروارد

Abstract: The widespread application of teleoperation systems in the industry has obliged this 
paper to improve system stability due delay over transmission line for these systems, through 
presenting a suitable method which gives desired stability and functionality. For this purpose it 
has opted two independent model reference adaptive controllers for slave and master sites. The 
slave site controller designed based on the our last paper[10] but because the master site 
includes time delay over transmission line, initially it has been tried with the help of 
feedforward compensator, the system to be transformed into a system which is an almost 
strictly positive real and proceeds with designing a command generator taracker, to achieve 
desired operation and proper stability for the process involved. 

Keywords: Teleoperation System, Time Delay, Command Generator Tracker, Feedforward 
Compensator.  

_____________________________________________________________________________ 
 

 مقدمه .1

با توجه به پيشرفت روز افزون رباتها در صنعت و لزوم استفاده از آنها در 
محيط هاي با شرايط خاص كه امكان حضور انسان در آنها ممكن نيست، 
بحث كنترل رباتها و استفاده مناسب آنها در فواصل دور، تحت عنوان 

د مطالعه و به عنوان يكي از دانشهاي روز، مور 1سيستمهاي حركت از راه دور
اكتشافات زير آب، انجام  .بررسي بسياري از محققين قرار گرفته است

تحقيقات در محيط هاي شيميايي، تحقيقات فضايي، جراحي از راه دور و 
  .جمله اين موارد هستند مانيتورينگ و نگهداري دستگاهها از

                                                            
  1Teleoperation 

براي كانال  2با ارائه مدل غير فعال] 1[اندرسون و اسپانگ 1989درسال 
. انتقال باعث بهبود پايداري سيستم در مقابل مقادير بزرگ تاخير زماني شدند

به هر حال الگوريتم كنترلي نمي توانست در مقابل تغييرات پارامترهاي محيط، 
ماريوان  2002در سال . ربات فرمانده و ربات فرمانبر پاسخ مناسبي بدست دهد

انتقال را در هر لحظه از زمان  با بكار گيري بهره متغير، كانال ] 2[و ليرافان
غير فعال كردند و در نتيجه پايداري سيستم بهبود پيدا كرد اما پاسخ سيستم 

بكارگيري كنترلگر و رويتگر  ]3[ريو و هانافورد. داراي رديابي مناسبي نبود
وظيفه رويتگر، گزارش . جهت غير فعال سازي سيستم را مطرح كردند

sررسي غير فعال بودن سيگنال هاي مورد نياز براي ب m( ,V  - F , )s mF V 
. سيستم بود در حاليكه كنترلگر، باعث غير فعال كردن كل سيستم مي شد

                                                            
2 Passive Model 
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پاسخ هاي شبيه سازي نشان مي داد كه رويت كردن سيگنال ها به صورت 
در سال . زمان حقيقي براي نرم افزار مشكل بود و نياز به تحقيق بيشتر دارد

، از متغيرهاي موج براي غير فعال كردن كانال ]4[يمييراسلوتين و نا 1991
، آنها با بكار گيري فيلتر در مسير 1997انتقال استفاده كردند و در سال 

متغيرهاي موج خطاي رديابي موقعيت بين ربات فرمانده و فرمانبر را كاهش 
ل دادند و براي اين منظور به همراه متغيرهاي موج، انتگرال آنها را نيز ارسا

حدود يك سال بعد توجه به اين نكته كه خراب شدن سيگنال موج به . كردند
دليل تغييرات زمان تاخير كانال باعث خطاي رديابي و عدم برقراري غير فعال 

به جاي انتقال سيگنال و سپس  ]5[بودن سيستم مي شد باعث شد كه آنها 
ا بدست آورده و انتگرالگيري در سمت گيرنده، ابتدا انتگرال موج و انرژي ر

 1سپس آن را همراه متغيرهاي موج ارسال كنند و در گيرنده از فيلتر بازساز
  .استفاده نمايند و در نتيجه غير فعال بودن سيستم مستقل از تاخير كانال مي شد

به منظور پايدار سازي  ]6[آقايان تاكايي، فوجيموتو و سانو 2000در سال 
شبيه سازي، . استفاده كردند H∞نترلگرسيستم هاي حركت از راه دور، از ك

پايداري سيستم را براي چند ميلي ثانيه نشان مي داد اما رديابي سيستم چندان 
با بكار گيري كنترلگر مد لغزشي در سمت ربات  ]7[چو و پاك. مناسب نبود

ستم در فرمانبر و كنترلگر امپدانس در سمت فرمانده باعث بهبود پايداري سي
هشترودي زاد و . مقابل تاخيرهاي بزرگتر و رديابي بهتر در سيستم شدند

در محيط  2 كنترل تطبيقي غير مستقيم براي دستيابي به تطابق ]8[سالكودن
هاي با تاخير متغير يا نامعلوم را به كار گرفتند اما تحليلي براي پايداري سيستم 

ر تطبيقي براي سيستم حركت از از كنترلگ ]9[و زوو سالكودن. ارائه ندادند
رديابي بسيار مناسب بود اما . راه دور يك طرفه يا دو طرفه استفاده كردند

پايداري سيستم مشروط به انتخاب محدود براي پارامترهاي كنترلگر مي شد 
حسيني، مومني و . كه در نتيجه باعث كاهش عملكرد مطلوب سيستم مي شد

رجع را مطرح كردند كه باعث بهبود كنترلگر تطبيقي مدل م ]10[شريفي
مجموعه كارهاي . شد رديابي سيستم براي تاخيرهاي بزرگتر خط انتقال مي

دهد كه بهبود پايداري، عملكرد مطلوب سيستم را كاهش  انجام شده نشان مي
دهد و داشتن سيستمي پايدار براي تاخيرهاي مختلف خط، به نحوي كه  مي

  .د همواره مورد توجه بوده استرديابي سيستم مناسب باقي بمان

  سيستم حركت از راه دور  .2

شود كه مهمترين  يك سيستم حركت از راه دور از چند بخش تشكيل مي
كه به عنوان رباتي كه بايد   3اپراتور انساني، ربات فرمانبر: آنها عبارتند از 

 سيستم انتقال. گيرد وظيفه خاصي را به انجام برساند، در محيط دور قرار مي
كه در حال حاضر با توجه به پيشرفتهاي سريع اينترنت معمولا از خط اينترنت 

                                                            
1 Reconstruction filter 
2 Transparency 
3 Slave Robot 

كه مشابه ربات فرمانبر است و اپراتور،  4ربات فرمانده. شود استفاده مي
عملكرد مورد نظرش را بر روي آن پياده مي كند و در نهايت محيط، كه كار 

  .شود توسط ربات فرمانبر بر روي آن انجام مي
. دهد نمونه اي از سيستم حركت از راه دور را نمايش مي )1(3 شكل 

شود سيگنال هايي از ربات فرمانده به  همانطور كه در شكل مشاهده مي
شوند كه خود باعث تعريف دو نوع سيستم  فرمانبر و برعكس فرستاده مي

در سيستمهاي . شود مي 6و دو طرفه 5حركت از راه دور به نام هاي يكطرفه
يكطرفه معمولا سيگنالي از ربات فرمانبر به فرمانده ارسال نمي شود در حاليكه 
در سيستمهاي دو طرفه معمولا برگشت سيگنال را داريم و حلقه به طور كامل 

شود  در اكثر اين سيستمها معمولا نيروي ربات فرمانبر حس مي. شود بسته مي
گردد و باعث تصميم گيري  رمانده به دست اپراتور منتقل ميو توسط ربات ف
  .شود بهتر اپراتور مي

  
 بلوك دياگرام يك سيستم حركت از راه دور )١ شكل

در اكثر سيستمهاي حركت از راه دور، ربات فرمانبر و فرمانده مشابه هم 
  .ت باشندبا هم متفاو 7هستند ولي ممكن است از لحاظ اندازه

با توجه به اينكه خط انتقال اينترنت كه وظيفه انتقال سيگنال را بر عهده 
و  دارد، به دلايل مختلفي از جمله اشغال بودن خط و فاصله بين ربات فرمانده

داراي تاخير زماني است و با توجه به اينكه تاخير زماني باعث  فرمانبر
دليل توجه بسياري از محققين شود به همين  ناپايداري سيستمهاي كنترلي مي

  .به پيدا كردن راه حلهايي جهت رفع اين مشكل معطوف شده است

  مدل سازي سيستم .3

سيستم حركت از راه دور مورد بررسي در اين مقاله، يك سيستم از نوع 
سرعت است و با توجه به اينكه در اكثر مقالات از ربات يك / رديابي نيرو

و فرمانبر استفاده شده ما نيز به منظور مقايسه  درجه آزادي براي سايت فرمانده
ديناميك ربات ) 4(تا ) 1(معادلات . كنيم نتايج از همان مدل استفاده مي

  . دهند فرمانده و فرمانبر را نشان مي

)۱(    m m h mJ Fυ τ+=&  

                                                            
4 Master Robot 
5 Unilateral 
6 Bilateral 
7 Scaling 

Operator Maste
r 

Bilateral 
Control Slave Enviro

nment -

mV mV sV

hF mF sF eF

sV
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)۲(    s s e sJ Fυ τ=− +&  

)۳(    m m m mdb Fτ υ=− −  

)۴(    s s s sb Fτ υ=− +  

 sJو  mJ به ترتيب سرعت رباتهاي فرمانده و فرمانبر، sυو  mυدر آن كه 
اپراتور به ربات نيروي اعمالي از دست  hFدمپينگ،  sbو mbاينرسي، 
نيروي برگشتي از سايت فرمانبر،  mdFگشتاور موتورها،  sτو  mτفرمانده، 

sF و  1ساز گشتاور هماهنگeF گشتاور . گشتاور محيط استsF  معمولا
جهت تطبيق سيگنالهاي سرعت فرمانده و فرمانبر و توسط كنترلگر اعمال 

با توجه به روابط فوق تابع تبديل رباتهاي فرمانده و فرمانبر قابل . شود مي
  .محاسبه هستند

)۵(    1m
m

h md m m

V
H (s)

F F J s b
= =

− +
  

)۶(    1s
s

s e s s

V
H (s)

F F J s b
= =

− +
  

  :بنابراين داريم. مدل گردد تواند با يك تاخير خالص كانال انتقال نيز مي

)۷(    1sd m(t ) (t T )υ υ= −  

)۸(    2md sF ( t ) F ( t T )= −  

1Tكه  سرعت اعمال شده به  sdυتاخير كانال رفت و برگشت است و  2Tو  
 : بنابراين داريم. از سايت فرمانبر استنيروي برگشتي  mdFسايت فرمانبر و 

)۹(    1Ts
sd m(s) e (s)υ υ−= ⋅  

)۱۰(    2T s
md sF ( s ) e F ( s )−= ⋅  

0eFبا فرض  و روابط فوق و با توجه با اينكه براي سايت فرمانبر نيز از  =
، دياگرام كلي سيستم را ]10[كنترلگر تطبيقي مدل مرجع استفاده شده است 

  .دهد نشان مي

 

                                                            
1 Coordinating Torque 

  بلوك دياگرام سايت فرمانده  )٢ شكل

مدل مرجع مورد نظر در طراحي كنترلگر تطبيقي  sHrd)(در شكل فوق 
به فرم زير در نظر گرفته شده  2سايت فرمانبر است كه يك تابع تبديل درجه 

  .است

)۱۱(    
2

2 22
s

rd
s s s

H (s)
s s

ω
ξ ω ω

=
+ +

  

: مناسب در سمت سايت فرمانبر داريمدر صورت حصول رديابي 
ssd υυ و بنابراين تابع تبديل قابل مشاهده از سمت سايت فرمانده به  1=

  . صورت زير قابل محاسبه است

)۱۲(    1 1sds s
r s rd

sd s sd

F (s) F
H (s) H (s) H (s)

(s)
υ

υ υ υ
−= = ⋅ = ⋅  

)۱۳(    
1 2T s T smd

t m r
h md

dsm rd

s

F ( s )
H ( s ) H ( s ) e H ( s ) e

F F ( s )
H ( s ) H ( s )

e
H ( s )

− −

−

= = ⋅ ⋅ ⋅
−

⋅
=

  

21كه  TTd +=  sHt)(ابع تبديل سايت فرمانبر و ت sHr)(تاخير كل و  
در ) 6(و ) 5(با جايگزيني روابط . تابع تبديل از ديدگاه سايت فرمانده است

  : داريم) 13(رابطه 

)۱۴(    
2

2 22
dss s s

t
m m s s s

( J s b )
H (s) e

(J s b )(s s )
ω

ξ ω ω
−+

= ⋅
+ + +

  

  فرمانفرمول سازي طراحي كنترلگر ردياب مولد  .4

را ) CGT( ] 11[2در اين بخش ابتدا طراحي كنترلگر ردياب مولد فرمان
فرمول بندي كرده و سپس با بررسي شرايط لازم جهت اين طراحي، بخش 

  .بعد را به چگونگي نحوه برقراري اين شرايط تخصيص مي دهيم
  .به فرم زير باشد LTIفرض كنيد معادلات حالت يك سيستم 

)۱۵(    p p p p p

p p p

x (t ) A x (t ) B u (t )

y (t ) C x (t )

= +

=

&
  

pxكه در آن (t 1n× ،puبردار حالت  ( (t ، ×1mبردار كنترل  (
py (t nماتريسهاي  pBو  pAو  ×1qبردار خروجي  ( n×  1وn×  مي

  .فرض كنيد رنج تغييرات پارامترهاي فرآيند بصورت زير باشد. اشندب

)۱۶(    ij p ij

ij p ij

a a ( i , j ) a    i,j=1, ..., n

b b ( i , j ) b    i,j=1, ..., n

≤ ≤

≤ ≤
  

                                                            
2 Command Generator Tracker 

F

sF

C
om

m
unication C

hannel 

Controller 

)(ϑC  

Adjustment 
Mechanism 

( )rdH s

)(ssH  

)(smH

  e

sdυ 1sdυ  

 sυ

)(sH r
 

)(sH t
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puهدف از طراحي كنترلگر  (t آن است كه بردار خروجي فرآيند  (
py (t   .، خروجي مدل مرجع زير را دنبال نمايد(

)۱۷(    m m m m m

m m m

x (t ) A x (t ) B u (t )
y (t ) C x (t )

= +
=

&
  

*فرض مي شود كه فرآيند ايده ال با حالت  CGTدر روش 
px (t و  (

*كنترل 
pu (t . وجود داشته باشد به نحوي كه رديابي كامل حاصل گردد (

pبه عبارت ديگر ( my (t ) y ( t 0tبراي  =( فرآيند ايده ال همان ). ≤
  :بنابراين. را داردديناميك فرآيند واقعي 

)۱۸(    * * *
p p p p px A x B u    t 0= + ∀ ≥&  

)۱۹(    * *
p m p p m my y C x C x= = =  

در حالت رديابي كامل، حالتهاي واقعي فرآيند، حالتهاي فرآيند ايده ال را 
  .دنبال خواهند كرد و خروجي فرآيند، خروجي واقعي را دنبال خواهد نمود

*فرض كنيد قانون كنترل 
pu (t *ت و حال (

px (t تركيب خطي  (
mx (t muو  ( (t   در اين صورت داريم. باشند (

)۲۰(    11 12

21 22

*
p m

*
mp

x x (t )S S
S S u (t )u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦
  

  .ها شرايط زير را برقرار مي سازند ijSكه در آن 

)۲۱(    

11 11 21

11 12 22

11

120

m p p

m p p

m p

p

S A S A S B

S B S A S B

C S C

S C

= +

= +

=

=

  

*در حالت رديابي كامل 
p px (t ) x ( t و كنترل ايده ال به فرم زير مي  =(

  .باشد

)۲۲(    21 22
*

p m mu ( t ) S x ( t ) S u= +  

p(در حالتي كه رديابي كامل اتفاق نيافتد  my (t ) y (t ، رديابي )≠(
  .مجانبي قابل تحقق است و بنابراين قانون كنترلي به فرم زير مي باشد

)۲۳( 21 22p m m e m pu ( t ) S x ( t ) S u K ( y ( t ) y ( t ))= + + − 

به فرم كلي زير قابل  CGTقانون كنترلي در روش ) 23(ه رابطه با توجه ب
  .بيان است

)۲۴(  p e m p x m

u m

u ( t ) K ( y ( t ) y ( t )) K ( t ) x ( t )

K ( t )u ( t )

= − + +
 

eكه در آن    )۲۵( x uK ( t ), K ( t ), K ( t   .بهره هاي تطبيقي هستند (

Kبا تعريف بردارهاي  ( t )rو  ( t ، رابطه )26(و ) 25(بفرم روابط  (
  .نوشت) 27(را مي توان بفرم برداري ) 24(

  
___________________________________________________________________________________________ 

  
  CGTبلوك دياگرام كنترلگر   )٣ شكل

  

mu

ms
,s sA B sC

mC,m mA B

mr

mymx

ps
,s sA B sC

pC,p pA B

pr

pypx

( )eK t

( )xK t( )uK t zeze +

−

mz

pz
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Augmented Plant
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)۲۶(   e x uK ( t ) K ( t ) K ( t ) K ( t )= ⎡ ⎤⎣ ⎦  )4-11(  

)۲۷(    
m p

m

m

y (t ) y (t )

r(t ) x (t )
u ( t )

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  )4-12(  

)۲۸(    pu ( t ) K ( t ) r( t )=  

با انتخاب بهره هاي تطبيقي بصورت تركيبي از بهره هاي تناسبي و 
K، مي توان بردار بهره ]12[انتگرالي ( t   .را بفرم زير نوشت (

)۲۹(    0

0

p i

T
p m p p p

T
i m p i i

K ( t ) K ( t ) K ( t )

K ( t ) [ y ( t ) y ( t )] r ( t )T ,   T

K ( t ) [ y ( t ) y ( t )] r ( t )T ,   T

= +

= − ≥

= − >

  

  .را نمايش مي دهد CGTبلوك دياگرام كنترلگر  )3(3 شكل
  :شرايط كافي براي داشتن رديابي مجانبي آن است كه 

 .وجود داشته باشد) 5-4(و ) 4-4(رابطه ( CGTيك پاسخ براي مساله 

 .باشد) ASPR( 1فرآيند تحت كنترل هميشه اكيدا حقيقي مثبت

سعي شده كه فرآيند تحت  با توجه به قضاياي تعريف شده، 5در بخش 
شود تا شرايط كافي براي كنترلگر  ASPRكنترل تبديل به يك سيستم 

CGT فراهم گردد.  

 ASPRطراحي جبرانساز فيدفوروارد به منظور  .5
  فرآيندسازي 

)Hاگر جبرانساز فيدفوردوارد :  1قضيه  s)  بر طبق شرايط زير طراحي
a 2شدهشود، آنگاه فرآيند اضافه  pG ( s ) G (S ) H(S )=  3با انحرافات +

Ts. (خواهد بود ASPRفرآيند، 
pG ( s ) G(S )e−=(  

H( s) پايدار باشد و درجه نسبي آن يك باشد.  
0Gفرآيند نامي اضافه شده  (S ) H(S )+ ،ASPR باشد. 

(S ) RH∞∆ ||1و  %∋ (S ) ||
∞

∆ كه در آن  %>
0

0

G ( s)W( s)
(S )

G ( s) H( s)
∆ =

+
%   

  ).  ]13[مرجع : اثبات (
0Gدر روابط فوق  ( s)  مقدار نامي تابع تبديلG( s)  وW( s)  حد

)بالاي  s  .است ∆(

                                                            
1 Almost Strictly Positive Real 
2 Augmented 
3 Perturbation 

( s   .و بصورت زير بدست مي آيدنامعيني ضربي فرآيند است  ∆(

)٣٠(    0a(S ) G( s) G ( s )∆ = − 

)٣١(    1Ts
m(S ) e−∆ = − 

)٣٢(    0p a mG ( s ) (G ( s ) (S ))( I (S ))= +∆ +∆ 

)٣٣(    1
0m a m( s ) (S ) G ( s) (S )( I (S ))−∆ =∆ + ∆ +∆ 

)٣٤(    0pG ( s ) G (S )( I (S ))= +∆  

 .مي توان از قضيه زير استفاده كرد 1از قضيه  2براي چك كردن شرط 

)Gتابع تبديل : 2قضيه  s)  با ضرايب حقيقي، حقيقي مثبت است اگر و
  .تنها اگر شرايط زير برقرار باشند

1.G( s)  قطبي در سمت راست محورjω نداشته باشد.  
)Gاگر .2 s)  قطبهايي روي محورjω اده با يا در بينهايت دارد، آنها س

  ).  ] 1[مرجع : اثبات (. مانده مثبت باشند
.        0Re(G( j ))ω ≥ 

كافي است  3براي تست شرط . براحتي قابل تست هستند 2و  1شرطهاي 

)Bكه شرط زير براي تابع  j )G( j )
A( j )

ωω
ω

  .چك شود =

)٣٥(    0 0f ( j ) Re( B ( j ) A( j ))       for  ω ω ω ω= − ≥ ≥  

ود كه جبرانساز فيدفوروارد ش ، سعي مي1بنابراين با توجه به قضيه 
H( s) گيرد به منظور تسهيل طراحي، به نحوي  كه موازي با فرايند قرار مي

را برآورده  1قضيه  3و  2انتخاب گردد كه حداقل رتبه را داشته و شروط 
طراحي شده  CGTبودن فرآيند، كنترلگر   ASPRسازد، حال با اطمينان از 

مراحل طراحي  6در بخش . بسته پايدار بدست خواهد داد يك سيستم حلقه
مورد بررسي  3كنترلگر براي سيستم حركت از راه دور مدل شده در بخش 

  .قرار گرفته است

  نتايج شبيه سازي .6

مراحل طراحي كنترلگر تطبيقي مدل مرجع براي سايت فرمانبر در مرجع 
براي سايت  CGTدر اين بخش طراحي كنترلگر . آورده شده است] 10[

تابع تبديل ) 3(براساس محاسبات فصل . فرمانده مورد بررسي قرار مي گيرد
  .فرآيند به فرم زير محاسبه شد

)۳۶(    
2

2 22
dss s s

t
m m s s s

( J s b )
H (s) e

(J s b )(s s )
ω

ξ ω ω
−+

= ⋅
+ + +

  

جبرانساز فيدفوروارد بفرم زير قابل محاسبه ) 33(تا ) 29(با توجه به روابط 
  :است
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)۳۷(    1ds
m(S ) e−∆ = −  

)۳۸(    0a(S )∆ =  

)۳۹(    1ds
m( s ) (S ) e−∆ =∆ = −  

)۴۰(    0G ( s ) G( s )=  

S)با رسم اندازه  W(Sمي توان تابع تبديل  ∆( را به فرم زير، به  (
S)عنوان حد بالاي اندازه   .بدست آورد ∆(

)۴۱(    3
0 5
sW ( s )

s .
=

+
  

S)اندازه ) 1-6(در شكل  W(Sو  ∆( در محاسبه . رسم شده است (
W(S 1مقدار تاخير كل  ( 2d T T= ثانيه انتخاب كرده ايم  6را برابر  +

 .كه مقدار بزرگي براي تاخير يك سيستم حركت از راه دور است

 

|  a: )٤ شكل (S ) |∆  ،b :3
05
s|W( s ) | | |

s .
=

+
   

c :20 3|W( s) | log( )=  

W(Sبراي  3W(Sمقدار ديگري از جمله  ( ) نيز قابل انتخاب است  =
  .مي باشد 1كه كمي نسبت به مقدار قبلي محافظه كارانه

H(Sاكنون براي محاسبه  ||1از مي نيمايز كردن  ( (S ) ||
∞

∆ <% 
 .استفاده مي كنيم

)۴۲(    
2

2

3 3
170 2 14 1

3
170 2 14 1

s *
( s )( s . s )(S )

s H( s )
( s )( s . s )

+
+ + +

∆ =
+

+
+ + +

%  

                                                            
1 Conservative 

H(Sتابع تبديل  را سريعتر از فرآيند انتخاب مي كنيم و به منظور ساده  (
H(Sسازي محاسبات   :از درجه يك به فرم زير انتخاب شده است (

)۴۳(   0

10
b

H ( s )
( s )

=
+

  

||با توجه به اينكه  (S ) ||
∞

S)مقدار بهره ماكزيمم  %∆ را نمايش مي  %∆(
نتايج محاسبات . دهد، مي توان محاسبات را به صورت تحليلي نيز انجام داد

0مقدار  30b   .را بدست خواهد  داد =
 ASPR، برقراري شرط1از قضيه )  3(و ) 2(هاي  به منظور برقراري شرط

0Gبودن   (S ) H(S ||1و   +( (S ) ||
∞

∆ قابل مشاهده  )5(3 در شكل  %>
 .است

H(Sبنابراين جبرانساز  انتخاب شده، سيستم حركت از راه دور را  (
  .مي سازد ASPRثانيه،  6اي تاخير زماني رفت و برگشت كانال تا بر

در ادامه اين بخش، نتايج شبيه سازي، براي ورودي پالس مربعي به ربات 
  .ثانيه براي كانال انتقال رسم شده است 5فرمانده و به ازاي تاخير بزرگ 

 
0Gبودن   ASPRبرقراري شرط: a )٥ شكل (S ) H(S  ) 34(رابطه ( +(

b :|| (S ) ||
∞

∆%  

مشاهده مي شود با وجود تاخير زماني بزرگ  )6(3 همانطور كه از شكل 
با توجه به . كانال انتقال، سيستم پايدار مانده و داراي رديابي مناسبي مي باشد

براي سيستم حركت از راه روش ارائه شده، به منظور طراحي كنترلگر مناسب 
تواند ابتدا تاخير خط انتقال را بررسي كرده و اگر شناختي از  دور، طراح مي

H(Sداشته باشد جبرانساز ر يتاخاين مم يماكزمقدار  را كمتر  (
. مطلوب را طراحي نمايد CGTكارانه انتخاب كند و سپس كنترلگر  محافظه

طراحي شده يك سيستم پايدار را بدست  CGTرلگر بنابراين در مجموع كنت
  .خواهد داد
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  ثانيه 5مقايسه سيگنالهاي سرعت، موقعيت و نيرو براي تاخير زماني  )٦ شكل

  گيري نتيجه .7

در اين مقاله از دو كنترلگر مستقل براي كنترل سيستم هاي حركت از راه 
براي  ابتدا با طراحي كنترلگر تطبيقي مدل مرجع. دور استفاده شده است

سايت فرمانبر رديابي سيگنالهاي سرعت و موقعيت بدست مي آيد و سپس با 
رديابي نيرو در سمت سايت فرمانده حاصل مي  CGTطراحي كنترلگر 

به منظور طراحي كنترلگر پايدار براي سايت فرمانده كه شامل تاخير . گردد
ارد فرآيند زماني كانال انتقال است سعي شده تا با طراحي جبرانساز فيدفورو

تحت كنترل براي رنج هاي دلخواه از تاخير زماني كانال و احياناً نامعيني 
شود و با طراحي  ASPRپارامترهاي تابع تبديل فرآيند تبديل به سيستم 

 .پايداري و رديابي مناسبي براي سيستم بدست دهد CGTكنترلگر 
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در اين . شود منظور كاهش پديدة نوسانات شديد سيستم كنترل ارائه مي ر اين مقاله روش جديدي در كنترل مود لغزشي به د :چكيده
شود كه  اي تعريف مي اين تابع به گونه. گردد در ورودي كنترلي مود لغزشي معرفي مي ηروش، يك تابع رياضي براي تنظيم پارامتر 

هاي آن توسط طراح، سيستم كنترلي بتواند با سرعت دلخواه به نزديكي سطح لغزش برسد، سپس به آهستگي  نتخاب ترمبر اساس ا
بمنظور بررسي تاثير اعمال تابع فوق در . وارد لاية مرزي اطراف سطح لغزش بشود و در داخل لاية مرزي رفتار ملايمي داشته باشد

اتوپايلوت زاوية فراز يك نمونه موشك هوا به هوا به دو روش متداول و روش معرفي شدة  الگوريتم كنترل لغزشي بر عملكرد سيستم،
  .جديد طراحي و نتايج عملكرد آنها با هم مقايسه مي شود

  بهرة كليدزني- Chattering -عدم قطعيتهاي پارامتري-كنترل لغزشي: واژه هاي كليدي

Abstract: In this paper a new chattering alleviation algorithm for Sliding Mode Control (SMC) 
of non-linear systems is presented. In the new method a mathematical function for regulating η  
parameter is introduced.  Due to the initial choice of this function’s parameters by designer, the 
state vector of the system approaches toward sliding surface with any arbitrary speed, enters 
smoothly the boundary layer surrounding the sliding surface, while the state vector doesn’t 
include fast behaviors through the boundary layer. To show merits and capabilities of the 
proposed algorithm on SMC performance characteristics, the Pitch autopilot of an Air to Air 
missile is synthesized based on the new method and results are taken to comparison with 
conventional design.  

Keywords: Sliding Mode Control- Parametric Uncertainties- Chattering- Switching Gain 
_____________________________________________________________________________  

  فهرست علائم
  s      :فاصلة جبري از صفحة لغزان 

  %x      :خطاي تعقيب حالت 

  dx   :مقدار مطلوب حالت  

  f    :ديناميك سيستم 

  Bφ      :ضخامت لاية مرزي 

  K    :بهرة كليدزني 

  λ   :پارامتر سيستم كنترل  
  η    ) :پارامتر شرط لغزش(پارامتر سيستم كنترل 

  M   : اي موشك جرم لحظه

  I    : ممان اينرسي موشك حول محور جانبي

  C  :فاصلة مركز جرم از بالكهاي اصلي 
  V  :سرعت خطي مركز جرم موشك 

  Xcon    :افت نيروي پيشران بر اثر فعاليت كنترلي 

  Yact  :موشك نيروي كنترلي اعمالي از بالكهاي اصلي به 

  Mact  :گشتاوركنترلي اعمالي از عملگرهاي كمكي به موشك 

  com(.)  :ورودي ايجاد شده توسط قانون كنترل 

  Maero    :گشتاور آيروديناميكي وارده بر موشك 

  PNK        :ثابت ناوبري 
  X        :نيروي پسا 

  Y        :نيروي بالا برنده 

  1Y  :مولفة نيروي بالا برنده در دستگاه مختصات بدني 
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  pcx  :فاصلة ميان مركز جرم و مركز فشار موشك 
  φ    :زاوية محور اصلي موشك با افق مرجع 
  θ  :زاوية بردار سرعت خطي با افق مرجع 

  α    :زاوية حمله 
  ϑ    :زاوية محور طولي موشك با افق محلي 

  x  :موشك در دستگاه مرجع موقعيت افقي 
  y    :موقعيت قائم موشك در دستگاه مرجع 

  χ        :برد كماني 
  r   :فاصلة موشك از مركز زمين 

 P   :نيروي پيشران موتور 

  g      :شتاب گرانشي زمين 

  مقدمه .1

بوسيله روش مود  لغزشي براي نخستين  1كنترل سيستمهاي با ساختار متغير
و محققان همكار وي ) Emelyanov(در شوروي بوسيله  1950بار در دهه 
يي پس از آن، روش كنترل سيستمهاي با ساختار متغير به سيستمها. معرفي شد

و  2چند خروجي، غير خطي، سيستمهاي گسسته زماني –از قبيل چند ورودي 
مهمترين ويژگيهاي . گسترش يافت 3سيستمهاي با وروديهاي اتفاقي

خاصيت مقاوم بودنشان نسبت به هرگونه عدم  VSCسيستمهاي كنترل 
 4نوسانات شديد]. 3،2،1[باشد پارامتري و اغتشاشات خارجي مي هاي قطعيت
است،  5ده در سيستمهاي كنترل مود لغزشي كه بعلت فرآيند كليدزنيايجاد ش

مي تواند باعث تحريك فركانسهاي بالايي از سيستم بشود كه در محاسبات 
بدين ترتيب بحث كاهش كيفيت عملكرد سيستم . اوليه كنار گذاشته شده اند

 بمنظور از بين بردن پديدة مذكور]. 4[و يا حتي ناپايداري پيش مي آيد 
نكتة مهم در از بين بردن پديدة . روشهاي مختلفي ارائه شده است

(Chattering)  آنست كه علاوه بر حفظ پايداري سيستم، كيفيت پاسخ
گذرا، عملكرد در حالت ماندگار و توانايي سيستم در حذف نويزها و عدم 

اما . قطعيتهاي مدلسازي به ازاي دخيل نمودن الگوريتم پيشنهادي آسيب نبيند
ر بسياري از روشهاي پيشنهادي تاكنون، معمولا عملكرد روش براي شرايط د

الگوريتمهايي كه به ازاي تمام حالتها داراي عملكرد . خاصي قابل قبول است
مطلوبي هستند، معمولا ساختار پيچيده و مشكلي از ديدگاه عملي سازي دارند 

                                                            
١ Variable Structure Control Systems 
٢ Discrete Time Systems 
٣ Stochastic Inputs 
٤ Chattering 
٥ Switching 

فرآيند كليد ،  Chatteringعامل اصلي بوجود آورندة پديدة ]. 8،7،6،5[
زني با بهره اي ثابت در نزديكي صفحة لغزش است در زمان رسيدن بردار 
حالت سيستم به سطح لغزش، به خاطر مومنتوم بيش از اندازة بوجود آمده و به 
علت وجود عدم قطعيتهاي سيستم، مسير حركت بر روي سطح لغزش ثابت 

ترم كليدزني به براي باز گرداندن مسير حركت به سطح لغزش، . ماند نمي
اي باشد كه ضمن  بهرة كليدزني بايد به گونه. شود ورودي پيوسته اضافه مي

براي تأمين . حفظ پايداري، كيفيت عملكرد سيستم كنترلي مطلوب باشد
شود كه معادلة سطح  پايداري سيستم، يك تابع لياپانوف به صورتي معرفي مي

. لياپانوف نسبت به زمان باشد لغزش، نشاندهندة منفي معين بودن تغييرات تابع
در روشهاي متداول مود لغزشي، معادلة سطح لغزش بصورت زير تعريف 

  .شود مي

)۱(    21 ( )
2

d s s
dt

η≤ −  

يك مقدار  ηفاصله جبري از سطح لغزش و پارامتر   s، )1(كه در معادلة 
s(در سطح لغزش . ثابت و همواره مثبت است ، با اضافه شدن ترم )=0

بهرة كليدزني . آيد پيش مي Chatteringكليدزني به ورودي پيوسته پديدة 
هر چه عدم . باشد مي ηدر روشهاي معمول، مقداري مثبت و بزرگتر از 

بزرگتر  ηاز قطعيتهاي سيستم بيشتر باشد، به طور اصولي بهرة كليدزني نيز
از . كند را تشديد مي Chatteringبزرگ بودن بهرة كليدزني، پديدة . است

را كوچك انتخاب كرد زيرا زمان رسيدن مسير حركت  ηتوان طرفي نمي
. رابطة معكوس دارد ηبردار حالت از وضعيت اوليه به سطح لغزش با مقدار

در مقالة حاضر، يك تابع . دهد اين زمان را افزايش مي ηكوچك شدن
گردد كه ضمن  اي تعريف و ارائه مي به گونه ηرياضي براي تنظيم پارامتر

كاهش  Chatteringحفظ پايداري و سرعت عكس العمل سيستم، پديدة 
ويژگي مهم تابع تنظيم كنندة معرفي شده در اين مقاله اينست كه . يابد

بكارگيري آن در الگوريتم كنترل مود لغزشي متداول، بار محاسباتي چنداني 
اين در حالي است كه روشهاي معرفي . را به الگوريتم متداول اضافه نمي كند

ه از ديدگاه شده تاكنون كه داراي عملكرد مطلوبي هستند بطور عمد
از سوي ديگر مزيت مهم . محاسباتي بار زيادي را به الگوريتم اضافه مي كنند

ديگر روش جديد معرفي شده، سادگي انتخاب پارامترهاي مرتبط با الگوريتم 
ذكر اين نكته حائز اهميت . بمنظور دستيابي به كيفيت عملكردي مطلوب است

مود لغزشي همواره شرط است كه اگرچه ثابت مي شود الگوريتم كنترل 
پايداري لياپانوفي را ارضا مي نمايد، اما عملكرد آن به ازاي هر انتخابي از 

به . پارامتر شرط لغزش الزاماً به پاسخ مطلوبي از سيستم كنترل منجر نمي شود
اين معني كه براي هر سيستم با توجه به شرايط عملكردي و ويژگيهاي 

رامترهاي كنترلي را به گونه اي تعريف نمود ديناميكي آن، بايستي مقادير پا
اما ]. 12-15[كه با توجه به شرايط ذكر شده پاسخ مناسبي را رهنمون گردند 

در روش كنترلي جديد، بطور كلي از آنجا كه پارامتر شرط لغزش در هر 
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لحظه با توجه به فاصله از صفحة لغزش تنظيم مي گردد، عملكرد سيستم 
بمنظور . به انتخابهاي اولية پارامترهاي كنترلي ندارد كنترلي وابستگي زيادي

بررسي صحت عملكرد الگوريتم جديد كنترل مود لغزشي، سيستم كنترل 
زاوية فراز موشك هوا به هوا در يك مأموريت رهگيري هدف متحرك 
هوايي به روش پيشنهادي طراحي شده و نتايج با آنچه كه از طراحي به روش 

  گيرد مورد مقايسه  قرار مي  آيد، متداول بدست مي
الگوريتم كاهش شدت نوسانات شديد سيستم  .2

  (Etta Regulating Procedure- ERP)كنترل

را در معادلة سطح لغزش با روشهاي معمول مود  ηكنيم پارامتر  فرض مي
خواهيم  ηديدي كه از  حالا بر اساس تعريف ج. بناميم Cη لغزشي،

  :كنيم را به صورت يك تابع رياضي معرفي مي ηداشت، پارامتر

)۲(    

11 [(1 ) (1 )]
2 1

sgn( 1);

B

s

C

B

e

e

s

φ
η η σ σ

σ
φ

−
= × − + +

−

= −

  

. ضخامت لاية مرزي و مقداري همواره مثبت است Bφ، )2(در معادلة 
چون سيستم كنترلي پايدار بوده و . صله از سطح لغزش استنيز فا sكميت 

خود  sو  ηتوان گفت كه  شود، لذا مي فاصله از سطح لغزش مرتباً كم مي
)اگر در شروع حركت، . توابعي از زمان هستند 0) Bs t φ= باشد،  <

ود، در اينصورت در معادلة يعني شروع حركت خارج از لاية مرزي آغاز ش
  :خواهيم داشت) 2(

)۳(    sgn( 1) 1
B

s
σ

φ
= − =  

 2لذا ترم اول داخل آكولاد مساوي صفر و ترم دوم داخل آكولاد مساوي 
  :شود، بنابراين خواهيم داشت مي

)۴(    Cη η=  

مساوي همان مقداري است كه  ηبنابراين در خارج از لاية مرزي مقدار 
اگر در شروع حركت . از روش معمول مود لغزشي استفاده كنيم

( 0) Bs t φ= يا وقتي مسير حركت بردار حالت سيستم به داخل لاية  >
مساوي صفر شده و ) 2(رسد، ترم دوم داخل آكولاد در معادلة  مرزي مي

  :خواهيم داشت

)۵(    
1

1 B

s

C

e

eφ
η η

−
=

−
  

. گردد در اين حالت، با توجه به فاصله از صفحة لغزان تنظيم مي ηمقدار 
. ترسيم شده است 1در شكل  sاين مقدار تنظيم شده به ازاي مقادير مختلف 

 sكوچكتر است و وقتي  Cηهمواره از  ηشود  همانطور كه ملاحظه مي
sگيرد يعني براي  روي سطح لغزش قرار مي 0ηمقدار  =0 . شود مي =

عكس ، در خارج از لاية مرزي سرعت ) 2(به صورت رابطة  ηبا انتخاب

را بكار  Cηياضي استفاده نكنيم و العمل همانند حالتي است كه از اين تابع ر
  .يابد از طرفي در داخل لاية مرزي، نوسانات شديد كاهش مي. بريم

  .بر اساس فاصله از صفحة لغزش ηنحوة تنظيم پارامتر.  )۱ شكل

  مدل ديناميكي زاوية فراز موشك .3

ك زاوية به منظور بررسي كيفيت عملكرد الگوريتم كنترلي جديد، دينامي
سازي قانون مذكور مورد استفاده  فراز نوعي موشك هوا به هوا جهت پياده

پارامترهاي هندسي مسير و دياگرام آزاد  3و  2در شكلهاي. گيرد قرار مي
  شود نيرويي موشك نشان داده مي

)۶(    
MV ( P X )cos ( X Y sin )con act

Mg sin

α α

ϑ

= − − +

−

&
  

)۷(    

MV ( P X ) sin Y Y coscon act
Mg cos

θ α α

ϑ

= − + +

−

&

  
)۸(    I M M Y .Cact aero actφ = − − −&&  

)٩(    x V cos , y V sinθ θ= =& &  
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)١٠(    V cos ,r V sin
r

χ ϑ ϑ= =& &  

)١١(    ,φ θ α υ θ χ= + = +  

) 8(و ) 7(، بيان كنندة حركت طولي موشك است و معادلات )6(معادلة 
نمايش دهندة معادلات ديناميكي زاوية فراز موشك بوده و ساير معادلات 

   .كنند شرايط هندسي مسير را مشخص مي

 
  موشك ندسي معادلات ديناميكيپارامترهاي ه.  )٢ شكل

  

  

  .دياگرام آزاد نيرويي موشك )٣ شكل

  تدوين قانون هدايت موشك به سمت هدف  .4

بمنظور هدايت يك موشك به سمت هدف اعم از ثابت يا متحرك 
كه  2و يا روش خط ديد 1روشهاي هدايتي متداولي نظير ناوبري تناسبي

نوع منطق . جود داردهريك از موارد مذكور داراي انواع مختلفي هستند، و
در اين مقاله، منطق ]. 11[شود هدايت با توجه به مأموريت موشك تعيين مي

باشد كه بر اساس اين  هدايت بر اساس روش هدايت ناوبري تناسبي مي
توصيف ) 12(است زاوية خط ديد را كه با معادلة   الگوريتم در اولين گام لازم

  .شود، بيان داشت مي

                                                            
١ Proportional Navigation (PN) 
٢ Line Of Sight (LOS)  

)١٢(    Y Yt mArc tand X Xt m
θ

−
=

−
  

) ،)12(كه در معادلة  X ,Y )m m  و( X ,Y )t t  بترتيب مختصات
بمنظور دستيابي به . باشندمركز جرم موشك و هدف در حال رهگيري مي 

اي   قانون هدايت تناسبي بايستي مانور زاوية حمله متناسب با نرخ تغييرات زاويه
ي قانون مانور زاوية حمله را بصورت زير يعني بايست. خط ديد تدوين شود

  :نوشت

)۱۳(    d PN dKα θ= &&  

زاوية حملة مطلوب است كه بايستي توسط  dα )13(در معادلة 
 3ابت ناوبريثPNKزاوية خط ديد و      dθ. ارگانهاي كنترلي ايجاد گردد

  . باشد مي

  طراحي و شبيه سازي سيستم كنترل .5

در اين فصل بمنظور بررسي صحت عملكرد سيستم كنترل مود لغزشي به 
سازي در دو مرحله صورت  ازاي اعمال جديد در الگوريتم كنترلي، شبيه

شود كه موشك با سرعت ثابت  سازي فرض مي در مرحلة اول شبيه. پذيرد مي
سپس يك فرمان كنترلي تغيير جهت ناگهاني . كت استبصورت قائم در حر

در اينحالت عكس العمل موشك . شود از سيستم كنترل به موشك اعمال مي
در طي مدت زمان در نظر گرفته شده به دو بخش گذرا و ماندگار قابل تقسيم 

قسمت اول مربوط به زماني است كه هنوز زاوية حمله به صفر نرسيده . است
قسمت دوم مربوط به زماني . حال انجام مانور مي باشد است و موشك در

است كه مانور زاويه اي موشك پايان يافته و سيستم به سرعتهاي زاويه اي 
بدين ترتيب امكان بررسي عملكرد منطق جديد كنترلي هم . صفر رسيده است

در مرحلة دوم، سيستم . شود در حالت گذرا و هم در حالت ماندگار فراهم مي
موشك در يك مأموريت تعقيب يك هدف متحرك هوايي كه با كنترل 

سازي آزمايش  سرعت ثابت در امتداد افق در حركت است، تحت شبيه
هدف در . شود منطق قانون هدايت، ناوبري تناسبي در نظر گرفته مي. گردد مي

 4اين مرحله، بررسي اثر منطق جديد بر عملكرد سيستم كنترل با نقاط مبناي
متغير با زمان، تعيين پارامترهاي سيستم كنترل مود لغزشي با طراحي متداول و 

مشخصات فني موشك . باشد همچنين پارامترهاي سيستم كنترل جديد مي
پس از انجام محاسبات مورد نياز . درج شده است 1مورد بررسي در جدول 

ل زير براي طراحي سيستم كنترل مود لغزشي، معادلات سيستم كنترل به شك
  :گردند استخراج مي

                                                            
3 Navigation Constant 

٤ Set Points 
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)۱۴(  
1

11 1 1

1
22 21 2 2 2 2

[ sgn( )]

[ sgn( )]

com d

com act d

Y b f K

M b b Y f K

θ θ

φ λ φ φ λ φ

−

−

= − + −

= − − + − − +

& %

& &&& % % %

  )14(كه در معادلات 

)۱۵(    
1

1
2

11 12 21 22

1 [( )sin cos ]

( )

cos 1, 0; ,

con

pc

f P X Y Mg
MV

Y x
f

I
Cb b b b

MV I I

α ϑ

α

= − + −

−
=

− −
= = = =

  

پيشنهادي در مورد تنظيم پارامترهاي كنترلر  تابعبمنظور بررسي عملكرد 
انجام مناسبي از سيستم و همچنين عملگرها   سازيبايستي حتي الامكان مدل

وديتهاي حداكثر خروجي قابل تأمين، محد ،براي مدلسازي عملگرها .داد
 ،كوچكترين مقداري كه عملگر قدرت ايجاد آنرا داشته و نيز قدرت تفكيك

پاسخ  5مدل كامپيوتري و در شكل  4در شكل  .در نظر گرفته مي شود
  .نشان داده مي شود به ورودي سينوسي عملگرها

  مدل كامپيوتري عملگرهاي موشك.  )۴ شكل

  

  عملگرهانمونه پاسخ فركانسي  )۵ شكل

  آزمايش عملكرد سيستمهاي كنترل : مرحلة اول) 1
شود كه موشك با سرعت ثابت بصورت قائم در  در اين مرحله فرض مي

درجه  15سپس بطور ناگهاني يك فرمان تغيير جهت به اندازة . حركت است

، نحوة تغييرات زاوية 6در شكل . گردد به سمت راست به موشك اعمال مي
با افق مرجع ) θ(و زاوية سرعت خطي مركز جرم) φ(محور طولي موشك

  .شود نشان داده مي
  

  

  .سازي مرحلة اول در شبيه φو θنحوة تغييرات زواياي .  )٦ شكل

  

  مشخصات فني موشك مورد بررسي. 1جدول 

 >واحد  <مقدار  عنوان

102.130  جرم اوليه موشك در زمان پرتاب kg< > 

270 ممان اينرسي حول محور جانبي kg.m< > 

1.30  فاصلة مركز جرم از نوك موشك m< > 

1.0 فاصلة سطوح كمكي از نوك موشك m< > 

0.1219  قطر نازل m< > 

20.0127  مساحت بدنة موشك m< > 

2.65  طول كل m< > 

22.240  نيروي پيشران موتور KN< > 

800  نيروي نامي تراسترعكس العملي N< > 

هاي مربوط به چرخش سطوح آيروديناميكي كمكي  ، منحني7در شكل  
ازاي هر دو نوع الگوريتم كنترل مود لغزشي نشان داده شده بر حسب زمان به 

هاي مربوط به سطوح آيروديناميكي اصلي  ، منحني8همچنين در شكل . است
همانطور كه از شكلهاي مذكور مشخص است، بدون از . شود نشان داده مي
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بين رفتن كيفيت عملكرد سيستم كنترل در شرايط گذرا، پديدة 
Chattering يابد سي كاهش ميبطور محسو.  

 

  طراحي جديد : انحراف بالكهاي كمكي در طول شبيه سازي اول الف.  )۷ شكل

  

  طراحي متداول: انحراف بالكهاي كمكي در طول شبيه سازي اول ب )۸ شكل

  

  

  طراحي جديد: انحراف بالكهاي اصلي در طول شبيه سازي الف.  )٩ شكل

  

  اولطراحي متد: انحراف بالكهاي اصلي در طول شبيه سازي ب.  )١٠ شكل

آزمايش عملكرد در مانور تعقيب هدف متحرك با مسير : مرحلة دوم) 2
  افقي

در اين مرحله، پس از بررسي نتايج قسمت اول، عملكرد سيستمهاي 
در اين . دهيم كنترل با طراحي متداول متداول و جديد را مورد بررسي قرار مي

احي قسمت هدف تعيين پارامترهاي سيستمهاي كنترل مود لغزشي با طر
در اينجا فرض . باشد متداول و بررسي اثر منطق جديد بر عملكرد كنترلر مي

شود كه هدف متحرك هوايي با سرعت ثابت در امتداد افق در حركت  مي
اي تحت  بمنظور بررسي تحليلي شدت نوسانات سيستم كنترل، رابطه. است

عنوان انرژي ويژة مصرف شده توسط سيستم كنترل مطابق زير تعريف 
  :گردد يم

)۱۶(    
0
( . ).

t

specific act actE M Y C dtφ= +∫ &  

مقدار انرژي كل مصرف شده توسط سيستمهاي عملگري را طي ) 16(معادلة 
در صورتيكه دو سيستم كنترل با . دهد زمان عملكرد سيستم كنترل نشان مي

شرايط اوليه و مرزي كاملا مشابه به ازاي تامين يك هدف كنترلي مشترك، 
مصرفي متفاوتي باشند، سيستمي كه انرژي كمتري  داراي مقادير انرژي ويژة

كلي شماي  9در شكل . مصرف كرده باشد داراي عملكرد بهتري خواهد بود
در  .موشك مورد بررسي نمايش داده مي شود Pitchاتوپايلوت زاوية 

شرايط اوليه بصورت مذكور در ذيل در نظر گرفته  سازي اين مرحله، شبيه
 .شود مي

( t 0 ) ( t 0 ) 30 ;V( 0 ) 295 m / Secφ θ= = = = = < >o
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  از اتوپايلوت زاوية فراز موشكس مدار شبيه )١١ شكل

مشخصات فني موشك مطابق اطلاعات جدول  9در مدار شبيه ساز شكل  
كليه اطلاعات آيروديناميكي با ميان يابي از جداول  .جايگذاري شده است 1

مسير هدف و  ،10در شكل . ]10،9[و گرافهاي مراجع معتبر بدست  مي آيد
نشان داده مي  ك درگيري موفق،موشك با مبناي زماني يكسان به ازاي ي

به معناي رسيدن موشك به فاصلة كمتر از يك  در درگيري موفقيت. شود
اين شكل به ازاي هر دو روش طراحي سيستم . متري هدف است

بدين معني كه هر . بدست آمده است) طراحي متداول و طراحي جديد(كنترل
اينصورت، با محاسبة  در. اند هدف نهايي را تامين نمايند دو سيستم توانسته

انرژي ويژة مصرف شده توسط سيستمهاي كنترل، ميتوان به بررسي كيفيت 
  عملكرد الگوريتمهاي كنترلي پرداخت 

  .سازي مرحلة دوم فرآيند تعقيب و درگيري با هدف متحرك هوايي در شبيه. 0 )۱۲ شكل

، نحوة اعمال وروديها به موشك از طريق بالهاي 12و  11در شكلهاي 
ناميكي كمكي و اصلي به ازاي عملكرد هر دو نوع سيستم كنترل نشان آيرودي

همانگونه كه در اين شكلها ديده مي شود، نوسانات شديد . داده شده است
سيستم كنترل كه بواسطة عدم تطابق مومنتوم زاويه اي واقعي سيستم و مقدار 

ثابت مي  ηاين مسأله ناشي از كليدزني با پارامتر ( مطلوب بوجود مي آيد، 
در عين حال بعلت مدلسازي عدم قطعيتهاي پارامتري . از بين رفته است) باشد

نبوده و از آنجا كه سهم عدم  ηدر شبيه سازي، بهرة كليدزني تنها تابعي از 
عدم قطعيتها  زيرا در اينصورت از اثر(قطعيتهاي مدلسازي نبايد تصحيح شوند 

  .بطور قاطع از بين نمي رود Chatteringبنابراين پديدة ) صرفنظر كرده ايم

روش -طراحي جديد: الف(انحراف بالكهاي كمكي در طول شبيه سازي دوم   )۱۳ شكل
ERP(  

  

  ).طراحي متداول: ب(انحراف بالكهاي كمكي در طول شبيه سازي دوم   )١٤ شكل

بصورت كيفي، در  Chatteringبمنظور نشان دادن ميزان كاهش پديدة 
انرژي ويژة مصرف شده توسط سيستمهاي كنترل نمايش داده  13شكل 

در فعال نگاه داشتن سيستم   Chatteringاز اين شكل اثر محسوس. شود مي
بر يكي  ERPاي از عملكرد مكانيزم  نمونه ،14در شكل . كنترل مشهود است

اين شكل مربوط به . ه مي شوداز پارامترهاي كنترلر به عنوان نمونه نشان داد
كه بهرة كليدزني زيرسيستم مربوط به جهت گيري سرعت است،  1ηتنظيم 

منظور از زير سيستم مربوط به جهت گيري سرعت، سيستم  .مي باشد
 15در شكل  .مي باشد) 7(معادلات ديناميكي نشان داده شده با معادلات 
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مختلف موشك از شروع عمليات تا پايان نشان داده  نحوة تغييرات زواياي
  .شود مي

  

  )طراحي جديد: الف(انحراف بالكهاي اصلي در طول شبيه سازي دوم .  )١٥ شكل

  

  ).طراحي متداول: ب(انحراف بالكهاي اصلي در طول شبيه سازي دوم   )١٦ شكل

  

  

سازي دوم  انرژي ويژة مصرف شده توسط سيستمهاي كنترلي در طول شبيه.  )١٧ شكل
  )ت در مسير داراي انحناءحرك(

  

  

سازي مرحلة  در شبيه  1ηبر پارامتر ERPنمايش عملكرد تنظيمي مكانيزم .  )١٨ شكل
  حركت در مسير داراي انحناء(دوم

  

  ).حركت در مسير داراي انحناء(سازي دوم تغييرات زواياي موشك در طي شبيه.  )١٩ شكل
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موشك از مقدار محاسبه شده به واسطة عدم قطعيتهاي انحراف ديناميك زاوية فراز   )٢٠ شكل
  مدلسازي در آزمايشهاي سيستم كنترل

  
مربوط به عدم قطعيت پارامتري بوجود آمده در  منحني 16 در شكل

عدم قطعيتها به . موشك نشان داده مي شود (Pitch)ديناميك كانال فراز 
برخي نويزهاي ازاي حداكثر ميزان خطاي سيستمهاي اندازه گيري و وجود 

   .احتمالي در سيستم بدست آمده اند

   نتيجه گيري .6

براي كاهش پديدة  (ERP) در مقالة حاضر، روشي جديد
Chattering  ،در قالب كه مشكل اصلي سيستمهاي كنترل كليدزني است

عملكرد اين تابع به گونه اي تدبير شده بود كه با  .ارائه شديك تابع رياضي 
توسط طراح، شرط لغزش به گونه اي ارضا گردد كه  انتخاب پارامترهاي آن

بردار حالت سيستم با سرعت دلخواه به سمت صفحة لغزش حركت كند 
همچنين در محدوده اي دلخواه ). حفظ كيفيت پاسخ سيستم در شرايط گذرا(

در اطراف صفحة لغزش تحت عنوان لاية مرزي، بردار حالت سيستم تغييرات 
، در حالي )كيفيت پاسخ سيستم در شرايط ماندگارحفظ (ملايمي داشته باشد 

سپس بمنظور . كه در تمام زمان عملكرد پايداري سيستم ضمانت شده است
بررسي اثر عملكرد تابع فوق بر الگوريتم كنترل لغزشي، پس از فرمولبندي 
معادلات توصيف كنندة ديناميك زاوية فراز موشك هوا به هوا، دو مرحله 

در مرحلة اول، عملكرد هر دو سيستم كنترل . رديدشبيه سازي انجام گ
به ازاي وروديهاي مبناي ثابت مورد ) طراحي متداول و طراحي جديد(موشك

در مرحلة دوم بمنظور بررسي تحليلي شدت پديدة . بررسي قرار گرفتند
Chattering تابعي تحت عنوان انرژي ويژة مصرف شده توسط سيستم ،

در اين مرحله مأموريت موشك، تعقيب هدف در نهايت . كنترل معرفي شد
متحرك هوايي كه در مسير افقي در حال حركت بود، بمنظور بررسي 
عملكرد سيستمهاي كنترل به ازاي وروديهاي مبناي متغير با زمان در نظر 

نتايج نشان مي دهد كه الگوريتم پيشنهادي جديد،  بررسي. گرفته شد
داشته در حاليكه كيفيت  Chatteringعملكردي مطلوب در كاهش پديدة 
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_____________________________________________________________________________  
، استفاده سيستمي كاملاً غيرخطي استبين به منظور كنترل موتور سوييچ رلوكتانس، كه  كنترل پيشدر اين مقاله از روش  :چكيده

ايم مدل فازي عصبي خطي  مدلي را كه در اين مقاله مورد استفاده قرار داده. اين شيوه كنترلي مبتني بر مدل سيستم است. شده است
هاي خطي را نشان  ه توابع اعتباري كه گستره عملكرد هر يك از مدلهاي خطي به همرا اين مدل از يك مجموعه مدل. محلي است

سازي تابعي غيرخطي خواهد شد، كه در  ك مساله بهينهين مدل غيرخطي منجر به يم از اياما استفاده مستق. دهد تشكيل شده است مي
افته يسازي خطي كاهش  لحظه، مساله به بهينه لذا در اين مقاله با يافتن مدلي خطي محلي در هر. بر است ار زمانيحالت كلي حل آن بس

كننده برطرف  سازي برخط اين كنترل است، كه در غياب قيدها جوابي صريح و تحليلي بدست خواهد داد و بدين شكل مشكل پياده
كاهش ريپل  بايست مدنظر قرار گيرد، مساله كموتاسيون و ن مسائلي كه در كنترل موتور سوييچ رلوكتانس ميياز مهمتر. شده است

بين مشكل كموتاسيون رفع شده، بدين شكل كه با اضافه  كننده پيش در اين مقاله با اعمال تغييراتي در تابع هدف كنترل. گشتاور است
. كننده نهاده شده است اي به تابع هدف، كه نمايانگر انرژي مصرفي است، انجام كموتاسيون به طور ذاتي بر عهده كنترل نمودن جمله

كننده خواهد شد و از طرف ديگر گامي در جهت افزايش  له انرژي از يك طرف منجر به كموتاسيون ذاتي توسط كنترلاين جم
مساله كاهش ريپل گشتاور نيز به طور مجزا مورد بررسي قرارگرفته و نتيجه حاصله بدين شرح است كه . راندمان سيستم است

 .نمايد نظر ساختاري، در راستاي كاهش ريپل گشتاور عمل مي محلي از نقطهبين بر پايه مدل فازي عصبي خطي  كننده پيش كنترل

 محلي-بين، كموتاسيون، مدل نروفازي خطي موتور سوييچ رلوكتانس، كنترل پيش: هاي كليدي واژه

Abstract: In this paper, a Model Predictive Control (MPC) strategy for 
Switched Reluctance (SR) motor, which is a highly nonlinear process, is 
presented. A Locally Linear Neuro-Fuzzy (LLNF) model is extracted for the 
nonlinear process. A possible MPC on LLNF model demands for complicated 
nonlinear functional optimization procedures. To circumvent these 
time-consuming procedures, a linear model based on the LLNF model is 
defined. Linear model is valid only temporally. An MPC strategy for this linear 
model, asks for a simple optimization procedure with a closed form solution. 
By adding an appropriate term to the MPC’s utility function, a natural 
commutation is observed as an important by product of the MPC strategy. 
Besides, or analysis shows that the amount of torque ripple is reduced. This 
behavior is again a natural by product of applying MPC strategy to SR motor. 

Keywords: switched reluctance motor, model predictive control, commutation, locally linear 
neuro-fuzzy model. 
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  مقدمه  .1

صوص هاي دانشگاهي و صنعتي فراواني در خ هاي اخير پژوهش در دهه
موتور سوييچ رلوكتانس انجام گرفته است، اين تحقيقات بيشتر در آمريكا، 

دليل اصلي اين . انگليس و تعداد ديگري از كشورهاي صنعتي بوده است
علاقه ناشي از تقاضاي بازار براي موتورهاي با سرعت متغير در كاربردهاي 

مطبوع،  اين كاربردها شامل وسايل خانگي، تهويه. خانگي و صنعتي است
اين . است... ها، موتورهاي پمپ و خودرو و قطار و  ابزارهاي دستي، هواكش

كيلو وات در  30ژنراتور /موتور اخيراً در صنايع هوايي بعنوان يك موتور
اگرچه اين ماشين از خانواده . ]1[هواپيما مورد استفاده قرار گرفته است 

  .تمايز كننده استهاي سنكرون است ولي داراي بعضي خصوصيات م ماشين

هاي كنترلي متفاوتي جهت كنترل موقعيت، گشتاور و سرعت  روش
  .]4[و  ]3[و  ]2[اند  موتورهاي سوييچ رلوكتانس ارائه شده

در اين مقاله با استفاده از يك شبكه فازي عصبي خطي محلي كه بر پايه 
 SRشكل گرفته به شناسايي موتور  LoLiMoTالگوريتم كارامدي با نام 

  . پردازيم يم
يكي از مسائلي كه در كنترل موتور سوييچ رلوكتانس با آن سروكار 

در اين مقاله انجام الگوريتم . خواهيم داشت كموتاسيون در موتور است
ايم، بدين شكل كه با  بين نهاده كننده پيش كموتاسيون را نيز بر عهده كنترل

بين كه نمايانگر  يشكننده پ افزودن يك جمله اضافي به تابع هدف در كنترل
باشد به كموتاسيون  انرژي مصرفي است و به صورت مجذور جريان فازها مي

اين جمله انرژي در تابع هدفي كه در هر لحظه توسط . دست يافتيم
گردد باعث خواهد شد كه انجام عمل كنترلي  بين كمينه مي كننده پيش كنترل

باعث افزايش راندمان با حداقل انرژي مصرفي همراه باشد كه از يك طرف 
سيستم خواهد بود و از طرف ديگر كموتاسيون بهينه را در موتور باعث 

مناسب تحريك  به ميزانهاي مناسب و   خواهد شد و فازهاي موتور در زمان
   .شد دخواهن

ايم و در  بندي آن پرداخته بين و فرمول اين مقاله به كنترل پيش 2در بخش
هاي فازي عصبي خطي محلي  بر پايه مدلبين غيرخطي  كنترل پيش 3بخش 

مروري بر ساختار موتور سوييچ  4در ادامه در بخش . است آورده شده
هاي فازي عصبي خطي  سازي بر پايه مدل روش مدل. شود رلوكتانس ارائه مي

بندي روش كنترل  شرح داده شده و به دنبال آن فرمول 5محلي در بخش 
بين موقعيت موتور سه  به كنترل پيش 7بخش . آمده است 6بين در بخش  پيش

كنترل موقعيت و در  8پردازد و در بخش  گيري از كموتاتور مي فاز با بهره
در . اند كنترل سرعت موتور با ارائه يك مدل سه فاز آورده شده 9بخش 
بين و كموتاسيون ذاتي به عنوان ويژگي بارز  روش كنترل پيش 10بخش 

بخش . سوييچ رلوكتانس آورده شده است اعمال اين روش كنترل بر موتور
به بررسي ريپل گشتاور موتور كنترل شده با اين روش اختصاص يافته و  11

  .گيري آمده ست بندي و نتيجه جمع 12در نهايت در بخش 

 بين كنترل پيش .2

و كاتلر و  ]5[بين به طور همزمان توسط ريچالت  مفهوم كنترل پيش
بين مبتني است بر  طراحي كنترل پيش. شد بيان 70در اواخر دهه  ]6[راماكر 

، كه در آن مدلي ازسيستم به صورت صريح به منظور طراحي 1مدل سيستم
گيرد از مدل سيستم جهت پيشبيني رفتار  كننده، مورد استفاده قرار مي كنترل

هاي مربوط به خانواده  كننده تمامي كنترل. شود سيستم در آينده استفاده مي
  .نمايند نشان داده شده، عمل مي 1شيوه زير كه در شكل  بين به كنترل پيش

شود،  ناميده مي 2بيني لحظه بعد كه افق پيش Nهاي آينده تا  خروجي -1
Nkهاي آينده،  خروجي. گردند معين مي ,...,1=  )|( tkty ، به +
به آن اعمال هاي آينده سيستم كه  هاي گذشته و ورودي ها و خروجي ورودي

 .خواهند شد، وابسته هستند

هاي كنترلي آينده توسط ملاكي كه بيانگر فاصله ميان  سيگنال -2
. گردند باشد، تعيين مي هاي مطلوب آينده مي هاي آينده و خروجي خروجي

هاي  از خطاي ميان خروجي 3اين ملاك عموماً به شكل يك تابع مربعي
در ضمن سيگنال . وب آينده استهاي مطل بيني شده آينده و خروجي پيش

اگر اين ملاك به . توان مدنظر قرار داد كنترلي را نيز در اين ملاك مي
باشد و از طرفي مدل سيستم يك مدل خطي باشد و قيدي  4صورت مربعي

توان يافت در  سازي مي وجود نداشته باشد، يك جواب صريح براي اين بهينه
بايست مورد استفاده  را مي 5ريصورت يك روش بهينه سازي تكرا غير اين

 .قرار دهيم

Nkپس از تعيين  -3 ,...,1=   )|( tktu تنها سيگنال كنترلي  +
)|( ttu  به سيستم به عنوان سيگنال كنترلي اعمال خواهد شد و در لحظه بعد

)1|1( تكرار خواهند شد و سيگنال كنترلي 2و1دوباره مراحل  ++ ttu 
 .محاسبه خواهد شد

بين توابع هدف متفاوتي را جهت بدست آوردن  هاي كنترل پيش الگوريتم
حالت كلي آن است كه . دهند قانون كنترلي مورد استفاده قرار مي

~y (هاي آينده سيستم خروجي با توجه به افق درنظر گرفته شده از يك  )
 6پيروي نمايند و درعين حال هزينه كنترلي) ω(مرجع مشخصسيگنال 
) u∆ حالت عمومي چنين تابع هدفي   .براي انجام چنين كاري محدود باشد) 

  .باشد مي) 1(به صورت رابطه 
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به ترتيب كمينه و بيشينه افق  2Nو  1Nير پارامترهاي مقاد) 1(در رابطه 
مقاديري  2Nو  1Nمقادير . افق كنترل است uNباشند و  بيني مي پيش

لحظاتي انتظار داريم كه  ذهني هستند كه نشان دهنده آن است كه در چه
)(. خروجي سيستم، خروجي مطلوب را تعقيب نمايد jδ . و)( jλ  ضرايب

طور كامل و مبسوط در  بندي كنترل پيشبين به فرمول .باشند وزني مناسب مي
  .شرح داده شده است ]7[مرجع 

: به موارد زير اشاره نمودتوان  كننده پيشبين مي از ويژگيهاي كنترل
هاي تك  كننده، توسعه آسان از سيستم سهولت تنظيم پارامترهاي كنترل

چند خروجي، اعمال بر  - هاي چند ورودي تك خروجي به سيستم -ورودي
هاي غيرخطي، اعمال قيدهاي پروسه به صورت سيستماتيك در مرحله  سيستم

خير زماني بزرگ و هاي با تا كننده، جهت كنترل پروسه طراحي كنترل
  . هايي كه در حالت حلقه باز ناپايدار هستند هاي غير مينيمم فاز و پروسه پروسه

اي از  كنترل پيشبين غير خطي بر پايه شبكه .3
  هاي خطي محلي مدل

در اين روش كنترل پيشبين غير خطي مدلي از سيستم كه مورد استفاده 
كه اين شبكه تشكيل  هاي خطي محلي است، گيرد يك شبكه از مدل قرار مي

اي از توابع اعتبار  هاي خطي به همراه مجموعه شده از يك مجموعه از مدل
اي هستند كه  هاي خطي كه اين توابع اعتبار همچون پنجره متناظر با اين مدل
نمايند و اين توابع  ها را در آن نقطه كار خاص مشخص مي ارزش زير مدل

گيري از  ، با بهره]10[و  ]9[و  ]8[اشند ب اعتبار تابعي از نقطه كار سيستم مي
آيد  اين مدل سيستم در هر لحظه يك مدل خطي محلي از سيستم بدست مي

هاي  جمع وزني تمامي مدل بدين شكل كه با توجه به نقطه كار سيستم حاصل
هاي محلي هستند و  ها توابع اعتبار مدل آيد كه در آن وزن محلي بدست مي

كننده خطي مبدل خواهد  غيرخطي به طراحي كنترلكنترل پيشبين بدين شكل 
  .]11[شد 

  موتور سوييچ رلوكتانس .4

و بسيار  1839هاي سوييچ رلوكتانس براي اولين بار در سال  ايده محركه
. ]12[به ثبت رسيد  1اختراع شوند، توسط تيلور ACهاي  قبل از اينكه ماشين

معرفي شد 3آبرديندر 2اي كه در اوايل قرن بيستم توسط والكر موتور پله
اي رلوكتانس متغير امروزي و سوييچ  بسياري از خواص موتورهاي پله

هاي  در سال5وهافت4دو اختراع ثبت شده بوسيله بدفورد. رلوكتانس را دارد
اكثر خواص مورد نياز موتورهاي سوييچ رلوكتانس پيشرفته را  1972و  1971

                                                            
1 Taylor
2 C. L. Walker 
3 Aberdeen 
4 Bedford 
5 Hoft 

موتور رلوكتانس متغير به  مجدداً 1969هاي  اما از سال. ]13[كنند  بيان مي
هاي اخير در كشورهاي  در دهه. ]14[عنوان موتور سرعت متغير مطرح شد 

هاي دانشگاهي و صنعتي فراوان روي موتور سوييچ  مختلف پژوهش
دليل اصلي اين كار تقاضاي بازار براي . رلوكتانس انجام گرفته است

اين . است موتورهاي با سرعت متغير در كاربردهاي خانگي و صنعتي
ها،  كاربردها شامل وسايل خانگي ، تهويه مطبوع، ابزارهاي دستي، هواكش

كاربردهاي جديد . شوند موتورهاي پمپ، خودرو، قطار و جز آن مي
طلبد به طوري كه  درايورهاي سرعت متغير، قابليت اطمينان بسيار زيادي را مي

. تر از آنها باشدو القائي كنوني و بلكه به DCقابل مقايسه با موتورهاي 
نمونه چنين . قابليت پاسخ به چنين نيازهايي را دارند 6SRMهاي  سيستم

توانيد به  براي اطلاعات بيشتر مي. نشان داده شده است 2ماشيني در شكل 
  .مراجعه كنيد ]15[و  ]13[

هرگاه دو قطب روبروي هم استاتور تحريك شوند روتور به موقعيت 
) روتور(بر اساس مدار مغناطيسي، عضو گردان . رود مي ها راستا با آن قطب هم

كند كه در لحظه تحريك به موقعيت حداقل رلوكتانس  طوري حركت مي
راستا  وقتي كه دو قطب روتور با دو قطب استاتور هم. مغناطيسي برسد

شوند كه  راستايي خارج مي ها از حالت هم شوند دسته ديگري از قطب مي
در اين موقعيت اين . هاي استاتور و روتور است بدليل آن تعداد متفاوت قط

. رود راستايي جديد مي ها تحريك شده و روتور به موقعيت هم دسته از قطب
هاي استاتور، روتور  پيچ ها در سيم به همين ترتيب با كليدزني مرتب جريان

كند كه به دليل كليدزني  حركت روتور توليد گشتاور و توان مي .چرخد مي
بنابراين، اين ماشين . چهاي قطب استاتور و تغيير رلوكتانس استپي در سيم

  .سرعت متغير، به ماشين سوييچ رلوكتانس شهرت يافته است
  

                                                            
6 Switched reluctance motor 

  
  بين شيوه كنترل پيش )١ شكل

t t+1t-1 
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t+k t+N … … 

u(t) 
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اي از ماشين سوييچ رلوكتانس كه در آن روتور داراي شش قطب و استاتور  نمونه )٢ شكل
  .باشد داراي هشت قطب مي

  موتور سوييچ رلوكتانس خطي محلي  سازي مدل .5

ايم كه بر  به منظور كنترل موتور سوييچ رلوكتانس مدلي را در نظر گرفته
هاي بدست آمده از موتور  و بر پايه داده 1LoLiMoTپايه الگوريتمي با نام 

اين مدل يك مدل فازي عصبي خطي محلي است كه در واقع . بنا شده است
مراه توابع اعتبار گوسي شكل كه هاي خطي محلي به ه اي است از مدل شبكه
  .آورده شده است ]16[ بندي آن به طور كامل در فرمول

توان يك سيستم با دو ورودي و يك  در هر فاز را مي SRموتور  
توان  و خروجي آنرا مي Iو  θهاي آنرا  خروجي در نظر گرفت كه ورودي

 LoLiMoTرا با الگوريتم  SRبا اين تصور مدل موتور . ودگشتاور فرض نم
انتخاب شده است، بدست  M=50هاي محلي كه در آن تعداد مدل

  .]17[آوريم  مي
را با توجه به مدل   SRاطلاعات مربوط به ورودي و خروجي موتور

ده به بعبارت ديگر از مدل معرفي ش. آوريم بدست مي ]18[معرفي شده در 
بر  LoLiMoTالبته با توجه به اينكه الگوريتم . ايم گرفته  عنوان سيستم بهره

سازي الگوريتم  توان جهت پياده باشد مي هاي سيستم مي پايه داده
LoLiMoT هاي واقعي خود موتور نيز بهره جست و  بر روي موتور از داده

ي سيستم جهت خروج- هاي ورودي استفاده از مدل فقط به منظور توليد داده
  .است LoLiMoTالگوريتم 
 4هاي موجود و شكل را بر حسب داده) گشتاور(خروجي موتور  3شكل

هاي  مدل 5شكل.. دهد را نشان مي LoLiMoTمدل بدست آمده با الگوريتم 
هاي خطي  توابع اعتبار مربوط به مدل 6در شكل. دهد خطي محلي را نشان مي

 .محلي نشان داده شده است

                                                            
1 Local Linear Model Tree 

  
  بر حسب وروديخروجي  )٣ شكل

  

  
  LoLiMoTمدل بدست آمده با استفاده از الگوريتم  )٤ شكل

  
  LoLiMoTمدلهاي خطي محلي محاسبه شده توسط الگوريتم  )٥ شكل
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كه هر كدام از آنها مربوط به يك مدل  LoLiMoTتوابع اعتبار در الگوريتم  )٦ شكل

  باشد خطي محلي مي

  كنترل پيشبين موتور سوييچ رلوكتانس .6

بين موتور سوييچ رلوكتانس سه فاز  ررسي كنترل پيشدر اين بخش به ب
   .پردازيم اين موتور داراي چهار قطب روتور و شش قطب استاتور است مي

اعمال شده و مزاياي آن  SRبين بر موتور  در ادامه روش كنترل پيش
همانطور كه ذكر شد موتور سوييچ رلوكتانس . مورد پژوهش قرار گرفته است

خطي است و اين خاصيت غيرخطي باعث خواهد شد كه سيستمي كاملاً غير
كننده در مرحله كمينه نمودن تابع هدف دچار مشكل شويم  در طراحي كنترل

از . سازي غيرخطي است زيرا كمينه نمودن تابعي غيرخطي، نيازمند روش بهينه
بر است، جهت پياده سازي به صورت  آنجا كه روش ياد شده روشي زمان

بنابراين در اين مقاله با استفاده از يك مدل . ه نخواهد بودبرخط قابل استفاد
فازي عصبي خطي محلي در هر لحظه مدلي خطي محلي از سيستم بدست 

اي خطي تبديل  كننده كننده را به طراحي كنترل ايم و طراحي كنترل آورده
ايم و قابليت پياده سازي به صورت برخط حاصل شده است، به عبارت  ساخته

ايم كنترل پيشبين بر پايه مدل فازي عصبي  ي كه در پيش گرفتهديگر روش
  .خطي محلي است

جهت تعيين توابع اعتبار در مدل فازي عصبي خطي محلي نيازمند يك 
باشد كه  اين نقطه كار شامل جريان و زاويه روتور مي. باشيم نقطه كار مي

حاسبه شده در اي كه در پريود قبل م جريان نقطه كار را دومين عنصر از رشته
گيريم و زاويه روتور را نيز با استفاده از يك سنسور كه بر روي شفت  نظر مي

  .نماييم موتور قرار گرفته، تعيين مي

گيري  بين موقعيت موتور سه فاز با بهره كنترل پيش .7
  كموتاتور از

 7همانطور كه در شكل. باشد موتور در نظر گرفته شده موتوري سه فاز مي
  است در موتور سه فاز در بعضي نواحي تنها يك فاز قادر است  نشان داده شده

  
  )جريان ثابت(گشتاور سه فاز موتور با تحريك ثابت )٧ شكل

كه گشتاوري با جهت دلخواه ايجاد نمايد و در بعضي نواحي دو فاز 
  .نمايند همزمان گشتاوري در آن جهت ايجاد مي

بايست الگوريتمي  جهت بكارگيري هر سه فاز با هم در كنترل موتور مي
در نظر بگيريم كه نخست اندازه و جهت گشتاور لازم را تعيين كند و در 

هاي  مرحله بعد الگوريتمي كه با توجه به موقعيت روتور و بالطبع موقعيت فاز
. موتور با اعمال جريان مناسب به فاز مناسب، اين گشتاور را ايجاد نمايد

لگوريتم اخير را الگوريتم كموتاسيون الگوريتم نخست را الگوريتم كنترلي و ا
در اين شيوه كنترل در هر لحظه تنها از يك فاز موتور استفاده . نامند مي
  .گردد مي

طراحي الگوريتم كنترلي بدين قرار است كه با توجه به معادلات مكانيكي 
آورده شده است، با در نظر گرفتن گشتاور به ) 2(حاكم بر موتور كه در 

يستم با يك سيستم درجه دو خطي سروكار خواهيم داشت و عنوان ورودي س
  .پردازيم كننده مي به طراحي كنترل

)٢(    

),(

][1

θ

ωω

ωθ

ifT

DTT
jdt

d
dt
d

e

Le

=

−−=

=

  

i، )2(در رابطه  جريان يكي از فازهاي موتور است كه در آن لحظه  
اين حالت طراحي در  .موقعيت شفت روتور است θگردد و  تحريك مي

بين جهت اين سيستم امري بسيار آسان خواهد بود زيرا در  كننده پيش كنترل
. نماييم كننده پيشبين را جهت يك سيستم خطي طراحي مي واقع كنترل

رغم آساني طراحي  اي كه بايد مدنظر قرار گيرد اين است كه به نكته
شود  اور محسوب ميكننده گشت كننده، ورودي سيستم از ديدگاه كنترل كنترل

توانيم  بين را از دست خواهيم داد زيرا ديگر نمي و بنابراين مزاياي كنترل پيش
بندي شده بر جريان فازها اعمال نماييم و در ضمن در  قيدي به صورت فرمول

باشند در نظر گرفته  هاي اصلي سيستم مي فازها كه ورودي  تابع هدف جريان
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به . گردد كه در تابع هدف لحاظ مي است شوند و اين تغييرات گشتاور نمي
  .گردد تبديل مي) 3(عبات ديگر تابع هدف به صورت رابطه 
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مشاهده . تغييرات گشتاور اعمالي به سيستم است ∆τكه در رابطه فوق 

شود كه در اين تابع جريان فازهاي موتور نقشي ندارند وبعبارت ديگر  مي
بين را از دست خواهيم داد لذا به  از مزاياي كنترل پيش بدين شكل بسياي

بايست روشي در نظر بگيريم كه  منظور دستيابي به اهداف كنترلي مطلوب، مي
هاي آينده به  در بخش. هاي فازها در تابع هدف لحاظ گردند در آن جريان

  .اين موضوع پرداخته خواهد شد
شود بدين قرار است  فته ميالگوريتمي كه به منظور كموتاسيون در نظر گر

توانند در آن لحظه  دهد از سه فاز موتور چند فاز مي كه نخست تشخيص مي
در . كننده توليد نمايند گشتاوري هم جهت با گشتاور محاسبه شده از كنترل

صورتيكه يك فاز تنها بتواند اين گشتاور را توليد كند با مشخص بودن 
نياز جريان لازم با استفاده از مدل فازي  موقعيت روتور و اندازه گشتاور مورد

در صورتيكه دو فاز بتوانند گشتاور هم . گردد عصبي خطي محلي محاسبه مي
جهت با گشتاور مورد نياز توليد كنند نخست تشخيص داده خواهد شد 

نمايد و سپس جريان براي  كداميك با جريان كمتر گشتاوري بزرگتر توليد مي
گردد،  تاور مورد نياز و موقعيت روتور محاسبه ميآن فاز با مشخص بودن گش

در حين عمل كموتاسيون در . ماند در حاليكه جريان فاز ديگر صفر باقي مي
صورتيكه فاز پيشران موتور تغير كند جريان فازي را كه در لحظه قبل 

نتايج شبيه سازي . دهيم تحريك شده است با شيب ثابتي به سمت صفر ميل مي
  .شده استدر زير آورده 

دهد و  خروجي سيستم را به همراه خروجي مطلوب نمايش مي 8شكل
 .دهد هاي مربوط به سه فاز موتور را نشان مي جريان 9شكل
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  گيري از سه فاز هاي سه فاز موتور در حالت كنترل با بهره جريان )٩ شكل

گيري از  ن موقعيت موتور با بهرهبي كنترل پيش .8
  مدل سه فاز

گيري از مزاياي  طور كه در بخش قبل ذكر شد به منظور بهره همان
بايست جهت طراحي  بين در اينجا هر سه فاز را با هم مي كننده پيش كنترل
 SRاز طرفي گشتاور موتور . كننده به عنوان سيستم در نظر گرفت  كنترل

در صورتيكه هر . باشد هاي مختلف موتور مي زحاصل جمع جبري گشتاور فا
سه فاز را با هم به عنوان سيستم در نظر بگيريم مشكل كموتاسيون نيز بر طرف 

  .كند كننده اين نقش را ايفا مي  خواهد شد و كنترل
بايد به اين نكته . باشند از نظر مدل مشابه يكديگر مي SRهاي موتور  فاز

ه توسط فازهاي موتور داراي اختلاف فاز توجه نمود كه گشتاور توليد شد
يا  4/6در نظر گرفته شده كه موتوري  SRاست، به طور مثال در موتور 

بعبارت ديگر داراي چهار قطب روتور و شش قطب استاتور است اختلاف فاز 
خواهد بود  +π/6و  −π/6با  ميان گشتاور توليد شده توسط سه فاز برابر

كه با در نظر گرفتن اين اختلاف فاز و در نظر گرفتن مدل هر سه فاز مشابه 
عنوان يك سيستم در نظر گيريم و در  را به SRتوانيم موتور  يكديگر، مي
در اين حالت گشتاور موتور مجموع . كننده از آن بهره جوييم طراحي كنترل

خواهد ) 8(دف به صورت رابطه گشتاور فازهاي مختلف خواهد بود و تابع ه
هاي پيشين مدل هر فاز با مدل فازي عصبي خطي   در اينجا نيز مانند بخش. بود

هاي  محلي جايگزين خواهد شد و با در نظر گرفتن اختلاف فاز ميان گشتاور
ايجاد شده توسط فازهاي موتور اين سه مدل خطي محلي با يكديگر جمع 

آيد كه داراي چهار ورودي و يك  شده و يك مدل خطي محلي بدست مي
باشند  هاي سه فاز و زاويه شفت موتور مي ها جريان ورودي. خروجي است

پس از جايگزيني اين مدل در . وخروجي گشتاور الكتريكي موتور است
كه طراحي  SRكننده موتور   معادلات مكانيكي موتور، به طراحي كنترل

  . پردازيم ت، ميبين جهت يك سيستم خطي اس كننده پيش كنترل
  جهت بدست آوردن مدل سه فاز سيستم، داريم
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در روابط فوق به منظور جلوگيري از پيچيدگي معادلات، وابستگي 
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وان معادله حاكم بر يك عن توان به شود كه رابطه فوق را مي مشاهده مي

بين در  كننده پيش تابع هدف كنترل. سيستم خطي با سه ورودي درنظر گرفت
) 7(بيني رفتار سيستم از معادله  زير آورده شده است، در اين تابع جهت پيش

) 7(لازم به يادآوري است كه معادله . گردد در هر پريود زماني استفاده مي
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باشد و  مي  pتغييرات سيگنال كنترلي مربوط به فاز  ∆pTدر رابطه فوق 

  .پارامترها مشابه قبل است ساير
  .هاي انجام شده در زير آورده شده است سازي شبيه
هاي كنترلي را ل سيگنا 11دهد و شكل  خروجي سيستم را نشان مي 10شكل
  .دهد نمايش مي
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گيري از مدل سه فاز در  موقعيت روتور به همراه موقعيت مطلوب روتور با بهره  )١٠ شكل

  باشد حالتيكه موقعيت مطلوب به صورت مقدار ثابت مي
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گيري از مدل سه فاز  بين موتور با بهره هاي سه فاز موتور در كنترل پيش جريان  )١١ شكل

  صورت مقدار ثابت استدر حالتيكه موقعيت مطلوب به 

گيري از مدل  بين سرعت موتور با بهره كنترل پيش .9
  سه فاز

گيري از مدل سه فاز  در اين بخش به كنترل سرعت موتور با بهره
كننده مانند قبل است با اين تفاوت كه تابع  پردازيم، مراحل طراحي كنترل مي

خش قبل به در ب. باشد مي) 9(كننده بصورت رابطه  هدف در طراحي كنترل
بايست موقعيت روتور را با استفاده از مدل  منظور تعيين سيگنال كنترلي مي

سيستم تخمين بزنيم ولي در كنترل سرعت، سرعت موتور است كه تخمين 
  .گردد كننده منظور مي زده خواهد شد و در تابع هدف كنترل
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نشان دهنده سرعت تخمين  ~vت كه در بالا آورده شده اس) 9(در رابطه 
. زده شده روتور است كه با استفاده از مدل سيستم بدست آورده شده است
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سرعت مطلوب روتور است و ساير پارامترها مشابه با  vωدر همين رابطه 
  .ه استها در زير آورده شد سازي نتايج شبيه. باشند توابع هدف قبل مي
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  گيري از مدل سه فاز سرعت روتور به همراه سرعت مطلوب با بهره  )١٢ شكل
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  گيري از مدل سه فاز هاي فازها در كنترل سرعت موتور با بهره جريان  )١٣ شكل

سرعت مطلوب به همراه سرعت واقعي روتور آورده شده و  12در شكل
 .اند هاي سه فاز نشان داده شده جريان 13در شكل 

ه تاثير مقادير پارامترهاي تابع هدف در عملكرد سيستم در به منظور مشاهد
اين قسمت عملكرد سيستم كنترلي به ازاي مقادير مختلف پارامترها را با 

نشان داده شده  14يكديگر مقايسه خواهيم نمود، نتايج اين مقايسه در شكل
كننده در  مقادير پارامترهاي تابع هدف كه جهت مقايسه رفتار كنترل. است
در اين شبيه . آورده شده است 1مورد استفاده قرار گرفته در جدول  14ل شك

11ها  سازي =N  1و)( =jδ  وuNN  .در نظر گرفته شده است 2=

و نتايج  1با توجه به مقادير پارامترهاي آورده شده در جدول 
شود كه با كاهش افق  مشاهده مي 14كل هاي انجام شده درش سازي شبيه
هاي  كننده كاهش يافته و با افزايش تاثير سيگنال  بيني كيفيت رفتار كنترل پيش

هاي كنترلي داراي تغييراتي كمتر شده ولي از  كنترلي در تابع هدف سيگنال
  .يابد طرفي كيفيت رفتار سيستم كاهش مي

بخش قبل مشاهده  هاي كنترلي اين بخش و طور كه از سيگنال همان
ها هر سه فاز موتور با هم در حال تحريك شدن است  شود در بعضي زمان مي

توانند با هم در يك  دانيم كه در هر لحظه سه فاز موتور نمي از طرفي مي
  ها بالاجبار دو فاز داراي گشتاوري  جهت توليد گشتاور نمايند لذا در اين زمان

ت مقايسه تاثير آنها در رفتار پارامترهاي تابع هدف كه جه -1جدول 
  .سازي قرار گرفته است سيستم مورد شبيه

پارامترهاي 
سطر سوم 

  14شكل 

پارامترهاي 
سطر دوم 

  14شكل 

پارامترهاي 
سطر اول 

  14شكل 
  

100  10  10  )( jλ  

10  5  10  uNN =2  

ثر يكديگر را خنثي باشند كه در واقع آنها ا با جهت مخالف هم مي
نمايند و اين باعث كاهش راندمان سيستم خواهد شد بنابراين جهت بر  مي

كننده را تغيير دهيم به   بايست تابع هدف كنترل طرف نمودن اين مشكل مي
  .اي كه سه فاز با يكديگر تحريك نگردند گونه

بين سرعت موتور سه فاز و  كنترل پيش .10
  كموتاسيون ذاتي

مشكل ياد شده در بخش قبل، به منظور افزايش  جهت برطرف نمودن
راندمان در سيستم يا به عبارت ديگر جلوگيري از تحريك شدن هر سه فاز با 

گردد يك جمله به تابع هدف افزوده  يكديگر كه منجر به اتلاف انرژي مي
اضافه . باشد هاي فازها مي گردد كه اين جمله به صورت مجذور جريان مي

هاي  ه تابع هدف باعث خواهد شد كه در تعيين سيگنالنمودن اين جمله ب
هاي كنترلي مدنظر  كنترلي علاوه بر اينكه رفتار سيستم و نيز تغييرات سيگنال

لذا در نگاه اول اضافه . قرار گيرد، انرژي مصرفي نيز تا حد ممكن كاهش يابد
 نمودن اين جمله باعث خواهد شد فازي كه داراي توانايي كمتري در توليد
گشتاور در آن لحظه خاص است كمتر تحريك گردد و اگر فازي در آن 

به . نمايد تحريك نگردد لحظه گشتاوري مخالف با جهت مورد نياز ايجاد مي
تواند نقش الگوريتم كموتاسيون را بر عهده  بيان ديگر اين جمله مي

اين افزاييم در  ، حال با اين مقدمه جمله انرژي را به تابع هدف مي]19[گيرد
  .تبديل خواهد شد) 10(صورت تابع هدف به صورت رابطه 
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آورده  1دول اين مقادير در ج. بين به ازاي پارامترهاي مختلف تابع هدف، شبيه سازي به ازاي سه دسته پارامتر مختلف انجام گرفته است كننده پيش در اين شكل به منظور مقايسه رفتار كنترل )١٤ شكل

اهش بيني كاهش يافته و عملكرد سيستم نيز بالطبع كاهش يافته و در سطر سوم ضريب تاثير سيگنال كنترلي در تابع هدف افزايش يافته كه باعث ك شده است، در سطر دوم نسبت به سطر اول افق پيش
  .باشد به سطر اول ميهاي كنترلي داراي تغييرات كمتري نسبت  كيفيت عملكرد سيستم گشته ولي سيگنال

  
 

در . ضريب تاثير جمله انرژي در تابع هدف است αدر رابطه ذكر شده 
  .باشد لحظه آينده مي  jدر     pجريان فاز  pjTاين رابطه 

هاي انجام شده با تابع هدف جديد آورده شده است، در  سازي  در زير شبيه
هاي قبل با استفاده از مدل فازي عصبي، مدل خطي محلي  يز مانند بخشاينجا ن

كننده مورد استفاده قرار  آوريم و جهت طراحي كنترل از سيستم بدست مي

سرعت روتور به همراه سرعت مطلوب نشان داده  15در شكل . خواهيم داد
ر شود كه د جريان فازها نشان داده شده است، مشاهده مي 16شده و در شكل 

گردند و بعبارت  اي سه فاز با يكديگر تحريك نمي اين حالت در هيچ لحظه
  .ديگر مشكل ذكر شده بر طرف شده است
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سرعت شفت موتور به همراه سرعت مطلوب شفت با اضافه نمودن جمله انرژي به  )١٥ شكل

  بين كننده پيش  تابع هدف كنترل
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بين با اضافه نمودن  پيش كننده  فازهاي موتور، تعيين شده توسط كنترل  جريان )١٦ شكل

  جمله انرژي به تابع هدف

بررسي ريپل گشتاور در موتور سوييچ رلوكتانس  .11
  بين كنترل شده با كنترل پيش

موتور سوييچ رلوكتانس به دليل مزاياي زيادي كه دارد مورد توجه قرار 
توان  گرفته است ولي از مشكلاتي كه در استفاده از اين موتور وجود دارد مي

يپل گشتاور اشاره نمود جهت بر طرف نمودن ريپل گشتاور دو شيوه را به ر
توان با تغييراتي در  توان در نظر گرفت، نخست اينكه در طراحي موتور مي مي

ساختار روتور و استاتور موتور تا حد ممكن ريپل گشتاور را كاهش داد يا 
هاي  روش. ]20[اينكه با استفاده از شيوه كنترلي اين مشكل را برطرف نمود 
اند در بعضي از  مختلفي را جهت كاهش ريپل گشتاور مورد استفاده قرار داده

نمايند و سپس با  ها اطلاعات مربوط به موتور را ذخيره مي اين روش
هاي خاصي جريان فازهاي موتور را براي دستيابي به  ها و روش الگوريتم

ها جهت  اين روش در بعضي از. نمايند گشتاوري با ريپل كمتر تعيين مي
كاهش ريپل گشتاور، نياز به دانستن موقعيت روتور است كه توسط انكودر بر 

در بعضي ديگر به دليل اينكه استفاده از انكودر . گردد روي شفت تعيين مي

هايي جهت حذف انكودر  قيمت موتور را بالا خواهد برد بدنبال روش
  .زنند روتور را تخمين ميصورتي سرعت و موقعيت و ب ]22[و  ]21[باشند  مي

بين با بكارگيري مدل سه فاز، كموتاسيون را نيز  در شيوه كنترل پيش
كننده انجام دهيم و در اينجا به بررسي ريپل گشتاور  توانستيم توسط كنترل

همانطور كه در بخش قبل ديديم با اضافه نمودن جمله انرژي به . پردازيم مي
اي كه جهت  شايد اولين شيوه. جام گرديدتابع هدف، كموتاسيون در موتور ان

اي كه بيانگر ريپل  كاهش ريپل گشتاور به ذهن برسد اين باشد كه جمله
هاي كنترلي ريپل  گشتاور است، به تابع هدف اضافه نماييم تا در تعيين سيگنال

توان تابع هدفي به صورت زير در  بنابراين مي. گشتاور نيز مدنظر قرار گيرد
  :نظر گرفت
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باشد و  مي  j-1و   jاختلاف گشتاور ميان لحظه  ∆jτدر اين تابع هدف
v~  سرعت روتور وvω حال به بررسي اين تابع . سرعت مطلوب روتور است

حظه بر حسب جريان و ل دانيم كه گشتاور را در هر مي. پردازيم هدف مي
) 12(گيري از مدل فازي عصبي به صورت رابطه  موقعيت روتور با بهره

  توان بدست آورد مي
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  داريم ،)12(در رابطه ) 14(با جايگزين نمودن رابطه 
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بين هدف اول رسيدن سرعت روتور به مقدار  دانيم كه در كنترل پيش مي

باشد، پس از رسيدن سرعت به اين مقدار هدف ثاني كم نمودن  مطلوب مي
  .ريپل گشتاور است

شويم كه ترم  متوجه مي) 16(با دقت در رابطه 
∑ =

+∆×uN

j
tjtb

1

22 )]|([ θγ توان مشابه با ترم  را مي

∑ =
+−+2

1

2)]()|(~)[(
N

Nj v jttjtvj ωδ  در نظر گرفت در صورتيكهvω  را
به بيان ديگر اگر در تابع هدف آورده شده در . برابر با صفر در نظر بگيريم

را بزرگ در نظر بگيريم آن موقع سيستم كنترلي به جاي  γضريب ) 11(
ميل دهد به سمت  vωنكه سرعت شفت موتور را به سمت مقدار مطلوب آ

هاي  شويم كه اضافه نمودن جمله بنابراين متوجه مي. صفر ميل خواهد داد
  .باشد اضافي به تابع هدف تاحدي محدود مي

توان جمله تغييرات گشتاور را با  با توجه به آنچه در بالا آورده شد نمي
و فرض اينكه ) 13(ب بزرگ در تابع هدف وارد نمود، با دقت در رابطه ضري
θ∆ بايست تا حد  مقدار ثابت و معين باشد جهت كاهش ريپل گشتاور مي

ممكن تغييرات جريان را محدود نمود از آن جهت كه مدل خطي محلي كه 
باشد زيرا در سرعت ثابت  ايم اعتبار لازم را داشته براي سيستم در نظر گرفته

بايست گشتاور ثابت الكتريكي را در موتور ايجاد نمايد  كننده موتور مي  كنترل
و عاملي كه باعث ريپل گشتاور خواهد شد . دهد و اين عمل را نيز انجام مي

بنابراين كاهش ريپل گشتاور از . باشد خطاي مدل سازي سيستم مي
اي اضافي در  است و نيازمند به جملهبين  كننده پيش خصوصيات ذاتي كنترل
  .تابع هدف نخواهيم بود

توان ادعا نمود كه جهت كنترل موتور سوييچ رلوكتانس با در نظر  پس مي
گرفتن ملاحظاتي از قبيل كاهش ريپل گشتاور، كموتاسيون بهينه، افزايش 

... كننده و  افزاري در مرحله طراحي كنترل راندمان، اعمال قيدهاي سخت
  .بين بهره جست وان از شيوه كنترل پيشت مي

سازي مربوط به موتور كه در آن گشتاور مطلوب برابر با  در زير شبيه
N.M 20 در اين حالت سرعت مطلوب شفت . باشد، آورده شده است مي

گشتاور موتور به همراه  17در شكل . باشد راديان در ثانيه مي 30موتور 
شود ريپل  طور كه مشاهده مي همانگشتاور مطلوب نمايش داده شده است، 

فازها   جريان 18در شكل . باشد درصد مقدار مطلوب مي 20گشتاور در حدود 
در اين شكل كموتاسيون به صورت واضح قابل . نشان داده شده است

  .باشد كه نتيجه اضافه شدن جمله انرژي به تابع هدف است تشخيص مي
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گيري از مدل سه فاز و  لوب موتور با بهرهگشتاور توليد شده به همراه گشتاور مط )١٧ شكل

ها جريان يك فاز در  هاي تيز نقاطي هستند كه در آن اضافه نمودن جمله انرژي، نقاط با گوشه
رسد  اي كه به نظر مي نكته. باشد حال قطع شدن است و يا يك فاز در آستانه تحريك شدن مي

  زي استسا آن است كه ريپل گشتاور در اينجا ناشي از خطاي مدل
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. بين محاسبه گرديده است كننده پيش  جريان فازهاي موتور كه با استفاده از كنترل  )١٨ شكل

بين، كموتاسيون به  كننده پيش  شود كه با اضافه شدن جمله انرژي به تابع هدف كنترل مشاهده مي
طور خودكار انجام پذيرفته و در لحظات مختلف يك و حداكثر دو فاز موتور در حال تحريك 

  باشند مي
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شود  طور كه مشاهده مي سرعت مطلوب به همراه سرعت واقعي روتور، همان )١٩ شكل

بين  كننده پيش سرعت روتور داراي خطاي پايدار است كه البته اين خطا ناشي از ذات كنترل
  .هاي خاص اصلاح نمود توان آن را تا حدي با روش باشد ولي با اين وجود مي مي

همراه سرعت روتور نشان داده شده است، سرعت مطلوب به  19در شكل 
شود سرعت روتور داراي خطاي ثابت نسبت به  طور كه مشاهده مي همان

بين است، زيرا كه در  باشد كه اين ناشي از ذات كنترل پيش مقدار مطلوب مي
تابع هدف علاوه بر خطاي سيستم تغييرات سيگنال كنترلي و نيز جمله انرژي 

البته . د انتظار داشت كه خطا كاملاً صفر گرددباشند، پس نباي سهيم مي
هايي در نظر گرفت تا اين خطا را به سمت صفر ميل داد كه از  توان روش مي

كننده كمكي مقدار مطلوب را   توان با استفاده از يك كنترل آن جمله مي
طوري به صورت مجازي تغيير داد كه پس از اينكه سيستم به حالت پايدار 

  .وي همان مقدار مطلوب مورد نظر اوليه قرار گرفته باشدخود رسيد بر ر

  گيري نتيجه .12

باشد كه در آن مدل به  بين شيوه كنترلي بر پايه مدل سيستم مي كنترل پيش
در اين مقاله . گيرد بيني رفتار آينده سيستم مورد استفاده قرار مي منظور پيش

طي محلي در نظر گرفته شد مدل فازي عصبي خ SRمدلي كه جهت موتور 
سازي توانست به طور مناسبي رفتار سيستم را  است، ديديم كه اين روش مدل

هاي بدست آمده از مدل  هاي واقعي سيستم با داده در خود جاي دهد و داده
  .با يكديگر مقايسه شد كه نشان دهنده رفتار نسبتاً خوب مدل بود

طي محلي هاي خ بين غيرخطي بر پايه مدل با بكارگيري روش كنترل پيش
توانستيم اين سيستم را كه خاصيت غير خطي دارد به طور مناسب كنترل 

زيرا كه اين روش . سازي غيرخطي نگرديم نماييم و از طرفي درگير بهينه
سازي برخط را  سازي داراي حجم بالاي محاسبات است كه امكان پياده بهينه

سازي  هاي بدست آمده توسط بهينه كاهش داده و از طرف ديگر پاسخ
هاي بهينه سراسري نخواهند بود و ممكن است  غيرخطي، الزاماً پاسخ

كننده  شك در اين صورت رفتار كنترل هاي بهينه محلي باشند، كه بي پاسخ
  .عيب نخواهد بود بي

بين داراي مزاياي منحصر بفردي است كه در كنترل موتور  كنترل پيش
صي دارد، از آنجمله سوييچ رلوكتانس و يا هر سيستم ديگر جذابيت خا

كننده  بندي شده در مرحله طراحي كنترل توان به اعمال قيدها به طور فرمول مي
توان در نظر گرفت  در موتور سوييچ رلوكتانس قيدهايي كه مي. اشاره نمود

ماكزيمم جريان فازها، ماكزيمم شيب افزايش جريان هر فاز و ماكزيمم شيب 
توان در مرحله  كدام از اين قيدها را ميباشد كه هر كاهش جريان هر فاز مي

از طرفي يكي ديگر از مزاياي منحصر . كننده مدنظر قرار داد طراحي كنترل
بين كه در اين كاربرد خاص خودنمايي نمود شكل تابع  كننده پيش بفرد كنترل
هاي  باشد كه قابل تغيير توسط كاربر است، با اضافه نمودن جمله هدف مي

توان به اهداف خاصي  كننده پيشبين مي در طراحي كنترل لازم به تابع هدف
دست يافت، در اينجا با اضافه نمودن جمله انرژي به تابع هدف به كموتاسيون 

آل است كه  ال در موتور دست يافتيم، اين كموتاسيون از اين جهت ايده ايده
 با مينيمم نمودن انژي مصرفي حاصل شده است و به عبارت ديگر با ماكزيمم

طور  نمودن راندمان موتور به اين كموتاسيون در موتور دست يافتيم و همان
كه از پيش نيز مورد انتظار بود در هر لحظه حداكثر دو فاز و در بعضي 

اين كموتاسيون را . گردد لحظات تنها يك فاز موتور سه فاز تحريك مي
وتاسيون كننده به سيستم اعمال نموده و از الگوريتمي مجزا جهت كم كنترل

  .استفاده نشده است
يكي از مسائلي كه در كنترل موتور سوييچ رلوكتانس با آن مواجه 

باشيم ريپل گشتاور در موتور است، همانطور كه در بخش انتهايي ديديم  مي
اي را بصورت ريپل گشتاور به تابع هدف اضافه  مناسب نيست مستقيماً جمله

وتور در كنترل سرعت خواهد نماييم، زيرا باعث كاهش كيفيت عملكرد م
شد، ولي نشان داديم كه اضافه شدن جمله انرژي و وجود هزينه كنترلي در 

از طرفي با توجه به نوع . تابع هدف باعث كاهش ريپل گشتاور خواهد بود
جمع وزني  سازي موتور كه در اينجا در نظر گرفته شده، مدل كلي حاصل مدل
باشند،  ا توابعي گوسي شكل ميه هاي خطي محلي است كه اين وزن مدل

تغيير مدل از يك مدل خطي محلي به مدل خطي ديگر به صورت نرم انجام 
پذيرد و از آنجا كه در هر لحظه در اين مدل گشتاور تابعي خطي از  مي

ترين عاملي كه باعث ريپل  آل عمده موقعيت و جريان فاز است، در حالت ايده
ها در  ست، كه با افزايش تعداد نورونسازي ا گشتاور خواهد بود خطاي مدل

توان تا حد مطلوب ريپل گشتاور را در  مدل فازي عصبي خطي محلي مي
موتور كاهش داد، كه كاهش ريپل گشتاور در اين حالت از مزاياي 
بكارگيري مدل فازي عصبي خطي محلي جهت كنترل موتور سوييچ 

  .رلوكتانس است
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 2به شناسائي منابع ايجاد خطا در يك سيستم كنترل آتش هواپايه 1در اين مقاله، پس از معرفي مقدماتي سيستم كنترل آتش :چكيده
معرفي و با توجه به پيچيدگي  3روشهاي مختلف آناليز خطاي يك سيستم چند ورودي چند خروجي. خاص پرداخته مي شود

هاي آماري ورودي و خروجي مي باشد، براي استخراج داده هاي  روش مونت كارلو كه مبتني بر داده معادلات حاكم بر سيستم از
اين داده ها نشان دهنده چگونگي تاثير عوامل ايجاد خطا در احتمال اصابت نهائي و در سناريوهاي مختلف . اوليه استفاده مي شود

وليه جهت استخراج ضرائب اهميت هر يك از منابع خطا به صورت كلي شليك موشك مي باشند و به عنوان مجموعه داده هاي خام ا
موشك و  4تاثير منابع ايجاد خطا در يك سيستم كنترل آتش  بر محاسبه زمان روشن شدن جستجوگر تلويزيوني. استفاده مي گردد

وارد شوند تا در محاسبات  ايندو پارامتر قبل از شليك موشك مي بايست در موشك(تصحيح موشك بررسي مي گردد  5زاويه سمت
در نهايت با حل معادلات مربوط به حركت موشك، ). آن بكار روند لذا دقت و صحت تخمين اين دو پارامتر بسيار حائز اهميت است

دسته بندي . احتمال اصابت بدست آمده و ميزان حساسيت تابع احتمال اصابت نسبت به منابع مختلف خطاي سيستم رتبه بندي مي شود
اهاي شناسايي شده در هر يك از زير سيستمهاي تشكيل دهنده يك سيستم كنترل آتش به ترتيب اهميت و ميزان تاثير آنها در تابع خط

احتمال اصابت نهايي موشك، كمك شاياني به طراحان نظامي جهت بهبود سيستم و خريد قطعات آن با علم به ميزان دقت مورد نياز 
ميزان تاثير عوامل ايجاد خطا و يا بزرگي هر كدام از آنها مي تواند باعث كاهش احتمال اصابت و در  عدم شناخت كافي از. مي نمايد

  .نهايت عدم موفقيت موشك در برخورد به هدف را در پي داشته باشد

, ادسنج، خطاهاي ب، احتمال اصابت، خطاهاي زير سيستم رادار(FCS) آناليز خطاي موشك، سيستم كنترل آتش :واژه هاي كليدي
  .روش مونت كارلو، آناليز حساسيت سيستم سلاح

Abstract: In this paper an airborne fire control system (FCS) is described.All sources of error 
in three important FCS subsystems are determined. Two main approaches that exist for error 
analysis are analytical methods and stochastic simulation methods. Since the first approach 
needs a mathematical model for error analysis purposes, in this paper a stochastic simulation 
based on random input variables (Monte-Carlo method) is used for analysis of a fire control 
system. The main objective of this paper is to obtain the Hit Probability function which is 
dependent on FCS input variables accuracy. At first, input variables error in a FCS are 
determined, simulated and analyzed based on Monte Carlo simulation method. The input 
variables errors in missile fire control director (MFCD) affect the two important output 
variables of MFCD which must be set directly in the missile before launching process. 
Therefore the two perturbed output variables can be degrade the Hit Probability (HP) 
significantly. The proposed FCS error analysis consist two important steps. In the first step the 
effects of three subsystem errors are analyzed on MFCD outputs, and in the second step the 

                                                            
1 - Fire Control System (FCS) 
2 - Airborne  Fire Control System (AFCS) 
3 -Multi-Input Multi-Output (MIMO) 
4 -TV Seeker 
5 -Azimuth 
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effects of the MFCD outputs are analyzed on the HP function. In the end these two steps are 
combined together to obtain the important factor of each input variables on the HP function. 
Determination and ranking the percentage of important factors for each FCS inputs as a result 
of FCS error analysis are expected to be a powerful tool for assisting the military sensor 
designers. The best combination of the sensors and the minimum requirement accuracy of the 
sensors are also accessible to have a pre-specified hit probability function.  

Keywords: Missile Error Analysis, Fire Control System, Hit Probability, Radar Errors, Monte- 
Carlo Method. 

_____________________________________________________________________________  

  مقدمه .1

موشك مورد مطالعه در اين تحقيق، به دسته خاصي از موشكها به نام 
بنابر اين  پس از شليك موشك از . اردتعلق د 1شليك كن ـ فراموش كن

ايستگاه مربوطه هيچ گونه دسترسي و كنترلي از خارج بر موشك وجود 
، سمت، 2نداشته و تنها قبل از پرواز با توجه به وضعيت هدف مانند برد

و سرعت آن، وضعيت و شرايط عوامل محيطي مانند باد، فشار،  3كورس
مانند ) موشك بر روي آن قرار دارد كه(رطوبت و غيره، موقعيت پرواز حامل 

و پس از حل يكسري از معادلات موسوم به معادلات , 6، ياو5، پيچ4رول
پارامترهايي در موشك تنظيم مي شود، اين پارامترها عبارتند از دو  7اصابت
به مدت زماني پس از شليك  mTپارامتر ). 1شكل( mψو mTپارامتر

موشك اشاره دارد كه جستجوگر تلويزيوني موشك روشن شده و به 
به اين ترتيب جستجوگر تلويزيوني پس از پيدا . جستجوي هدف مي پردازد

سمت موشك نسبت به  بين  كردن هدف، در صورت وجود اختلاف زاويه
تا هدف , ندفرمان تغيير جهت موشك را به سمت هدف صادر مي ك, هدف

مقدار زاويه سمت تصحيحي موشك مي باشد  mψ .را در مقابل خود ببيند
[1].  

ديده مي شود، پارامترهاي اندازه ) 1(همانگونه كه اشاره شد و در شكل 
گيري در سه زير سيستم عمده به همراه خطاهاي هر كدام از اين عوامل در 

در . وارد مي شوند MFCD(8( موشك محاسبات بلوك مديركنترل آتش
اين تحقيق ابتدا كليه عوامل ايجاد خطا در يك سيستم كنترل آتش شناسايي 
مي شوند، بدين منظور سيستم كنترل آتش را به سه زيرسيستم عمده رادار، 
عوامل محيطي و جغرافيايي و زير سيستم حامل كه در اينجا يك بالگرد است 

                                                            
1 - Fire & Forget 
2 -Range 
3 - Course 
4- Roll 
5- Pitch 
6- Yaw 
7 - Combat Equations 
8- Missile Fire Control Director 

خطا در اين سه زير سيستم شناسايي مي شوند، اغلب تقسيم نموده و كليه منابع 
اين منابع خطا به شكل متغيرهاي تصادفي مدل شده و پارامترهاي واريانس، 
ميانگين و تابع چگالي آنها بر اساس اطلاعات تلرانس و ميزان دقت معرفي 

پس از معرفي ليست منابع . شده در كاتالوگهاي هر دستگاه قابل حصول است
سيستم كنترل آتش، به معرفي روش به كار رفته در آناليز خطا خطا در يك 

است، پرداخته مي شود،  10و يا مونت كارلو 9كه بر اساس شبيه سازي اتفاقي
در نهايت نتايج شبيه سازيها ميزان و چگونگي تاثير خطاهاي اندازه گيري 

را بر احتمال اصابت نهائي موشك و بر دو  MFCDپارامترهاي ورودي به 
  . امتر وارد شونده در موشك تعيين مي كندپار

 

(II) 

(III) 

Radar 
subsystem  

 
Environmental 

subsystem 

 
Helicopter 
subsystem

      
MFCD 

Missile Dynamic 
Equations  (I) 

mT

mψ

hp∆

  سيستم كنترل آتش هواپايه )١ شكل

نتايج حاصله از آناليز خطا در بخش نتايج شبيه سازي به نقطه كار و يا 
اعم از پارامترهاي هدف، وضعيت عوامل محيطي و (سناريوي پرواز موشك 

ناليز خطا در وابسته بوده و با اجراء برنامه آ) زوايا و مشخصات پرواز بالگرد
سناريوهاي مختلف كه در ادامه بخش نتايج شبيه سازي عنوان مي گردد، مي 

  .توان به نتايج قابل قبولي بدون وابستگي به نقطه كار دست يافت

 FCSشناسائي منابع خطاي مجموعه  .2

و از  1و تصادفي 11خطاها از حيث ماهيت به دسته بندي هاي سيستماتيك
و  هاغتشاشات كنترل نشد ،خطاهاي تجهيزاتحيث عوامل ايجاد كننده به 

                                                            
9 - Stochastic Simulation 
10 - Monte Carlo Simulation 
11 - Systematic Error 
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هر يك از عوامل ايجاد . [2,3,4]شوند ميبندي خطاهاي ديناميكي تقسيم 
. كننده خطا مي توانند داراي هر دو نوع خطاي سيستماتيك و تصادفي باشند

به عنوان مثال خطا در هر يك از تجهيزات سيستم كنترل آتش به دو دسته 
از  بوسيله جملاتيخطاهاي تصادفي . يم مي شوندسيستماتيك و تصادفي تقس

شناخته مي  σو انحراف استاندارد 2σپارامترهاي استاتيكي نظير واريانس
چگونگي تاثير اين خطاها بر روي مسير پرواز موشك متفاوت است  .شود

  ). 2شكل (

 
  ير خطاهاي سيستماتيك و تصادفي بر جابجائي موشك از مسير ايده آلتاث )٢ شكل

دو مسير ايده آل و متوسط آورده شده است در صورتي كه ) 2(در شكل 
مجموعه سيستم كنترل آتش داراي هيچ گونه خطائي نبوده و موشك نيز ايده 
آل فرض شود موشك مسير ايده آل را طي كرده و به مركز مختصات اصابت 

خطاهاي سيستماتيك كه اغلب به عنوان خطاي انحراف . مي پذيرد صورت
تلقي مي شود موجب انحراف موشك از مسير اصلي خود به شكل يك 
جابجائي مي گردد و نيز خطاهاي تصادفي باعث پراكندگي در برخورد به 

در تحليل . مي شود yو  xازاي شليك هاي زياد در مختصات دو بعدي 
ر انحراف موشك و آناليز حساسيت، هر دو تاثير چگونگي تاثير خطاها ب

. انحراف از ميانگين و پراكندگي حول نقطه برخورد در نظر گرفته شده است
در تحليلهاي بخش آناليز (mse) 2بهمين خاطر از معيار ميانگين مربعات خطا

يك . خطا استفاده شده است كه در بخش خود توضيح داده خواهد شد
FCS اين سه . حليل به سه زير سيستم اصلي تقسيم مي گرددهواپايه در اين ت

  :زير سيستم اصلي عبارتند از
  زير سيستم رادار -1
  زير سيستم عوامل محيطي -2
 زوايا و موقعيت گيري و سنسورهاي اندازه) بالگرد(زير سيستم حامل  -3
  آن

                                                                                             
1 - Stochastic Error 
2 - Mean Square Error 

هواپايه نوعي وجود دارد، را مي توان  FCSكليه خطاهايي كه در يك 
  :ير بيان نمودبه شكل ز

  خطاهاي موجود در زير سيستم رادار .2-1
كارهاي متعددي براي شناسائي دقيق پارامترهاي خطا در رادار بر اساس 
شبيه سازيهاي متفاوتي از هدف انجام شده است كه در نهايت به رتبه بندي 

  .[5] عوامل ايجاد خطا در رادار  به صورت زير منجر شده است
  دفخطاي سنجش سمت ه -1
 خطاي سنجش برد هدف -2

  خطاي سنجش سرعت هدف -3
  خطاي سنجش كورس هدف -4
  خطاي تنظيم صفر آنتن رادار -5
  رادار 3خطاي ناشي از اينكدر -6
  خطاي ناشي از احتمال آشكارسازي  -7
  DCخطاي ديناميكي ناشي از موتور  -8
  4قابليت تفكيك -9

  خطاي ساخت آنتن رادار  -10
 ه مدارات داخلي رادارخطاهاي مربوط ب -11

 خطاهاي الگوريتمهاي محاسباتي رادار -12

 خطاي نصب پايه آنتن رادار -13

  خطاي تراز سطح نصب رادار -14
در صورت عدم  (خطاي ناشي از وزش باد و تاثير آن بر آنتن رادار  -15

  )وجود پوشش آنتن رادار
  حامل رادار 5خطاي مربوط به ارتعاشات -16
  اعمالي به رادار 6به شوكهايخطاي مربوط  -17
  خطاي تاخير در ارسال و دريافت اطلاعات -18
خطاي مربوط به بازه هاي زماني ارسال و دريافت اطلاعات از رادار  -19

  به كامپيوتر مركزي
رادار به عنوان يك سنسور وظيفه اندازه گيري موقعيت هدف را بر عهده 

ساير . در اختيار مي گذاردداشته و دو پارامتر اصلي برد و سمت هدف را 
توسط الگوريتم هاي رديابي ) 3,4موارد (پارامترهاي كورس و سرعت هدف 

در كاتالوگهاي رادار اعم از نظامي و يا تجاري برخي . هدف بدست مي آيد

                                                            
3 - Encoder Error 
4 - Resolution Error 
5 - Vibrations Error 
6 - Shock Error 

سيستماتيكخطاي   

ايده آلمسير

متوسط مسير

x σ 

  
yσ

x

y

  خطاي تصادفي
Z
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از خطاها مانند خطاهاي سنجش برد وسمت ذكر شده و برخي ديگر از خطاها 
در سنجش دو پارامتر اصلي برد و سمت تاثير خود را ) 14الي  5(مانند موارد 

در خطاهاي برد ) 19- 15موارد (ساير خطاها . حركت هدف نشان مي دهند
و بايد به . وسمت با توجه به شرايط استاندارد تست رادار ديده نشده است

  .شكل جداگانه در نظر گرفته شوند

  خطاهاي موجود در زير سيستم عوامل محيطي .2-2
عوامل محيطي نظير باد و نيز خطاي تجهيزات مربوط تحليل و شبيه سازي 

به سنجش باد، فشار و رطوبت در يك سيستم كنترل آتش به عنوان عواملي 
كليه عوامل . [6]مهم و تاثير گذار بر احتمال اصابت، صورت گرفته است 

  :ايجاد خطا به شكل زير قابل دسته بندي هستند
  خطاي سنجش دما توسط دماسنج -20

  سنجش فشار توسط فشارسنج خطاي -21
  خطاي سنجش مقدار باد يا همان سرعت وزش باد -22
  خطاي سنجش جهت باد -23
  خطاهاي مربوط به تاخير كليه سنسورهاي اين زير سيستم -24

  خطاهاي موجود در زير سيستم بالگرد و يا حامل .2-3
 سيستم هدايت مرجعخطاهاي اندازه گيري ياو پرواز توسط  -25

1AHRS 

 AHRSخطاهاي اندازه گيري رول پرواز توسط  -26

 AHRSخطاهاي اندازه گيري پيچ پرواز توسط  -27

  2خطاي اندازه گيري سرعت توسط رادار داپلر -28

 3ارتفاع سنج خطاي اندازه گيري ارتفاع حامل توسط -29

  بر روي حامل 4كليه خطاهاي نصب لانچر -30

  خطاي عدم همراستائي ريل پرتاب و موشك -31
  خطاهاي مربوط به تاخير سنسورهاي حامل -32

همه اين عوامل خطا در برنامه كامل آناليز خطا لحاظ شده اند و مقادير 
مورد  32از . خطاهاي مورد نظر از كاتالوگهاي مربوطه استخراج گرديده است

جهت  MFCDخطاي ذكر شده در بالا تنها يازده مورد به عنوان ورودي به 
بوده و ساير موارد اثر خود را در اين يازده پارامتر خطا حل معادلات اصابت 

  . نشان مي دهند

                                                            
1 -Attitude Heading Reference System 
2 -Doppler 
3 -Altimeter 
4 -Launcher 

  آناليز خطا و احتمال اصابت .3

طراحان سيستم دفاع موشكي ناوگانهاي دريائي، براي تقويت مكانيزم 
دفاع موشكي خود، در صدد تعيين خطاهاي موشك و احتمال آشكار سازي 

احتمال اصابت نهائي سيستم  ، به عنوان دو عامل موثر بر 5جستجوگرموشك
براي دست يابي به اين منظور خطاهاي موشك، جستجوگر . سلاح هستند

را با واريانسها و ميانگين هاي مستقل و به شكل   FCSموشك و رادار 
گوسي فرض مي نمايند و با بهره گيري از مدلهاي آماري ميزان خطاهاي 

كات موشكهاي ضد با توجه به سناريوهاي مختلف حر FCS مجاز رادار
بهينه سازي سيستم كنترل آتش بويژه در .  [7]كشتي تعيين مي شود

ايستگاههاي هوايي كه در آن سرعت پرتاب موشك و مانور هدف بسيار زياد 
به عنوان مثال در دفاع ضد هوائي تنظيم . است، اهميت فوق العاده اي دارد

ار گيري موشك تاخير زماني انفجار موشك با توجه به فواصل مختلف قر
با استفاده از . وهدف و زاويه حمله آن در لحظه برخورد بسيار اهميت دارد

سناريوهاي مختلف حمله، فواصل مختلف قرارگيري هدف وموشك و  ساير 
پارامترهاي موثر و نيز با توجه به احتمال هاي تخريب در هر وضعيت كه از 

اني انفجار موشك را شبيه سازي فرايند بدست مي آيد، مي توان تاخير زم
بهينه سازي نمود اين مسئله با استفاده از روشهاي مختلف بهينه سازي، از جمله 
الگوريتمهاي ژنتيك براي ماكزيمم نمودن احتمال تخريب حاصل مي گردد 

يكي از مقالات موفق در زمينه رهگيري موشكهاي ضد سطحي با . [8]
ارانش صورت پذيرفته است و همك  Lipmanاستفاده از آناليز اتفاقي توسط

يكي ديگر از دستاوردهاي مهم از مباحث آناليز خطا، بهينه سازي سيستم . [9]
كنترل و هدايت موشك و اتخاذ يك استراتژي موثر جهت بالا بردن احتمال 

بكارگيري نتايج آناليز سيستمهاي . [10,11]تخريب سيستم سلاح است 
ثر قطعات و سنسورها براي كنترل آتش نه تنها باعث شناخت تركيب مو

دستيابي به يك احتمال اصابت مشخص شده بلكه جهت ساخت يك سيستم 
. [12]در كابين هدايت مي تواند كمك شاياني را بنمايد  6موثر پشتيبان خلبان

و روش شبيه  7در تعيين احتمال اصابت نهائي موشك به دو روش تحليلي
  .باشد سازي اتفاقي ميسر مي

  ي آناليز خطاروش تحليل .3-1
انواع آناليز خطا، در ابتدا ضروري است كه به فرايند براي شكل دادن 

خطا و تصادفي و استاتيكي شناخته و طبقه بندي شوند، براي هر منبع خطاهاي 
  .بايد اينكار صورت پذيردهر زير سيستم 

                                                            
5 -Seeker Detection Probability 
6 -Decision Support System 
7 - Analytical Technique 
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واريانس  بر اين اساس است كه يستائيتئوري ا ,خطاهاي تصادفي اساس آناليز
برابر با مجموع واريانسهاي  يستايك تعداد متغيرهاي تصادفي مستقل ا مجموع

  .[13]متغيرهاي مستقل مي باشد
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رل آتش، كليه در روش تحليلي جهت آناليز خطاي يك سيستم كنت

به شكل يك سيستم چند ورودي و چند خروجي در نظر  FCSسنسورهاي 
 qورودي و  rداراي  FCSبه اين ترتيب اگر كل سيستم . گرفته مي شود

خروجي باشد، مسئله آناليز خطا با فرض مشخص بودن معادلات حاكم بر 
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را مي  )1(، معادله با توجه به تئوري ايستايي. ام مي باشد i روجي المان خ
  . نوشتبه شكل زير توان 
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چنانچه مشاهده گرديد در اثر وجود خطا در سيستم روابط ورودي و 
مده با توجه به رابطه بدست آ. تبعيت مي كنند) 3(خروجي از فرم غير ايده آل 
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ام به ازاي خطاي جمع شونده  iاف در خروجي المان تا اينجا مسئله انحر
اگر وروديها به المانهاي غير ايده آل . با آن خروجي مورد بررسي قرار گرفت

به شكل زير خواهد ) 3(در رابطه عمومي تابع داراي تركيبات خطا باشند، نيز 
  . بود

)٨( .  .
0),,..,,..,,,..,,..,

,,..,,..,,,..,,..,(

11

11

=iyyyqm

xxxrli

eyyy

xxxh

im

rl

εεε

εεε
  

lxε : خطاي درl ين ورودي خارجي ام 

myε : خطاي درm  ي داخلامين ورودي  
  :به شكل زير در مي آيد ) 7(در فرمول و معادلات گسترش خطا 

)۹( .  .
i

i
i

q

k l

i
x

k

i
y e

ph
e

x
pf

y
pf

lk ∂
∂

−
∂

∂
−=

∂
∂∑ ∑

= =

)()()( 0

1 1

00
τ

τ

εε  

براي يك سيستم متشكل از تعداد زيادي المان روابط فوق بسط يافته 
  .آيد جي دلخواه بدست ميوتاثير هر نوع خطاي المانهاي ورودي بر هر خرو

  روش شبيه سازي اتفاقي  .3-2
بسياري از سيستمها بخاطر پيچيدگي و يا عدم قطعيت زياد و عدم شناخت 

. با روابط معادلات ديفرانسيل بين وروديها وخروجيها بيان نمي شوند, كامل
در برخي ديگر از موارد سيستم به عنوان يك جعبه سياه مطرح است كه تنها 

براي آناليز يك چنين . دادن ورودي و دريافت خروجي را دارد قابليت
سيستمهائي روشهاي تحليلي كارآمد نبوده و يا با پيچيدگي هاي خاص خود 

با توجه به اينكه معادلات اصابت معادلات پيچيده و غير خطي . همراه است
هستند و معادلات ديناميكي موشك و قوانين هدايت و كنترل نيز پيچيدگي 

خود را دارند، لذا براي تحليل تاثيرات اين عوامل بر پارامترهاي  خاص
محاسبه شونده و تنظيم شونده در موشك از روش تحليلي صريح بĤساني نمي 

روش شبيه سازي اتفاقي و يا روش شبيه سازي مونت كارلو كه . توان بهره برد
و تحليل مبتني بر وروديهاي اتفاقي و تصادفي مي باشد، بهترين روش بررسي 

در هر صورت هر دو روش جهت آناليز خطا در . در اين موارد مي باشد
روش تحليلي در سيستمهاي با . سيستمهاي كنترل آتش قابل استفاده است

معادلات مشخص و داراي پيچيدگي كم كه بتوان به راحتي مشتفات جزئي را 
پيچيده روش مونت كارلو در سيستمهاي . محاسبه نمود، قابل بكارگيري است

روشهاي تحليلي بر خلاف . تر و البته با صرف زمان بيشتر صورت مي پذيرد
روشهاي مونت كارلو يك جواب بسته و كاملا مشخص را در اختيار مي 
گذارند حال آنكه روشهاي مونت كارلو جواب رياضي مشخص و بسته اي را 

داد تكرار در اختيار نگذاشته و جوابها به شكل تقريبي بوده و با افزايش تع
اين روش كه مبتني بر تكرار . برنامه به سمت ممانهاي صحيح همگرا مي گردد

زياد است براي آناليز خطاي سيستم كنترل آتش مورد نظر به علت پيچيدگي 
معادلات و عدم وجود مشتقات جزئي، در تحقيق حاضر استفاده شده 

ز سنسورهاي به اين ترتيب داده هاي اندازه گيري شده ا. [13,14,15]است
مختلف كه در سيستم كنترل آتش دخيلند، به كامپيوتر مركزي ارسال شده و 

داده ها دريافتي از . پارامترهاي تنظيم شونده در موشك محاسبه مي گردند
سنسورها و دو پارامتر محاسباتي توسط كامپيوتر مركزي در موشك قرار مي 

ير سمت مي دهد و گيرند، سپس موشك شليك و به ميزان محاسبه شده تغي
در زمان محاسبه شده جستجوگر تلويزيوني موشك روشن مي شود و اين 
فرآيند براي نقاط مختلف با توجه به مدلسازي صورت گرفته در مورد هر 

برنامه آناليز بر اساس اين روش شامل دو مرحله عمده . خطا تكرار مي گردد
 MFCDر خروجيهاي ب FCSاولين مرحله آناليز تاثيرات خطاهاي : مي باشد

بر احتمال اصابت  MFCDو در دومين مرحله تحليل دو پارامتر خروجي 
تمامي خطاهاي ذكر شده در بخش دوم در يازده پارامتر . انجام مي گيرد

براي توليد وروديهاي متغير و . خود را نشان مي دهند MFCDورودي به 
استفاده مي  به شكل زير(mse) تصادفي از معيار ميانگين حداقل مربعات

  .[4]شود

)١٠( .  { }2)( XXEmse i −=  

مقدار اين  Xام است و  iپارامتر مورد نظر در تكرار  iXكه در آن 
اگر فرمول بالا را به شكل زير بنويسيم . پارامتر با فرض صفر بودن خطا است

  :خواهيم داشت
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خطاي (ديده مي شود كه در اين معيار هر دو پارامتر  انحراف از ميانگين 
به اين ترتيب به ازاء . دخالت دارند) خطاي تصادفي(و واريانس ) سيستماتيك

كاهش  Tmمثلاً  MFCDخطا در محاسبه يك پارامتر از دو پارامتر خروجي 
اصابتي معادل احتمال 

mThp∆  را خواهيم داشت و اين كار را براي پارامتر
  .ديگر نيز انجام داده و كاهش احتمال اصابت در هر مورد محاسبه مي شود

mmبراي اينكه ميزان تاثير تغيير پارامترهاي  T,ψ  در احتمال اصابت با
خطا در اجراي برنامه تلاش مي شود همديگر مقايسه شوند  با سعي و 

به ازاء كليه خطاها ) انتخاب شده اند% 5ها،   ∆hpدر اينجا ( ∆hpكه
يكسان گردند و لذا شرايطي را ايجاد ) كه بصورت جداگانه اعمال شده اند(

  :مي كنيم كه

)۱۲( .  .5%=∆=∆
mm

hphpT ψ  

ها به ازاي پارامترهاي دوگانه فوق به شكل زير  mseامه پس از اجراي برن
  :رتبه بندي مي شود

)١٣( .  .%)5(%)5( =∆<=∆ hpmsehpmse
mm Tψ  

بيشتري دارد  mseبدين ترتيب تابع احتمال اصابت نسبت به پارامتري كه 
  .حساسيت كمتري دارد) ثابت مثلا پنج درصد ∆hpبازاي يك (

   :به شكل (IF) 1با تعريف ضريب اهميت 

)١٤( .  .
x

x
x mse

hpIF ∆
=  

انتخاب شده اند، وزن و % 5ها برابر ∆hpو با توجه به اينكه در اينجا 
  :هاي نظير مي باشد بنابراين mseاهميت هر يك از اين پارامترها برابر عكس 

)۱۵( .  .
mm TIFIF >ψ  

يت تابع احتمال اصابت نسبت به هر بخش نتايج ميزان حساس) 2(در جدول 
چنانچه در . يك از عوامل يازده گانه خطا محاسبه و رتبه بندي شده است

                                                            
1 -Important Factor 

يازده  MFCDتعداد وروديها به جعبه , بخش شناسائي منابع خطا ذكر شد
عامل ايجاد خطا مي باشد و تعداد خروجيها از اين جعبه دو پارامتر اصلي 

ميزان تاثير ) 14(بر اساس تعريف . تنظيم شونده در موشك مي باشد
زماني كه فقط خطاي  MFCDپارامترهاي خطادار ورودي بر خروجي 

پارامتر مورد نظر اعمال مي گردد وساير پارامترها بدون خطا هستند را 
در اين بخش خروجيهاي برنامه بازاي اجراها و تكرارهاي . مشخص مي كند

زياد و نيز بازاي مقادير مختلف و متنوع
mm

mse,mseT ψ در . بدست مي آيد
. اين مرحله مي توان ميزان اثر هر خطا در دو پارامترمورد نظر را  بدست آورد

  :واضح است كه رابطه

.    jyjx IFIF >  

اگر نگاشت . مي باشد yنسبت به پارامتر  xنشانگر تاثير بيشتر پارامتر 

:211ناشناخته  RR →θ رف نگاشتي از فضاي عوامل خطاي يازده مع
 mψوmTبه فضاي ايجاد كننده پارامترهاي  MFCDگانه ورودي سيستم 

)
mm

mse,mseT ψ ( كه خروجي سيستمMFCD  است باشد مي توان
  :نوشت

.    j
ij

i

mse
IF for j 1,2 i 1,..,11

δ
= = =  

iδ:  انحراف معيارi  امين ورودي بهMFCD   

jmse : ميانگين مربعات خطا درj  امين خروجيMFCD 
)

m mTmse ,mseψ(  

.    211: RR →θ  

)١٦( .  .
m

m

T T
2 11 1 11

2 11

mse
[ ]

mse

IF IF IFT ,1 T ,2 T ,11m m m
IF IF IF,1 ,2 ,11m m m

ψ
θ δ δ

θ
ψ ψ ψ

×

×

⎡ ⎤
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L

 

همچنين با توجه به اينكه احتمال اصابت نهايي تابعي از پارامترهاي دوگانه 
توان  است مجددا مي) mT،mψ(شونده در موشك  تنظيم

:12نگاشت RR →Φ را به آن اختصاص داد و نوشت: 

 .  12: RR →Φ  

)۱۷( .  .
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Φ=∆ ×

m

m

mse
mse

hp T

ψ
21  

.    1 2 m qhT h: IF IF ψΦ ×
⎡ ⎤
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فاقي براي اين دو پارامتر و روش مونت كارلو با اعمال وروديهاي ات
بنابراين طبق . بدست آوردن تاثير آن بر احتمال اصابت نيز اجرا مي شود

  :براي اين نگاشت خواهيم داشت ) 14(تعريف فاكتور اهميت در فرمول 

)۱۸( .  .2,1=
∆

= j
mse

hp
IF

j
hj  

 از معيار احتمال خطاي ∆hpبراي محاسبه كاهش احتمال اصابت 
اي با شعاعي متناسب با ابعاد هدف كه در بسياري از مراجع استفاده مي  دايره

چگونگي محاسبه احتمال اصابت با ) 4(شكل . [16]شود، مي توان بهره برد
شعاع . توجه به نقاط انتهائي برخورد موشك نسبت به هدف را نشان ميدهد

تيب كليه به اين تر. متر در نظر گرفته شده است 200موثر تخريب هدف 
متر نسبت به نقطه قرار  200موشكهاي شليك شده كه در دايره اي به شعاع 

و اصابتهاي خارج % 100گيري نهائي هدف قرار دارند داراي احتمال اصابت 
هر چه تعداد نقاط داخل . اين دايره داراي احتمال اصابت صفر خواهند بود
  .دايره بيشتر باشد احتمال اصابت بالاتر خواهد بود

نسبت تعداد عدم برخوردهاي صورت گرفته به , كاهش احتمال اصابت
  :مي باشد) تكرارهاي برنامه(تعداد كل شليكها 

)۱۹( .  .
N
N

hp i=∆  

Ni :تعداد عدم برخورد  
N :تعداد كل تكرار و اجراء برنامه  

 

  ريبنقاط نهائي اصابت موشك و قرار گيري هدف و شعاع مفيد تخ  )٤ شكل

با تلفيق دو مرحله ذكر شده مي توان به فرمول بندي كلي سيستم دست 
  .يافت

)٢٠( .  .  

  

m

m

m q

T T
1 2 1 2 2 11 1 11

T
hT h 1 11

mse
hp [ ]

mse

IF IF IFT ,1 T ,2 T ,11m m mIF IF [ ]
IF IF IF,1 ,2 ,11m m m

ψ

ψ

∆ Φ Φ θ δ δ
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)۲۱( .  .hphp ∆−=100  

بيان مي كند كه ميزان كاهش احتمال اصابت براي خطاي ) 20(فرمول 
بخش اول چگونگي تاثير . ام از مجموع دو بخش تشكيل يافته است iپارامتر

و بخش دوم ميزان تاثير اين دو  mTو mψعامل خطا بر دو پارامتر  آن
فاكتورهاي اهميت ) 16(فرمول .. پارامتر بر كاهش احتمال اصابت است
. نشان مي دهدرا  mTو    mψخطاهاي يازده گانه نسبت به دو پارامتر 

را نسبت به كاهش احتمال  mTو  mψفاكتورهاي اهميت ) 17(فرمول 
فاكتورهاي اهميت هر يك از خطاهاي يازده گانه . اصابت نشان مي دهد

قابل استخراج ) 20(نسبت به كاهش احتمال اصابت به شكل مستقيم از فرمول 
  :است

)۲۲( .  .      i 1,2,....,11i h1 1i h2 2iIF IF IF IF IF= × + × = 

  :تعريف

)۲۳( .  .i
i 11

ii 1

IFPIF 100
IF

=

= ×
∑

  

بر احتمال  MFCDدرصد اهميت هر يك از پارامترهاي ورودي به 
  . بدست مي آيد) 23(اصابت توسط فرمول 

  نتايج شبيه سازي  .4

. اولين مرحله انجام فرايند آناليز خطا تعيين سناريوي شليك مي باشد
اهميت است كه چگونگي تاثير خطاها بر تعيين اين سناريو از آن جهت حائز 

احتمال اصابت تابعي از نقطه كار پارامترها و يا همان سناريوي شليك مي 
پارامترهاي هدف و ساير (سناريوي مربوط به شليك موشك ) 1(جدول. باشد

در مرحله بعد يكي از  .را نشان مي دهد) پارامترهاي لحظه شليك موشك
را جهت تحليل انتخاب نموده و با ) ر ايجاد خطايازده متغي(عوامل ايجاد خطا 

توليد يك خطاي تصادفي بر روي اين متغير، برنامه شبيه سازي معادلات 
جهت . اصابت حل شده پارامترهاي تنظيم شونده در موشك محاسبه مي شوند

مرتبه براي  200آناليز ميزان تاثير اين پارامتر برنامه معادلات اصابت به تعداد 
 200لذا . حل مي شود MFCDخطاهاي يازده گانه ورودي به  هر يك از

) 5(شكل .  مقدار مختلف براي دو پارامتر تنظيمي در موشك بدست مي آيد
را  mTمقادير بدست آمده براي ) 6(و شكل  mψمقادير بدست آمده براي 

  .براي يك سناريو نوعي نشان مي دهد
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ا توجه به سناريوهاي مختلف برد، زاويه ديد هدف و نيز سرعت و جهت ب
لازم به , هاي مختلف وزش باد برنامه آناليز خطا طراحي و اجرا شده است

ذكر است تعداد خطاهاي لحاظ شده يازده نوع بوده و براي هر نوع سه مقدار 
بدون ضمنا جهت مقايسه، حالت  مختلف خطا در هر پارامتر اعمال شده است

خطا نيز در هر سناريو اجرا مي گرد، همچنين براي بدست آوردن ارتباط ميان 

mT  وmψ  باhp∆   اعمال خطا درmT  وmψ  نيز به شكل مستقل
 14(خطا بهمراه حالت بدون خطا   13يتدر نها. صورت پذيرفته است

به عنوان مثال براي سناريوي . را در هر سناريو خواهيم داشت) حالت
R 48.44( km ، سرعت 13=LOS(deg)  1و زاويه ديد هدف =(

-windجهت وزش باد , wind-speed=8.5(km/h)وزش باد 

direction=100° مثلاً خطاي (جدول  يازده نوع خطاي ذكر شده در
مثلاً (و به ازاء هر خطا سه رنج مختلف )) 1(ارتفاع پرواز در جدول شماره 

و به صورت خطاي تصادفي با توزيع ) (m) 3 ,2 ,1خطاي سنجش ارتفاع 
بار اجراء  200گوسي در نظر گرفته شده است و درهر مورد خطا كل برنامه 

سهم خطاهاي آن سناريو به شده است به اين ترتيب براي هر رديف و تعيين 
خطاي  13بايد توجه داشت كه هر يك از (تعداد زير اجراء برنامه را داريم 

 )سناريو بوده بعلاوه يك سناريو بدون خطا 3 ذكر شده داراي 

 Iteration Number = 200 × (3 × 13+1) = 8000 
و  mTجراء برنامه كه متناظر با قرار گرفتن اطلاعات زمانبري هر بار ا

mψ  از طريقMFCD  در موشك و حل معادلات ديناميكي پرواز موشك
بخش عمده اي از (ثانيه مي باشد   1و معادلات اصابت مي باشد، در حدود

شبيه سازي موشك و  اين زمان، مربوط به حل معادلات شش درجه آزادي

لذا , )كل زمان% 99معادلات ديناميكي پرواز موشك مي باشد، در حدود 

                                                            
1 -Target Line of Sight 

و يا جدول فرمول احتمال (براي اجراي يك رديف جدول تعيين سهم خطاها 
  .زمان زير را خواهيم داشت) اصابت

Computation Time (one row) = 8000 × 1/60 × 1/60 = 
2.22 (hour) 

  تكرار برنامه 200براي يك عامل ايجادخطا به ازاي  mTمقادير   )٥ شكل

زواياي ديد، سرعت و , تعداد سناريوها در بردها) 3جدول (مطابق جدول 
  :جهت هاي مختلف وزش باد به تعداد زير است

Scenarios Number = (سناريوهاي برد هدف) × سناريوهاي )
(زاويه ديد × (سناريوهاي سرعت باد) ×  =(سناريوهاي جهت باد) 
7 × 3 × 3 × 3= 189 

  .به مقدار زير مي باشد جداول تعيين سهم خطاها لذا زمان بري كلي تهيه
Total Computation Time = (Computation Time (one 

row) × (Scenarios Number) = 2.22 × 189 =420 

(hour)=17.5 (day) 

دقت در تهيه جداول خطا با توجه به حجم بالاي , چنانچه مشاهده گرديد
لذا جداول فرمول بندي احتمال , اجراء آن در حد بسيار مطلوبي مي باشد

  .با دقت بسيار خوبي تهيه شده اند, اصابت كه در ادامه مي آيد
مي توان فاكتورهاي ) 16(از فرمول با استفاده , تا اين مرحله از آناليز خطا

اهميت هر يك از پارامترهاي يازده گانه را بر اساس ميزان تاثير آن بر دو 
تابع چگالي ) 8(و ) 7(شكل . بدست آورد, پارامتر تنظيم شونده در موشك

  . توزيع پراكندگي اين دو پارامتر رانشان مي دهد

  تكرار برنامه 200خطا به ازاي براي يك عامل ايجاد mψمقادير   )٦ شكل
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تكرار  200براي يك عامل ايجادخطا به ازاي  mTتابع چگالي توزيع پراكندگي  )٧ شكل
  برنامه

 
مرحله بعدي آناليز خطا اجراي شبيه سازي موشك و بدست آوردن نقاط  

) 9(شكل. برخورد نهائي موشك نسبت به نقطه انتهائي قرار گيري هدف است
مسيرهاي پرواز موشك به ازاي اعمال يكي از خطاهاي يازده گانه ورودي و 

در ) mTو    mψدو پارامتر (مقدار پارامترهاي تنظيم شونده  200اي به از
  .موشك را نشان مي دهد

نياز به نقاط انتهائي برخورد جهت بدست ) 19(با توجه به تعريف رابطه 
 نقاط انتهائي برخورد موشك را)  4(شكل . آوردن احتمال اصابت وجود دارد

را  mTو    mψفاكتور اهميت ) 17(فرمول . نسبت به هدف نشان مي دهد
با توجه به واريانس  .بدست مي دهد) ∆hp(نسبت به كاهش احتمال اصابت 

  : ستخراج هستندقابل ا Φ ,θماتريسهاي ) 2(خطاهاي ذكر شده در جدول 

تكرار  200براي يك عامل ايجادخطا به ازاي  mψتابع چگالي توزيع پراكندگي )٨ شكل
  برنامه
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ر بدست آمده براي ذكر مجدد اين نكته حائز اهميت است كه مقادي
. ماتريسهاي بالا بستگي به سناريوي تعريف شده براي شليك موشك دارد

براي دستيابي به نتايج قابل قبول در تعيين سهم نهائي هر پارامتر ورودي به 
MFCD  بدون وابستگي به سناريو و يا نقطه كار در كليه سناريوهاي مورد
به عنوان . صله ميانگين گيري مي گردداجرا و از نتايج حا آناليز خطا نظر برنامه

ذكر شده در فرمول فوق، دما در اين سناريو داراي نسبت  θمثال بر اساس 
و نيز داراي تاثير  mTبرابر كوچكتر از سمت هدف بر روي پارامتر  50تاثير 

است   mψي پارامتر برابر كوچكتر نسبت به سمت هدف بر رو 12حدودا 
) 2(جدول. وليكن معيار قضاوت بر اساس ميانگين كليه سناريوها خواهد بود

تاثير هر پارامتر , احتمال اصابت نهائي موشك, نتايج اجراي برنامه آناليز خطا
اهميت براي هر عامل خطا كه و فاكتورهاي  mTو  mψهاي  mseخطا بر 

و با ميانگين گيري از كليه سناريوها صورت پذيرفته، ) 22(با استفاده از فرمول 
رتبه بندي شده ) ∆hpميزان(نتايج به ترتيب درجه اهميت . را نشان مي دهد

براي تشريح چگونگي خروجيهاي برنامه ) 10(به عنوان مثال شكل . اند
، و در يك سناريوي خاص آورده شده است، )2(ه رديف اول جدولمربوط ب

  تكرار برنامه 200مسيرهاي پرواز موشك براي يك عامل ايجاد خطا به ازاي   )٩ شكل
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 (a.10)شكل. كه تحليل بر روي خطاي اندازه گيري سمت هدف مي باشد
اجراي برنامه آناليز خطا را  200محل اصابت موشك نسبت به هدف به ازاي 

چنانچه مشاهده مي شود تمامي اصابتها جز برخي از آنها در . نشان مي دهد
يك به هدف صورت پذيرفته و احتمال اصابت محاسبه شده از نقاط نزد

زواياي سمت داده  (b,10.c.10)است،  در شكلهاي%  91.5)  21(فرمول 
شده به موشك و هيستوگرام زواياي سمت داده شده به موشك آمده است، 

مسيرهاي پرواز موشك وحركت هدف را نسبت به يكديگر  (d.10)شكل
نيز زمانهاي روشن شدن جستجوگر  (e,10.f.10)نشان مي دهد، شكلهاي

. موشك و هيستوگرام زمان روشن شدن جستجوگر موشك را نشان مي دهد
مي توان درصد تاثير كليه عوامل ايجاد خطا را با استفاده ) 2(با توجه به جدول 

با جمع درصد تاثير عوامل در هر . مشاهده نمود) 11(در شكل ) 23(از فرمول 
ميزان اهميت هر زير سيستم را نشان مي ( را ) 12(ن شكل زير سيستم مي توا

  .بدست آورد) دهد

  نتيجه گيري  .5

در اين مقاله، بر روي سهم هر يك ازخطاهاي سيستم كنترل آتش و ميزان 
تاثير هر يك از اين خطاها در پائين آوردن احتمال اصابت نهائي موشك، با 

با اجراي برنامه و اعمال . استفاده از روش مونت كارلو مطالعه صورت پذيرفت
عوامل ايجاد خطا به شكل متغيرهاي تصادفي با تكرار زياد در سناريوهاي 
مختلف جداولي بدست آمد كه اين جداول طبق تعريفي كه در اين مقاله از 
فاكتور اهميت و نيز معيار ميانگين مربعات خطا شد قادر به رتبه بندي عوامل 

جداول بدست آمده از اين تحليل . عه مي شودايجاد خطا در سيستم مورد مطال
مي توانند در طراحي و انتخاب سنسورهاي تشكيل دهنده يك سيستم كنترل 

جهت بهبود سيستم كنترل آتش . آتش بسته به ميزان دقت مورد نياز بكار روند
موجود با توجه به در اختيار داشتن درصد تاثير خطاي اندازه گيري سنسورها 

ت نهائي موشك مي توان چيدمان مناسبي از قطعات و در احتمال اصاب
سنسورها را براي داشتن احتمال اصابتي بيشتر از يك حد آستانه مطلوب 

همچنين به شكل معكوس با داشتن المانها و سنسورهاي مشخص مي . داشت
 بدست ميΦ ,θتوان احتمال اصابت نهايي را  با تخميني كه از ماتريسهاي 

  .آيد، مشخص نمود
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  سناريوهاي پرواز موشك -3جدول 
   تعداد سناريو مقادير

30-35-40-45-50-55-60 
(km) 

  .1 ( R)برد هدف  7

, -13, 0, 13 (deg) 3 زاويه ديد هدف  (LOS) 2.  

0-5-10 (km/h) 3 3 سرعت وزش باد.  

                                                            
1 -Root Mean Square 

 سناريوي پرواز موشك -1جدول 

  مقدار پارامتر  پارامتر تنظيم شده مقدار پارامتر  پارامتر تنظيم شده مقدار پارامتر  پارامتر تنظيم شده

 48.44 (km)  برد هدف 800 (m)ارتفاع پرواز حامل 
سرعت وزش باد 

(km/h) 
8.5 

 100 (deg)جهت وزش باد  30.00 (deg)سمت هدف  17 (deg)  زاويه سمت  حامل
 1009 (mbar)  فشار هوا 13.0023 (deg)كورس هدف 3 (deg)زاويه رول حامل 

 32.437 (c )دماي هوا  35.979 (km/h)سرعت هدف  10- (deg)زاويه پيچ پرواز حامل 

  احتمال اصابت موشك بر FCSمقايسه و ارزيابي نتايج تاثير منابع خطاي  -2 جدول

 mψ زاويه چرخش موشك mTزمان روشن شدن سيكر موشك ميزان خطا پارامترداراي خطا
فاكتور 
 اهميت

احتمال 
 اصابت

 

 rms1 
mTbias (sec)

mTσ 
mTmse m

biasψ (deg)
mψσ 

m
mseψ iIF  % hp  

 deg 1.10 1.22 0.0036 0.74 2.42 0.048 40.3 91.5 0.6 هدفسمت  .1

 m 2.6 .038 2 1.7 0.19 1.06 15.2 96.7 100 برد هدف .2

 deg 2.1 0.3 0.025 1.1 0.25 0.01008 10.3 97.9 0.5 پرواز سمت .3

 m/sec 0.85 0.23 0.2096 0.8 0.33 0.026 6.8 98.5 2 سرعت باد .4

 deg 0.1 0.17 0.0243 0.1423 0.9 0.0093 6.8 98.5 0.81 كورس هدف .5

 m 0.11 0.16 0.016 0.132 0.8 0.02 5.4 98.9 2 ارتفاع پرواز .6

 m/sec 0.09 0.1 0.1 0.08 0.72 0.0116 5.4 98.9 2 هدفسرعت .7

 deg 0.11 0.17 0.0882 0.08 0.65 0.006 3.5 99.3 2 باد جهت .8

 oc  0.1 0.05 0.016 0.079 0.64 0.008 2.4 99.4 2 ددماي هوا .9

 m/sec 0.2 0.22 0.06 0.1 0.4 0.0072 2.2 99.5 3 سرعت پرواز .10

 mbar 0.2 0.3 0.003 0.11 0.33 0.012 2 99.6 3 هوا فشار .11
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0- 45- 90 (deg) 3 4 جهت وزش باد.  

  
  

  
         .مسيرهاي پرواز موشك وحركت هدف(d)  .بار شليك تصادفي 200زواياي سمت داده شده به موشك و هيستوگرام مربوطه بازاي  (b,c) .صابت موشك نسبت به هدفمحل ا(a)   )١٠ شكل

(e,f) مربوطه زمانهاي روشن شدن سيكر موشك و هيستوگرام  
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Abstract: Balanced realization has the advantage of producing some valuable information on control-
lability and observability (C/O) of the plant. This specification was used in pairing of MIMO plants to 
some SISO subplants. Using balanced realization, the pairs with better C/O are selected. In this paper 
the problem of pairing based on balanced realization is interpreted as an assignment problem. There-
fore the Hungarian algorithm can utilize to solve the pairing problem. The algorithm is fully systemat-
ic and may be utilize in online and adaptive pairing. The pairing algorithm is also developed to reject 
any undesired pair like uncontrollable and/or unobservable pairs. With some modification, it is also 
applied to nonsquare plants. 

Keywords: Multivariable control systems; Decentralized control; Input-output pairing; Balanced reali-
zation; Operations research; Hungarian Algorithm. 
__________________________________________________________________________________ 

  

1. Introduction 

Decentralized control of MIMO plants by some SISO 
controllers is the first choice in controlling these types of 
plants. However selection of the best input for each output, 
called pairing, is rather difficult. There are many pairing 
methods proposed by researchers [8]. Relative gain array 
(RGA) [1] and its derivations like RIA [7] used the inte-
raction effect. Another class of pairings is based on cross 
gramian matrix [3], [6], which emphasizes better balanced 
realization of each pair. In this method those pairs with 
better joint controllability and observability (C/O) has 
priority to other pairs. In above pairing methods, a kind of 
matrix is obtained based on some criteria of the pairing 
quality and then the pairs are selected to optimize some 
measure in that matrix, subject to some conditions. Be-
cause of large number of possible pairs and the existence 
of selection and validation rules, the pairing problem is 
solved using some human decision [8]. [3] and [6] used 
cross-gramian matrix of pairs for pairing. In both of them 
the best pairs selected one after another. The algorithm in-
troduces good pairs for the early pairs but later pairs might 
be rather poor. Therefore, after the pairs are selected, one 

 

 

must decide on some alternative pairing with better per-
formance for poor pairs. 

Fatehi [5] proposed an overall pairing measure and in-
terpret the pairing problem as an assignment problem. Us-
ing this method, the selected pairs are the best overall pair-
ing. The pairing problem can be solved by a systematic 
procedure called Hungarian algorithm when it is defined 
as an assignment problem. Therefore, the pairing problem 
can solve without any need of human decision.  

Another important advantage of this algorithm is that 
undesired pairs can be automatically rejected. Selection of 
pairs one after another (starting from the best pair) may 
ends to some undesired pairs. But by the overall measure 
and the systematic procedure explained in this paper, the 
undesired pairs are marked from the begining and they are 
never selected in the optimal pairing. By some simple 
modification the algorithm can be applied to nonsquare 
plants, which is also introduced in this article. 

The paper is organized as follows. In the next section, 
balanced realization pairing method is reviewed and the 
overall pairing measure is introduced. The assignment 
problem and the Hungarian algorithm for solving it, are 
briefly presented in section  3. The pairing problem is in-

terpreted as assignment problem in section  4. Section  5 are 
on obtaining best pairing when some of the pairs are unde-
sired. In Section  6, the algorithm is modified for non-
square plants. Illustrative examples are given to show the 
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effectiveness of the proposed method. The results are con-
cluded in the last section. 

2. Balanced Realization Pairing 

For a system with a state space representation 
(A,B,C,0), there are controllability and observability gra-
mian matrix P and Q  which are defined by[2]: 

AP+PAT+BBT=0 (1) 

ATQ+QA+CTC=0 (2) 

The matrix Wco with definition Wco
2=PQ is known as cross 

gramian matrix which is independent of the system reali-
zation. This matrix is a quantitative measure of controlla-
bility and observability of the system. As the eigenvalues 
of Wco (which are HSV of the plant) increases, the control-
lability and observability of the system will increase. This 
increase may be computed by the multiplication eigenva-
lues of Wco (equal to det(Wco)), sum of them (equal to 
trace(Wco)) or largest of them (equal to square of the Han-
kel norm of Wco). For a multivariable n×m system 
S:(A,B,C,0) with subsystems Sij:(Aij,bj,Ci,0) let’s call Pij 
and Qij the controllability and observability gramian ma-
trices of the subsystem Sij. Then the matrix 
(Wco)ij=(PijQij)1/2 is a measure of controllability and obser-
vability of this subsystem. 

Khaki-Sedigh and Shahmansourian [6] used the deter-
minant of the matrix (Wco)ij and suggested the following 
algorithm for pairing of a MIMO system to some SISO 
subsystems: 
i) Find the participation matrix Φ={φij} where  

φij =det((Wco)ij) (3) 

ii) Choose the largest element of Φ, say ** jiϕ . Pair input 

j* to output i*. 
iii) Ignore the row i* and the column j* and continue from 

the step (ii) until the pairing is completed. 
Conley and Salgado [3] proposed the same algorithm 

but used the trace of Wco instead of determinant. The algo-
rithm selects some better pairs for the early ones but the 
later pairs could be poor. Therefore after pairing is com-
pleted, one must recheck the pairs. If some of the pairs are 
poor in controllability and/or observability, one replaces it 
and some of the pairs with some other pairs to achieve 
minimum performance in all of the pairs. To solve this 
problem, the following overall pairing measure has been 
introduced [3]: 

),(max
k

k
PPP ψψ =*  (4) 

where 

∑ ∈=
kijk Pp ijP ϕψ , (5) 

and pij stands for the pair uj-yi. Using this measure the 
overall pairing set is the best one although the best pair 

may not be selected. The most important benefit of using 
(4) is that the pairing problem can be interpreted as an as-
signment problem [5] which is solved by Hungarian algo-
rithm  through a systematic procedure. 

Remarks: In [3], [5] and [6] Φ is defined as it is appear 
in balanced realization that is ϕij stands for pair ui-yj. But 
in this article ϕij stands for pair yi-uj. This is because: 1) 
This notation coincides element-by-element with the trans-
fer function matrix G. 2) We do not use the MIMO plant 
cross-gramian matrix. Instead we use the cross-gramian 
matrix of each pair. 3) It is the same as notation used in 
RGA which is used widely for pairing. 

3. Hungarian Algorithm in Assignment  

Hungarian Algorithm is a systematic method to solve 
assignment problems. The algorithm is well explained in 
[4] and we just review its main idea. 

In assignment problem, the objective is to assign n ob-
jects xi∈X to n other objects yj∈Y with minimum cost. The 
cost of assigning xi to yj is cij∈C. Therefore, the problem is 
selection of n elements of C such that 1) there is one and 
only one selection in each row/column (complete assign-
ment), 2) sum of the selected elements is the minimum. It 
is proved that adding a constant value to a row or column 
does not affect the optimal assignment. The idea of solving 
the assignment problem is to add some values to the 
rows/columns so that some zeroes appeared in the matrix 
but none of the elements are negative. In this case if a 
complete assignment consists of only the zero elements, it 
will be the optimal assignment. The Hungarian algorithm 
systematically produces zeroes and finds a complete as-
signment among them. To illustrate this procedure an ex-
ample is solved in Appendix. 

4. Optimal pairing 

We want to find n optimal pairs P* in the system S that 
maximizes the function (5). The following algorithm can 
find P*: 

Algorithm 1. Step 1) Define α as 

ij
ji

ϕα
,

max=  (6) 

Step 2) Compute the assignment matrix Θ as 

}.|{ ijijij ϕαθθΘ −==  (7) 

It is obvious that all of the elements of Θ are nonnega-
tive. Maximizing the function ψ is equivalent to minimiz-
ing the function 

∑ ∈=
kijk p ijPP θχ  (8) 

Step 3) Problem (8) is a classical assignment problem 
known in the theory of operations research. Solve this 
problem by Hungarian algorithm. 
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Using the overall pairing measure (5) and Algorithm 1 
the pairing problem is solved without any need to human 
decision. 

Example 1. Consider example 1 of [6]: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

+
−

=
111

96.25119.6
96.2519.41

)51(
1)(

2s
ssG  (9) 

Using balance realization, the participation matrix Φ is: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0081.00081.00081.0
7.36870081.08915.11
7.36784964.30081.0

Φ  (10) 

The method of [6] proposes two possible pairings 

P1=(p13, p21, p32) with ψ1=3690.6, (11) 

P2=(p23, p12, p31) with ψ2=3681.2. (12) 

Using the above optimal pairing method, the assign-
ment matrix Θ is obtained as: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

7.36787.36787.3678
07.36788.3666
02.36767.3678

Θ  (13) 

Applying the Hungarian algorithm to the above matrix ob-
tains the new matrix 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
8.366600

09.110
04.99.11

*

*

*

hΘ  (14) 

which offers the optimal pairing (stared zeros) 

P*=(p13,p21,p32) with ψ=3690.6. (15) 

Example 2. Consider the plant 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
=

12988910
88118116

109781211
1011121289
7611798
9710987

1

1
)(

2 ss
sG  (16) 

Based on the balance realization matrices, the matrix Φ 
is (the elements are rounded): 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

30.141.026.026.041.063.0
26.026.092.026.092.008.0
63.041.015.026.030.192.0
63.092.030.130.126.041.0
15.008.091.015.041.026.0
41.015.063.041.026.015.0

103Φ  (17) 

Using the method of [6], there are three possible pairings 

P1=(p11, p24, p33, p42, p55, p66) with ψ1=5.29×103, (18) 

P2=(p15, p21, p33, p42, p54, p66) with ψ2=5.29×103, (19) 

P3=(p13, p21, p34, p42, p55, p66) with ψ3=4.81×103. (20) 

But, using the above optimal pairing method, the matrix Θ 
is: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

089.004.104.189.067.0
04.104.138.004.138.022.1
67.089.015.104.1038.0
67.038.00004.189.0
15.122.138.015.189.004.1
89.015.167.089.004.115.1

103Θ  (21) 

Applying the Hungarian algorithm to the above matrix, 
introduces final matrix 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

*

*

*

*

*

*

3

041.004.195.089.029.0
66.018.0057.0045.0
67.041.015.195.000
77.0009.0013.160.0
77.036.0067.051.028.0
21.00012.037.0094

10hΘ  (22) 

and offers the optimal pairing 

P*= (p15, p24, p33, p41, p52, p66) with ψ*=5.4824×103, (23) 

which has a better overall pairing according to the measure 
(4). 

5. Controllable and Observable Pairing 

Controllability and observability of the pairs is impor-
tant in decentralized control of MIMO plants by SISO 
controllers. None of the above techniques can guaranty 
obtaining controllable and observable pairs. Using the bal-
ance realization matrix, a pair Sij is uncontrollable and/or 
unobservable if ϕij is zero. In [3] and [6], ϕij of the last as-
signed pairs might be zero. To avoid it, the designer shall 
change some of the pairs by trial and error, so that, none of 
the ϕij’s are zero and the pairing performance is still ac-
ceptable. 
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4 An algorithm for systematic pairing of square and nonsquare MIMO plants, A. Fatehi 

Using the above optimal pairing it is possible to avoid 
uncontrollable and/or unobservable pairs automatically. 
For this purpose, let’s consider the following lemma [5]. 

Lemma 1. Suppose matrix Θ with definition (7) in 
which some of the elements are undesirable. Also suppose 
that there is at least one complete pairing P which does not 
include these undesired elements. If matrix Θm is derived 
from Θ by adding a value 

∑ ∑= =≥ n
i

n
j ij1 1ϕβ  (24) 

to undesired elements of Θ, any pairing which consists of 
these pairs is not optimal in Θm. 

Proof: For any pairing set P 

.1 1 βϕψ ≤≤ ∑ ∑= =
n
i

n
j ijP  (25) 

On the other hand 

PP n χαψ −=  (26) 

where α is defined in (6). Therefore 

βχβχ −≥⇒≤− nana pp  (27) 

Suppose that pu is an undesired pair. If pu∈Po, where Po 
is a complete pairing, then adding β to 

upθ  changes 
oPχ  to 

αχβχχ nm
PP

m
P ooo

≥⇒+=  (28) 

On the other hand, for any pairing P, which does not in-
clude pu: 

maxθχχ nP
m
P ≤=  (29) 

where 

minmax ϕθ −= a  (30) 

Since ϕmin≥0, then θmax≤α, that is 

αχχ nP
m
P ≤=  (31) 

Therefore 
m
P

m
Po

χχ ≥  (32) 

It means Po is not optimal. Therefore the pair pu can not 
include into the optimal pairing set.■ 

Using Lemma 1, Algorithm 1 can be modified as follow 
to avoid selection of any uncontrollable and/or unobserva-
ble pairs. 

Algorithm 2. Step 1& 2) Same as step 1 & 2 of Algo-
rithm 1. 

Step 3) Choose β  from equation (24). 
Step 4) Add β to any θij where ϕij=0. 
Step 5) Apply the Hungarian algorithm as step 3 of Al-

gorithm 1. 

The above method can be used to avoid selection of any 
other pairs which is not to be selected in the pairing, due to 
any other reasons. 

Example 3. Consider the plant of example 2 in [6]: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+−
++

++
=

)4(00
)3(10
)2()1(

)2)(1(
2)(

s
s
sss

ss
sG  (33) 

The matrix Φ is 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××
×

= −−

−

0069.000
10716.710929.10

25.010716.7125.0
44

4

Φ  (34) 

and therefore the assignment matrix Θ is 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2431.02500.02500.0
2492.02498.02500.0
02492.01250.0

Θ  (35) 

To avoid selection of p21, p31, p32, β must be 

∑ ∑
= =

=≥
3

1

3

1
38364.0

i j
ijϕβ  (36) 

This β is added to the mentioned pairs of Θ. Therefore, the 
modified Θ matrix (Θm), will be: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2431.06336.06336.0
2492.02498.06336.0
02492.01250.0

mΘ  (37) 

Using the Hungarian method: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
*

*

*

01413.02655.0
2486.005081.0
000

hΘ  (38) 

which offers the optimal controllable and observable pair-
ing 

P*=(p11, p22, p33) with ψ= 0.1321. (39) 

Example 4. Consider the following plant: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
=

12988910
80118110

109781211
101112089
7611798
9710987

1

1)(
2 ss

sG  (40) 

The participation matrix is  
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5An algorithm for systematic pairing of square and nonsquare MIMO plants, A. Fatehi 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

30.141.026.026.041.063.0
26.0092.026.092.00
63.041.015.026.030.192.0
63.092.030.1026.041.0
15.008.092.015.041.026.0
41.015.063.041.026.015.0

103Φ  (41) 

which shows that the pairs p33, p51 & p55 are uncontrollable 
and/or unobservable, as obvious from the plant transfer 
function (40). Using the method of [6] the optimal pairs 
are P1=(p13,p21,p34,p42,p55,p66) which is uncontrollable 
and/or unobservable. To avoid this situation, one way is to 
change the 1st and 5th pairs and consider the pairing 

P2= (p15, p21, p34, p42, p53, p66) with ψ2=4.5501×103. (42) 

Using the Algorithm 2, the assignment matrix is: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

089.004.104.189.067.0
04.130.138.004.138.030.1
67.089.015.104.1038.0
67.038.0030.104.189.0
15.122.138.015.189.004.1
89.015.167.089.004.115.1

103Θ  (43) 

To avoid selection of the above mentioned pairs, β must 
be 

∑∑
= =

×=≥
6

1

3
6

1
1071.16

i j
ijϕβ  (44) 

Therefore the modified assignment  matrix Θm is: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

089.004.104.189.067.0
04.101.1838.004.138.001.18
67.089.015.104.1038.0
67.038.0001.1804.189.0
15.122.138.015.189.004.1
89.015.167.089.004.115.1

103mΘ

 (45) 

Appling the Hungarian algorithm, the following final ma-
trix is obtained: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

*

*

*

*

*

*

3

038.092.015.066.006.0
89.035.1711.00025.17
90.061.025.138.000
79.00024.1793.040.0
89.045.00040.017.0
89.064.055.0081.054.0

10hΘ

 (46) 

which offers the optimal pairing 

P*=(p13, p24, p35, p41, p52, p66) with ψ*=5.3665×103. (47) 

The condition (24) for β is a sufficient condition and 
quit conservative. For example even applying the Hunga-
rian algorithm to the matrix Θ, i.e. for β=0, the same pair-
ing is obtained, but the condition (24) guaranties avoid-
ance of the selection of any undesired pairs. 

6. Pairing of Nonsquare plants 

Balanced realization pairing can be applied to non-
square systems by some minor modification. Suppose the 
following nonsquare plant: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
=

109781211
101112089
7611798
9710987

1

1)(
2 ss

sG  (48) 

The participation matrix of G using (3) is: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

63.041.015.026.030.192.0
63.092.030.1026.041.0
15.008.092.015.041.026.0
41.015.063.041.026.015.0

103Φ  (49) 

A complete pairing for this plant consists of 4 nonzero 
elements which are in different rows and columns. It is 
obvious that there is not any selected pair in two columns. 
For the plant (48) it means 2 of the inputs are not used in 
control system when a decentralized controller is consi-
dered.  

Obtaining the optimal 4 pairs from the Hungarian algo-
rithm needs some modification in the participation matrix. 
The following lemma helps on computing the optimal 
pairing in nonsquare plants. 

Lemma 2. Consider the m×n nonsquare participation 
matrix Φ for a plant with n input and m output where m<n 
(n<m). If l=n-m rows (l=m-n columns) with equal value γ 
are added to Φ to make the modified participation matrix 
Φm, the optimal pairing of Φ is a subspace of optimal pair-
ing of Φm. 

Proof: We proof the lemma for m<n. The case n<m is 
the same. Consider Pm a complete pairing of Φm. Suppose 
pi,j(i)∈Pm , i,j=1,…,n are n selected pairs. Using overall 
measure (5): 

γψγϕ

ϕϕϕϕψ

ll
mi

iji

nmi
iji

mi
iji

ni
iji

P
iji

m

m

+=+=

+===

∑

∑∑∑∑

=

+===

,...,1
)(,

,...,1
)(,

,...,1
)(,

,...,1
)(,)(,

 (50) 

lγ is a constant. Therefore, maximizing ψm is equal to max-
imizing ψ. The elements of the l added rows are equal, i.e. 
selection of each of them does not affect the overall meas-
ure (5). Therefore, by omitting the l elements of rows m+1 
to n from the optimal pairing Pm* of Φm, the optimal pair-
ing P* of Φ  is obtained.■ 
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6 An algorithm for systematic pairing of square and nonsquare MIMO plants, A. Fatehi 

By Lemma 2, the modified participation matrix for plant 
(48) is: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

000000
000000
63.041.015.026.030.192.0
63.092.030.1026.041.0
15.008.092.015.041.026.0
41.015.006341.026.015.0

103mΦ  (51) 

The optimal pairing selection is obtained by computing 
the modified assignment matrix because of undesired pair 
p33. The final Hungarian matrix is obtained as: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×=

028.066.0038.00
028.066.0038.00
29.078.042.166.000
01.00076.1177.023.0
11.045.0011.023.00
054.044.0054.026.0

10 *

*

*

*

3
hΘ

 (52) 

which offers the optimal pairing: 

Pm*={p13,p24,p35,p42,p56,p61} with ψm*=3.55×103. (53) 

Therefore, the optimal pairing for the plant (48) is: 

P*={p13,p24,p35,p42} with ψ*=3.55×103. (54) 

The matrix Θh also offers another optimal pairing: 

Pm*={p16,p24,p35,p42} with ψ*=3.55×103. (55) 

In fact, using the Hungarian algorithm alternative op-
timal pairings can also be obtained by a simple procedure 
explained in Appendix. 

7. Conclusion 

Balanced realization pairing algorithm is modified by 
introducing an overall pairing measure. Using this measure 
the pairing problem can be interpreted as an assignment 
problem which can be solved by Hungarian algorithm. By 
some modification nonsquare pairing is also possible 
which is discussed in this paper. 

The Hungarian algorithm for assignment problem is a 
systematic solution. Therefore, the above method finds the 
optimal selection automatically and it can be used in adap-
tive pairing. For this purpose, as the parameters of the 
plant change, the participation matrix is computed and the 
optimal pairing is obtained online by using it and the algo-
rithm developed in this paper. 

Appendix A. Hungarian Algorithm 

The Hungarian algorithm is well explained in [4]. 
Therefore in this appendix the main point of the algorithm 
is explained through an example. 

Consider the assignment matrix 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

5226
5437
1156
4321

0Θ  

Adding a constant value p to all of the elements of row i of 
Θ0 changes the sum of the elements for all of the complete 
pairings by p. Therefore the optimality is not affected. It is 
the same for columns. Using this fact, the steps of Hunga-
rian algorithm are as follow: 

Step 1) The smallest value of each column of Θ0 is sub-
tracted from all of the elements of that column: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4105
4316
0035
3200

1Θ  

Then, the smallest value of each row of Θ1 is subtracted 
from all of the elements of that row: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4105
3205
0035
3200

2Θ  

This ends to the matrix Θ2 with at least one zero in each 
row and column.  

Step 2) If an assignment can be obtained by selecting 
just zero elements of Θ2 it is optimal for Θ2 and therefore 
for the original matrix Θ0. For this purpose, the first 0 
element of each row is selected as assigned 0 provided that 
there is not an assigned 0 in its column. If there is an as-
signed zero in that column the next 0 of that row is se-
lected. The assigned 0 for the matrix Θ2 are stared as fol-
low: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4105
3205
0035
3200

*

*

*

2Θ  

The 0 in row 4 can not be selected and since there is not 
any other 0 in that row the assignment is not complete. 

Step 3) Assignment is not complete and the procedure 
should be continued for finding more assigned zero. The 
first step is to check for possible interchanging of some 
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assigned and unassigned zeros to obtain complete assign-
ment. The zeros in the columns that there is not any 0* are 
called eligible. In a complete optimal assignment for Θ2, at 
least one of them must be selected; provided that there is a 
complete assignment using only zeros. 0(2,4) is the only 
eligible 0. A path from this 0 is considered as follow: 

1) From unassigned zero to the assigned zero of its row, 
2) From assigned zero to an unassigned zero of its col-

umn. 
This procedure continues while it is possible to contin-

ue through zeros. For 0(2,4) the path is: 

0(2,4)→0*(2,3) 

The path stops. 0*(2,3) and row 2 are called essential. If 
the path stops in a 0* it means there is not possible to in-
crease assigned zero by interchanging the assigned and 
unassigned zeros, as mentioned above. But if the path 
stops in an unassigned zero it means the number of 0 in the 
path is one more than the number of 0*. Therefore inter-
changing the assigned and unassigned zeros increases the 
number of assigned zero by one (this happens in step 7 be-
low).  

Step 4) Consider a line on rows of any essential 0* and 
columns of any nonessential 0*: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4105
3205
0035
3200

*

*

*

2Θ  

It is proven that these lines are the minimum number of 
lines which can cover all the zeros (in optimal assignment 
they are 4, the maximum needed lines). Also, none of the 
assigned zeros are in the intersection of lines.  

Step 5) Consider the value of the smallest uncovered 
element, i.e. element (4,3). Subtract it from all uncovered 
columns and add it to all covered rows: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3004
2105
0046
2100

3Θ  

This adds a new zero to the matrix and at the same time 
keeps all the previous 0*. Also none of the elements are 
negative. An optimal assignment of Θ3 is the same as op-
timal assignment of Θ0 as explained before. 

Step 6) As step 2, the assigned zeros are:  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3004
2105
0046
2100

*

*

*

3Θ  

Step 7) As defined in step 3, 0(2,4) is again eligible. 
The path from this 0 is: 

0(2,4)→0*(2,3) →0(4,3) 

The path stops in an unassigned zero. The total number of 
assigned zeros is increased by interchanging its assigned 
and unassigned zeros: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3004
2105
0046
2100

*

*

*

*

3Θ  

This is a complete assignment. Therefore the optimal as-
signment is  

P*={(1,1), (2,4), (3,2), (4,3)} 

Sum of the above elements in Θ0 is 7 which is the mini-
mum possible value among all of the complete assign-
ment. 

Appendix B. Other optimal pairings 

In some cases there is more than one optimal pairing, 
i.e. there are other complete pairings using the zero ele-
ments of Θh. If in the final matrix Θh, it is possible to re-
place some of the assigned zeros with unassigned zeros 
such that the obtained assignment is still complete, it will 
be optimal too. To find other optimal assignment, if there 
is any, all unassigned zeros are called eligible zero and 
must be checked. We start from one of the eligible zeros. 

Step 1) Consider an unassigned zero 0pq.  

Step 2) Go to the assigned zero *0 pr  of its row. 

Step 3) From *0 pr , go to an unassigned zero 0sr on the 
column r (the column of the assigned zero). 

Step 4) Continue from Step (2) until either it returns to 
the original eligible zero 0pq or there is not any unassigned 
zero for Step (3) (There is always an assigned zero for 
Step (2) since the original assignment is complete). 

Step 5) If the path returns to 0pq then by interchanging 
all assigned and unassigned zero in the path a new optimal 
pairing is obtained. Otherwise there is not any optimal as-
signment consisting 0pq. 

Step 6) Continue from Step (1) for other eligible zeros. 
Remark: If there is more than one unassigned zero on 

Step (3) the path for all of them shall be checked. 
As an example, consider the following matrix: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

*

*

*

*

0709
0051
0503
6160
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with an optimal pairing {011,022,033,044}. There are 3 other 
zeros which are eligible zeros. Starting from 024, the path 
is 

024→0*
22→042→0*

44→024 

So the pairing {011,024,033,042} is also optimal. But starting 
from 034 the path is 

034→0*
33 

Therefore 034 does not include to any optimal path. For 
eligible zero 024 there are two paths: 

Path 1) 024→0*
44→034→0*

33, 

Path 2) 034→0*
44→042→0*

22→024. 

Path (1) stops in Step (3) of the above algorithm and the 
path (2) introduces the same optimal pairing as above. 
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